ANALYSE II, 2BMP, 2009-2010

Sur le produit de composition

Cours du 22/10/09: simplification d’une démonstration.

Propriété.
Si f et g sont des éléments de L?(R") alors elles sont composables pour tout z et

lim (f *g)(z) = 0.

r—00

Prewve détaillée (dans le cas n=1). Pour tout z, la fonction y — f(y) g(x — y) est intégrable dans R"
comme produit de deux fonctions dont le carré est intégrable. La fonction

r= (frg)(z) = - f) gz —y) dy

est donc définie sur R™.
On remarque d’abord que pour tout x € R et tout R > 0, on a

—R R +oo
/Rf(y)g(x—y)dy = /m f@Wg(x —y)dy + KRf(y)g(x—y)dy + /R f(y)g(x —y)dy

R
TWg(x —y)dy + / TW)g(x —y)dy
JRr —R

en utilisant la notation Jg pour Pensemble | — oo, —R] U [R, +00].
En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et le changement de variable z — y = t (entre y et t) on

obtient
[ Htote iy \ < ¢ / R ¢ / e =)l
< ¢ / () 2dy ¢ / |g<z—y>2dy=¢ / )Py ¢ / lg(t)[2dt
< gl / () |2dy
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quel que soit z et quel que soit R > 0. Cela étant, comme |f|? est intégrable dans R, on a

—R +oo
Glm JRIf(y)\Qdy = Gl (/Oo |f(y)Pdy +/R f(ll)|2dy)
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Il s’ensuit qu’étant donné € > 0, il existe Ry > 0 tel que

fWg(x —y)dy | < g
Iy
Reprenons alors I'égalité
Ro
(fxg)(z) = / fW)g(z —y)dy = fWg(x —y)dy + f(W)g(x —y)dy.
R Jry —~Ro



Utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour la seconde intégrale et le changement de variable x —y =t

(entre y et t); on obtient
1 [ e

Ro
/ fWg(x —y)dy
—Ro
Ro x+Ro
1512 / ota —w)ldy = flla | [ lote)ea
—Ro QC—R()
Cela étant, en écrivant

x+Ro 0 ) x+Ro ) rz—Ro ) z+Ro )
[ lewrde= [ lgwPars [ laPa =~ [ lgPdes [ oo
CE*RO IfRo 0 0 0
et en utilisant I'intégrabilité de |g|?, on a
z+Ro z—Ro z+Ro
lim lg(H))?dt = lim —/ lg(t)|?dt +/ lg(t)|2dt
r— 400 T— r— 400 0 0

Ro
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::f/ mmm«+/ l9(t)2dt
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= 0
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On procede de méme pour la limite en —oco. Il s’ensuit que
Ro
lim fy)g(z —y)dy =0

z—00 J_po

donc qu’il existe N > 0 tel que

Ry c

/ Fyg(x —y)dy| < 5
—Ry

pour tout z tel que |z| > N.
Ainsi, pour tout z tel que |z| > N, on a
Ro € €
|(f % g)(x)] = fW)g(z —y)dy + Fgle —y)dy| < 5+5=¢
Irg — Ry

et on conclut.
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