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2¢ Bac Mathématique et Physique

4. Produit de convolution I

Exercice 1. Soient les fonctions f et g définies sur R par

1 s —1<2<3 _fx/2 st 0<2<2
f(w){ 0 sinon et g(x){ 0 sinon ’

(a) Calculer si possible le produit de convolution de f et g.

(b) Repreésenter le graphique des fonctions f, g et fxg.

Exercice 2. (a) Soient les fonctions f et g définies sur R par

f(x) = €' Xpqool(®) et g(x) = X (-1 400](7)-
Montrer que le produit de convolution fxg est défini sur R et donner sa valeur en tout point
de R.

(b) Méme question si

1
(@) =lz| et g(z)= A+ 227
Exercice 3. Soit I'échelon de Heaviside Y = Xjg _yoo[- Pour tous m € Ny et A € C, on pose

e)\:rl.mfl

I'(m)
Montrer que, pour m,n € Nget A € C, on a
(m+n) _ y-(m) (n)
Y/\m " —Y/\m *Y/\".

V™ (2) = Y(z), z€R.

Exercice 4. Soient a,b € R tels que 0 < a < b. Si on pose
F@) = e Xo1o0(®) €t g(x) = e X0 o0l(2),

montrer que

[0 g,
0

x b—a

Exercice 5. Calculer si possible x4 x xp lorsque
A={(z,y) eR?*: 2 +y* <1} et B={(z,y)cR*: 1<z <1}

Exercice 6. On définit par récurrence les B-splines By, de degré m € Ny selon
By =Xj0,1) €t Bmt1=BnxBi, meNy.

Démontrer que

(a) pour tout m € No, Bl g41) (K €{0,...,m —1}) est un polynome de degré m — 1,

(b) pour tout m € Ny, By, est nul hors de [0, m],

pour tout m > 2, By, € Cp,_2(R),

(d) pour tout m > 3, DBy, (z) = B—1(z) — Bp—1(z — 1), z € R,

pour tout m € No, By, (% +2) = B (5 —z), z € R.
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— Exercices destinés aux mathématiciens —
Exercice 7. Soit f € L2(]0, +o0]). Posons

h(z) = /+OO e tf(t)dt, x>0.

Montrer que la fonction h est définie et continue sur [0, +00[ et que l'on a
lim e*h(x) = 0.

T—>+00

Exercice 8. Pour k € Ny, on pose

xk—l

ex(z) = WX]O,Jroo[(UC)a reR.

Montrer que
D™ em* @) =emnxp et Df(epx) =
pour tous n,m, k € Ny tels que m > n et ¢ € D(R).

Exercice 9 (Critére d’annulation pp). Soit © un ouvert non vide de R™ et soit f € L ().
Montrer que f =0 pp dans (2 si et seulement si

/ f(@)p(x) dz = 0
Q

pour tout ¢ € D(Q).
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