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Exercice 1. (1) Pour tout n € Ny, on pose

2
n

folz) =nze ™7, zeR.
(a) Etudier la convergence ponctuelle de la suite (fy)nen, sur R.
(b) Etudier la convergence uniforme de (fy,)nen, sur R, sur Rq et sur tout borné fermé de Ry.
) Etudier la convergence dans L*(R) et dans L%(R) de (fy,)nen,-
)

Montrer que la fonction
“+o0
§=> In
n=1
est définie sur R et continue sur Rg.
b) Calculer S(x) pour tout = € Rg. En déduire que la fonction S n’est pas continue en 0.
( p q p

Suggestion. Penser a écrire comme la dérivée d’une gaussienne particuliére

Exercice 2. Pour tout m € Ny, on pose
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e“x
gm(x) = WX}O#OO[(Q% zeR.

Pour tous m,n € Ny, calculer si possible le produit de convolution g, * g, (en tout point de R)
et montrer que celui-ci est en fait la fonction g; pour un k£ € Ny & déterminer.

Exercice 3. Soient a,b € R tels que b > a > 0 et soient r,s € R. Soient les fonctions f et g
définies sur R par

f(x) = arctg(ax) — arctg(bz) et g(z) = e "Il
(1) La fonction f est-elle intégrable sur R ? Et de carré intégrable sur R ?
(2) Déterminer si possible la transformée de Fourier de la fonction g.
(3)
(

4) En déduire si possible la transformée de Fourier de la fonction f.

Déterminer si possible la transformée de Fourier de la fonction D f.

Préciser dans chacun des cas s'il s’agit d’une transformée de Fourier dans L' (R) ou dans L?(R).

Exercice 4. (1) Pour tout m € Ny, on pose un,(z) = cos(mzx), z € R.

(a) Montrer que les éléments de la suite (um)men, sont orthogonaux deux a deux dans
L2([—m, ). Calculer la norme dans L2([—m,7]) de uy, pour tout m € Ny.
(b) Sachant que

2 +oo m
2_ T (-1)
= 3+4mz::1 — cos(mz)
dans L?([—m,7]), déduire du point précédent la somme de la série
+0oo 1
m=1

(2) Développer si possible la fonction x + sin?(x) en série trigonométrique de Fourier dans
Iespace L%([—, 7r]). Exprimer votre réponse en utilisant uniquement des fonctions sinus et
cosinus et simplifier au maximum vos calculs.
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Exercice 5. (1) Est-il possible de calculer In((1+1i)*) ? Pourquoi ? En cas de réponse affirmative,
déterminer la valeur de ce nombre complexe (en simplifiant au maximum votre réponse).

(2) Déterminer le domaine d’holomorphie de la fonction f (d’une variable complexe) définie par
f(z) =In(1+iz) —In(1 —iz).

(3) Montrer que la restriction & R de la fonction i f est une fonction a valeurs réelles. Déterminer
cette fonction.

Exercice 6. Développer les fonctions suivantes (données sous forme explicite) en série de puis-
sances au point zy donné et préciser I’ensemble dans lequel le développement a lieu :
z sin(z)

1) f)= 53— 20=0 (2) g(z)=—-, 0 =0

Exercice 7. Soient les fonctions f, g et j (d'une variable complexe) définies par

fO= S5 g =set e ()=

sin(z)

sin(iz)’
1
2

(1) Déterminer le domaine d’holomorphie de ces fonctions.

(2)

(3) Quelles sont les singularités isolées de ces fonctions ? De quel type sont-elles ?
(4)

()

Déterminer les éventuels zéros de ces fonctions et préciser leur multiplicité.

4) Déterminer le résidu de ces fonctions en chacune de leur singularité isolée.

5) Pour la fonction g, déterminer son développement de Laurent en chacune de ses singularités
isolées. Préciser ses parties réguliére et singuliére.

Exercice 8. (1) Soit v un chemin fermé simple régulier (orienté « aire & gauche ») qui décrit
le bord d’un carré qui contient l'origine. Déterminer si possible la valeur des intégrales

suivantes :
A= /el/z2 dz et B = /zel/z2 dz
Y Y

(2) Soit v un chemin fermé simple régulier (orienté « aire & gauche ») qui décrit le bord du carré
centré en 1/2, de cotés paralléles aux axes et de longueur 1. Déterminer si possible la valeur
des intégrales suivantes :

C= /zdz et D= /(%z)2dz
v gl
Exercice 9. Calculer si possible les intégrales suivantes :

2m
[T
o V5 — cos(z) R4+

Exercice 10. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.
(1) La fonction z — €'?l est bornée dans C.

(2) Si f est une fonction holomorphe sur C et admet une limite nulle a U'infini, alors f est nul
dans C.

(3) Si la fonction f, holomorphe sur C, admet un zéro de multiplicité 1 au point 0, alors la
fonction z — f(1/2z) admet un pole d’ordre 1 au point 0.

(4) Si f est une fonction holomorphe sur Q\ {zo} (© étant un ouvert de C et zy un point de 2)
et si le résidu de f en zg est nul, alors f se prolonge en une fonction holomorphe dans €.

L. Simons & F. Bastin — 31 mars 2014



