Analyse 11, partie 1 Année académique 2011-2012 — 2BM

Convergences ponctuelle et uniforme

Exercice 1. Etudier la convergence ponctuelle et la convergence uniforme sur [0, +o0[, sur |0, +ool, sur
[r, +o0[ avec r > 0 et sur les compacts de |0, +00[, de la suite de fonctions f,,, (m € Ny) définies par

fm(x) = m2z?e”™ 1 > 0.

Exercice 2. Etudier la convergence ponctuelle sur [0, 4+00] et la convergence uniforme sur [0, +oo], sur
10, +00], [r, +o0[ avec 7 > 0 et sur les intervalles compacts de ]0, +00[ et de [0, +o0[, de la suite de fonctions

fm (m € Ng) définies sur R par
mz

- > 0.
fm(x) e x>0

Exercice 3. Etudier la convergence ponctuelle sur R et la convergence uniforme sur R et sur les intervalles
] — oo, 7] avec r > 0, de la suite de fonctions f,, (m € Ny) définies sur R par

Fan @) = = X(0m) (&) + (1 + 1 = 0)Xpm, 1) @):

Exercice 4. Soit f,, (m € Np) une suite de fonctions intégrables sur 'intervalle borné |a,b[ de R. Si
cette suite converge uniformément vers la fonction f sur ]a, b[, montrer que f est intégrable sur ]a,b[ et
que

/abfm(x) dx — /abf(ac) dx

sim — +oo.

Exercice 5. Soit f,, (m € Np) la suite de fonctions définies par
fu(z) = (1 =2®)™, we€[0,1].
(a) Etudier la convergence ponctuelle de cette suite sur [0, 1].

(b) Etudier la convergence uniforme de cette suite sur [0, 1] et sur les sous-intervalles de [0, 1].

(c) Calculer la limite
1

lim (1—2%)™dx.
m——+oo 0

Exercice 6. Etudier la convergence ponctuelle et uniforme des séries

*f %xm et io (/O+Oo(1+t2)m dt) zm,

m=1 m=1
Exercice 7. Développer la fonction 2 — In(1 + x) en série de puissances entiéres de x.

Exercice 8. Posons
+o0 Zm
m=1
(a) Etudier la convergence ponctuelle et la convergence uniforme de cette série.
(b) Ou la fonction S est-elle définie, continue et dérivable ?
(c) Etablir qu’il existe a € R tel que

S(x)+S(1—2z)=a—In(x)In(1 — z)

pour tout z € )0, 1[.
(d) Montrer que

+00 1
a = E — .
m2

m=1
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