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Question 1. (a) La fonction f définie par
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est continue sur |0, +o0o[. Puisque la limite
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existe et est finie quel que soit o > 0, on obtient que la fonction f est intégrable en 0 quel
que soit a > 0. Si a > 1/2, ona@:a—i—% > 1 et il vient que
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La fonction f est donc intégrable sur |0, +00| lorsque o > 1/2. Si & = 0, la fonction f
est identiquement nulle et est donc intégrable sur |0, +00[. Dans le cas ot 0 < o < 1/2,
la fonction f n’est pas intégrable a l'infini car
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Au total, la fonction f est donc intégrable sur |0, +o0o[ si et seulement si a € {0}U]3, +o00].
(b) La fonction f définie par f(z) = In(Jx — 1|) est continue sur [0, 1] et sur |1, +o0.
Puisque
lim (1 —2)Y21In(jz — 1|) = lim vtInt =0,
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on obtient que la fonction f est intégrable sur [0, 1]. Par contre, puisque

lim In(jz — 1]) = 400,
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on en déduit que la fonction f n’est pas intégrable sur |1, +o00].
(c) La fonction In est continue sur |0, €] et est intégrable en 0 puisque
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Il vient immédiatement
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puisque lim,_,g+ zInz = 0.
(d) La fonction f définie par

- (1)

est continue sur [0, 1] et sur |1, +00[. On observe que

f(x)=In|z+ 1] —In|z — 1.

Or, la fonction x +— In|z 4 1| est continue sur le compact [0, 1] et appartient donc &
LA([0, 1]). La fonction = +— In |z — 1| est continue sur [0, 1] et est de carré intégrable sur
0, 1] puisque

lim (1 —2)"21In? |z — 1| = lim t/2In*t = 0.
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On obtient donc que f est la différence entre deux fonctions de carré intégrable sur [0, 1]
et est donc également de carré intégrable sur [0, 1]. Dés lors, puisque [0, 1] est intégrable,
la fonction f appartient également a L'([0, 1]). On constate que

lim zf(z) = 2.
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Par conséquent, on sait que f ¢ L([1, +oo[). Puisque
lim 22 f?%(x) = 4,
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on obtient que f € L?*([1, +oo[). Note : On peut également montrer par une double
application du théoréme de I’'Hospital que
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ce qui permet de conclure également que f € L?([1, +00]).

Question 2. Pour tout y € R fixé, la fonction

v = g(e)fly —x) = e (y = )X, ool ()

est identiquement nulle sur | — oo, 0[, converge vers y lorsque x — 07 et satisfait a
lim o*g(x)f(y —x) = 0.

La fonction = — g(z)f(y — x) est donc intégrable sur R quel que soit y € R, et il vient
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pour tout y € R.

Question 3. (a) La fonction f est continue sur R et de module majoré par la fonction
eIl qui est intégrable sur R. Par conséquent, f est intégrable sur R et si z € R est fixé,
il vient
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puisqu’on établit aisément que
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pour tout t € R.
(b) (a été résolu explicitement au cours théorique) La fonction g est continue sur R\{0}
et on a
lim g *x) = 1.
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De plus, on a que ¢g*(x) < 1/x? pour tout x € R\{0} donc

lim |z|*? g*(x) = 0.
La fonction g est donc de carré intégrable sur R. Puisque ¢ est impair, on déduit que sa
transformée de Fourier dans L? est impaire pp sur R. Il suffit donc de calculer F,g pour

x > 0. Fixons > 0. Pour tout m € Ny, il vient successivement (en ayant justifié le sens
des intégrales)

_ S (M sin(y
Fo(9Xemm) = / e "g(y)dy = —2i / sin(zy) y< )dy
0

—m

z/m cos((x + 1)y) — cos((z — 1)y) dy

0 Y
m r+1
= —z'/ / sin(ty) dt dy
r—1
z+1 m
= —z/ / sin(ty) dy dt
r— 0
1

. t

Cela étant, si x > 1, la fonction ¢ — %X[x,l,mﬂ] (t) est intégrable sur R et il vient que
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lorsque m — 400 en vertu du théoréme de Riemann-Lebesgue. Pour x €]0, 1], on a
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puisque la fonction ¢ +— est impaire. De 1a, on tire comme précédemment que
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lorsque lorsque m — oo en vertu du théoréme de Riemann-Lebesgue appliqué a la
fonction ¢ — X[1—s, 14)(f) qui est intégrable sur R vu que z €0, 1[. On a donc obtenu
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lorsque m — +oo, pour tout x > 0 différent de 1. On en déduit donc que
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pour tout x > 0 différent de 1 et, par imparité,
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pour presque tout x < 0.

Question 4. (a) Quel que soit I'entier m positif ou nul mais différent de 1, on a
1 1
(f,gm) = / cos(mz) cos(mrmx) dx = / cos((m + 1)wz) 4 cos((m — 1)mwx) dz = 0.
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De plus, on obtient

(f,on) = /_l cos*(rx) dx = 1.
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(b) Vu ce qui précede, il vient

/_ 2% cos(rx) dr = Z am(cos(m-), cos(mm-)) = ai{cos(rw+), cos(m-)) = aj.
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Comme

on en déduit que



