2eme année de bachelier en mathématique et en physique
ANALYSE II
Interrogation du 16 octobre 2007

Solutions

Question 1) a) La fonction z — arctgx est-elle intégrable sur R? Justifier votre réponse.
b) Examiner l’intégrabilité de
Inx
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sur |0, +oo[ pour toutes les valeurs du réel strictement positif a. Justifier votre réponse.
¢) En justifiant vos démarches, montrer que
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pour tout réel strictement positif p.

Solution. a) La fonction x — arctg x est strictement croissante sur [1, +oo[ donc

arctgxr > arctgl = %, Vo > 1.
Comme une constante non nulle n’est pas intégrable sur un intervalle non borné, la fonction arctg n’est donc
pas intégrable sur [1, +oo[
La fonction x — 1£za est continue sur ]0, +oo[ quel que soit « > 0.
Quel que soit a > 0, on a lim,_,o+ v/zf(x) = 0. Elle est donc est intégrable en 0 quel que soit « > 0.
Elle est intégrable en +oo lorsque o > 1 car 1-%@ >1et
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Elle n’est pas intégrable en 400 si a < 1 car
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b) Si on peut permuter 'ordre d’intégration, on a
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On peut effectivement permuter l'ordre d’intégration car la fonction (z,y) — 6*”“1;% est intégrable sur A =
{(z,y) eR?:2 >0, 0<y <z} ={(r,y) € R?:y >0, y <z} De fait, on peut appliquer le théoreme de
Tonelli:

- la fonction (x,y) — e P* Smy est continue sur A

- la fonction que x — e P* est intégrable sur ]y, +o0o[ quel que soit y > 0

- la fonction N
oo
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est intégrable sur |0, +oo| car elle est continue sur cet intervalle, admet une limite finie en 0 et est majorée par
la, fonction y — p~te PY, fonction intégrable en +oo.



Question 2) Pour tout m € Ny soient les fonctions f,,, g, définies par
1 _
fm(z) = —X[=m.m] (), z €R; gm(x) = m? 2ze™ ™ ¢ e [0, +o0].

a) Pour tout m, déterminer a quels espaces L', L?, L°(R) appartient la fonction f,, et en calculer

les normes correspondantes.

b) Pour tout m, déterminer & quels espaces L', L% L°°([0,+oo[) appartient la fonction g,, et en

calculer les normes correspondantes.

c) Etudier la convergence ponctuelle des suites f,, (m € Ny) et g,, (m € Ng) .

d) Etudier la convergence de la suite f,, (m € Ny) dans chacun des espaces L', L% L= (R).

e) Etudier la convergence de la suite g,, (m € Ny) dans chacun des espaces L', L?, L>([0, +oc]).
Justifier toutes vos réponses.

Solution. a) Quel que soit m, la fonction f,, est la fonction caractéristique (& un multiple pres) d’'un intervalle
compact; elle est donc intégrable, bornée partout et de carré intégrable. On a aussi directement

Hfm||1*/|fm |dx*2 ”fm”?*\/ ‘fm |2dx\/7 ||f||00**

b) Quel que soit m, la fonction g,, est continue sur R, positive sur [0, +o0] et est bornée sur [0, +o00] (elle est
dérivable sur R et étude de sa dérivée montre qu’elle admet un maximum global sur [0,4+o00[ en 1/m). On a

Sup |gm (@) = [gm ll L ([0, +00p) = SUP g (2) = gm(—) = —.
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Comme elle est continue sur [0, +oo[ et que lim,_, o 72g,(z) = 0, elle est intégrable sur [0, +oo[. Etant bornée
et intégrable, elle est aussi de carré intégrable; elle est donc dans L?([0, +o00[).
Les normes sont respectivement
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c) Si z € R, alors |z| < m pour tout m suffisamment grand; il s’ensuit que fn,(z) = L pour ces m donc
limy, 400 fm () = 0 et la suite f,,, (m € Ny) converge donc ponctuellement sur R vers 0.

Si x = 0 alors g,,(x) = 0 pour tout m. Si x > 0, vu les propriétés de la fonction exponentielle, on a
limy,— 400 m3/2e—mz — 0; il s’ensuit que limy,, oo gm(2) = 0. La suite g,, converge donc ponctuellement sur
[0, 4+o00[ vers 0.

d) La suite f,, (m € Ng) converge ponctuellement vers 0; si elle converge dans L' (resp. L2, L°°), c’est
nécessairement vers 0. Examinons donc la convergence vers 0 des suites numériques

[fm = Olly = [lfmlls [[fm = Olla = [lfmllzs ([ = Olloo = [l fmlloc (m € No).

Vu ce qui précede, on a

fmlls =2, [ fmll2 = AWMWM=Ji7uwm=;

Il s’ensuit que la convergence a lieu dans L? et dans L, mais pas dans L'.
e) La suite g,, (m € Ng) converge ponctuellement vers 0; si elle converge dans L' (resp. L2, L>), c’est
nécessairement vers 0. Examinons donc la convergence vers 0 des suites numériques
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et

lgm = Ol = llgmll1;  lgm —Oll2 = lgmll2,  [[gm = Ollc = l|gm e (m € No).



Vu ce qui précede, on a
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Il s’ensuit que la convergence a lieu dans L', mais pas dans L? ni dans L.

Question 3) Montrer que L?([0,1]) C L*([0,1]) et que ||f||1 < ||f|l2 pour tout f € L?([0,1]).
Solution. Soit f € L?([0,1]). On a

pp sur [0, 1].

Dés lors, f est mesurable et de module majoré par une fonction intégrable sur [0, 1]; elle est donc intégrable sur
cet intervalle. La formule de Cauchy-Schwarz dans L?([0, 1]) appliquée aux deux fonctions |f| et x[o,1] donne

directement
i = | sl = [ 170y @) de < \/ / o ¢ / IF(@) Pz = | £l




