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Introduction

Ce cahier d’exercices est destiné aux étudiants de seconde candida-
ture en sciences mathématiques et physiques. Il a pour but de compléter
le cours d’analyse du Professeur J. Schmets et a servir de base aux
séances de travaux pratiques.

Les exercices sont nombreux et ont un degré de difficulté trés vari-
able. Certains sont uniquement destinés a aider 1’étudiant a acquérir
les automatismes de base pour la manipulation des différents concepts
introduits dans la partie théorique du cours. D’autres ne sont pas a pro-
prement parler des exercices mais plutot des applications de la théorie a
la résolution de problémes concrets. Leur but est de mettre en évidence
comment tirer parti des méthodes enseignées dans des situations en re-
lation directe avec la pratique.

La plupart des exercices sont fournis avec leur solution détaillée, ceci
afin que I’étudiant qui désire travailler par lui-méme puisse controler
ses résultats. Il va sans dire que seule la recherche personnelle des
solutions peut faire progresser dans la connaissance de la matiére et
que ces solutions ne devraient étre utilisées que comme controle.

L’origine des exercices est tres variée. La plupart proviennent des
livres classiques d’analyse cités dans la bibliographie. Dans de nom-
breux cas, ils ont été modifiés pour s’intégrer dans le cadre du cours et
parfois leurs solutions ont été simplifiées par des arguments originaux.

Nous pensons que le but principal d’un cahier d’exercices est d’aider
I'étudiant a maitriser la matiere du cours. Pour atteindre ce but, la
collaboration des étudiants est nécessaire. Nous sommes donc ouverts
a toute suggestion concernant l'incorporation de nouveaux exercices ou
la considération de nouveaux problémes entrant dans le cadre du cours.
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Chapitre 1

Espaces métriques et normés

Exercice 1.1 Par définition, un ensemble est infini s’il est en bijection
avec I'une de ses parties propres; un ensemble est fini s’il n’est pas infini.

a) Si A est un ensemble fini et non vide, toute injection de A dans A
est une bijection.

b) Si A est un ensemble qui contient une suite de points deux a deux
distincts, alors A est infini.

Solution:

a) Si f: A — A est injectif mais non surjectif, alors f(A) est une partie propre
de Aet g: A— f(A) a— f(a) est une bijection. D’ott la conclusion.

b) Soit D := {x,, : m € IN} une partie de A telle que x,,, # x,, si m # n. Posons
B := A\{x1} et définissons f : A — B par f(a) =asia € A\D et f(z;m) = Tmy1
pour tout m € IN. Deés lors A est infini car f est une bijection et B est une partie
propre de A. O

Exercice 1.2 Donner 'expression d’une bijection entre [0, 1] et |0, 1].

Solution: L’application T : [0, 1[—]0, 1] définie par

T sinon

1/2 si x=0
T(x)—{ 1/(m+1) si x=1/m

est une bijection entre les intervalles [0, 1] et ]0, 1. O
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Exercice 1.3 Soit (X, d) un espace métrique.
a) Pour toute partie A de X et tout ouvert Q on a (RNA)~ =
(QNA)".
b) Une partie D de X est partout dense si et seulement si D rencontre

tout ouvert non vide de X.

c) Si A,Bet A; (j € J) sont des parties de X, on a

(ANB)° = A°NnB° (AUB)” = A UB~
A°UB°  C (AUB)’ (AnB) C A nB~
(Njes 4;)° = (Njes 43)°  (Ujes 45)” = (Ujes 45)

d) Si A et B sont des parties de X telles que A—ANB=ANB" =10
alors

(AUB)® = A°UB° (AUB)* = A*UB°*.
e) Si A et B sont des parties de X et si A ou B est ouvert alors
A°NB °=(ANnB)""°.
f) Si A est une partie non vide de X, alors
A" ={re X :d(z,A) =0}.

On en déduit que tout fermé (resp. tout ouvert) de X est inter-
section (resp. union) dénombrable d’ouverts (resp. de fermés).

Solution: a) Bien siir, on a (ANQ)” C (A~ NN) . Soit alors a € A~ N et soit
V un voisinage de a. Comme 2NV est encore un voisinage de a, et comme a est
adhérent & A, l'intersection AN(2NV) n’est pas vide. De A~ NN C (ANQ) ", on
déduit alors la these.

b) découle du fait que tout ouvert est voisinage de chacun de ses points et que
tout voisinage de = contient un ouvert auquel x appartient.

c) est direct vu les propriétés de l'intérieur et de ’adhérence d’une partie de X.

d) On a toujours A°UB° C (AUB)® et par conséquent aussi (AUB)® C
A® U B®. Supposons que A~ NB = ANB~ = ((x). Soit z € (AU B)°. Si z appar-
tient & A (resp. & B), on déduit de (x) que 'ensemble CB (resp. CA) est un voisinage
de z; par conséquent (AUB)NCB = ANCB (resp. (AUB)NCA = BNCA) est
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aussi un voisinage de xz. Des lors A (resp. B) est voisinage de xz et x € A°U B°.
Comme on a A~ C CB C CB° et B~ C CA C CA°, 'égalité

A*UB®* = (A"\A°)U(B~\B"°)
conduit a

A*UB® C (AUB)"\(4°UB°) = (AUB) \(AUB)°
= (AuB)*

e) Pour toutes parties A et B de X, on a ANB C A~ NB~; par conséquent
(ANB)” € A=NB~ donc (ANB)° C (A-NB7)° = A°NB°. Cela étant, sup-
posons par exemple que A soit ouvert et démontrons que l'ouvert A=°NB~° est
inclus dans (ANB)~. Comme A est ouvert, on a (ANB)” = (ANB~) . Soit
alors un élément x de A°~ N B°~ et un voisinage V' de z. L’ensemble A—N B~ NV
étant encore un voisinage de x, on en déduit que AN B~ NV n’est pas vide. D’ou
la conclusion.

f) L’adhérence A~ de A s’écrit encore

1
A= N U X:d < —}
meIN aEA{I < (Z,a) m}

Des lors, par définition de la fonction d(-, A), on a
A== N {reX dwa) <1
= men '’ -,

d’olt
A ={z e X :d(z,A) = 0}.
O

Exercice 1.4 Soient (X, d) un espace métrique, B un sous-espace de
(X,d) et A une partie de B. Alors

a) A78 = ATXNB; A°X = A2 N B°X; A*» C A*X N B;
b) si B est ouvert dans (X, d) alors A°X = A°B et A®5 = A*X N B; si

B est fermé alors A7 = A™X,

Solution: 1l suffit d’appliquer les définitions de ’adhérence, de l'intérieur et de la
frontiere d’un ensemble dans un espace métrique.
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Exemples :
(i) Dans X = IR : 'ensemble A =]0, 1] est fermé dans B =]0, +o00[, ouvert dans
B =] — 00, 1]; I'ensemble A = {0} coincide avec sa frontiere dans X = IR alors que

sa frontiere dans B = {0} U[1, 2] est 'ensemble vide ({0} est voisinage de lui-méme
dans cet espace).

(ii) Dans X = IR® : l'ensemble A = {(x,y,0) : 2% + y> < 1} est ouvert dans
B =1R? et son intérieur dans IR® est vide. O

Exercice 1.5 Soient 2 un ouvert non vide de IR" et f une fonction
définie sur € telle que lim, 4 424, f(2) = 0 pour tout zy € . Alors
I’ensemble des points d’annulation de f est partout dense dans §2.

Solution: Soit N l'ensemble {x € Q : f(x) = 0} et soit w un ouvert non vide de
Q. SiwNN =0 alors w = Upen{z € w: [f(z)] > L}. Comme w est un ouvert
non vide de IR", il n’est pas dénombrable; il s’ensuit qu’il existe M € IN tel que
I'ensemble {z € w : |f(z)| > 7;} ne soit pas dénombrable. Cela étant, soit K,
(m € IN) une suite croissante de compacts telle que w = Upen K. On obtient
donc un My € IN tel que I'ensemble {z € Ky, : |f(z)| > 4} soit non dénombrable;
soit ., (m € IN) une suite d’éléments distincts de cet ensemble. Comme Ky, est
compact, quitte a passer a une sous-suite, on peut supposer que la suite x,,, converge
vers © € Ky, et que x,,, # 2 pour tout m € IN. Des lors, vu ’hypothese sur f, on
a limy,— 4 oo f(#m) = 0, ce qui contredit | f(z,,)| > 77 pour tout m € IN. O

Exercice 1.6 Soit (X, dx) 'espace discret introduit au cours.
a) Pour tout espace métrique (Y, dy ), toute application
f:(X,dx)— (Y,dy)
est continue.

b) (X, dx) est complet.

)
¢) (X, dx) est compact si et seulement si X est fini.
d) (X, dx) est séparable si et seulement si X est dénombrable.
)

e) Les seules parties connexes non vides de (X, dx) sont les singletons.

Solution: 11 suffit de se rappeler que tous les sous-ensembles de X sont des ouverts
de (X, dx) O
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Exercice 1.7  Soit (X, d) un espace métrique et soit A une partie non
vide de X. Alors

a) A est borné si et seulement si A~ est borné;
b) si A est borné, alors diam A = diam A~;

c) si A est précompact, alors A est borné;
)

d) si (X, d) est complet, si A, (m € IN) est une suite décroissante de
parties bornées, fermées et non vides de (X, d) telle que

diam A,, — 0,

alors Nt A,, est un singleton.

Solution:

a) est immédiat car d'une part A C A~ et d’autre part les boules b(x,r) de
(X,d) sont fermées.

b) Comme A C A™, on a bien siir diam A < diam A~. Réciproquement, soient
x,y deux éléments de A~ et soit € > 0. Il existe a,b € A tels que d(x,a) < €/2 et
d(y,b) < e/2. Des lors on obtient d(z,y) < d(z,a) + d(a,b) + d(y,b) < e+ diam A.
Finalement, on a diam A~ < diam A.

¢) Comme A est précompact, il existe N € IN et a, € X (n < N) tels que

N
AcC Y b(an,1).
Soit « € X. Alors pour tout élément a de A, on a
d(z,a) < d(z,a,) + d(an,a) <sup(d(z,a;): 7 < N)+1

si n est choisi tel que d(a,a,) < 1. Il s’ensuit que A est inclus dans la boule de
centre x et de rayon égal a sup(d(z,a,) :n < N)+ 1.

d) Pour tout m € IN, choisissons un élément a,, de A4,,. Cela étant, comme la
suite diam A,, converge vers 0 et comme les A,, sont emboités en décroissant,la
suite a,, est de Cauchy. Des lors, comme 'espace (X, d) est complet, il existe a € X
tel que la suite a,, converge dans (X, d) vers a. Démontrons que l'intersection des
A,, coincide avec {a}.

De fait, en se rappelant que les A,, sont fermés et que ’on a a,, € Ax pour tout
N € IN et tout n > N, on obtient que la limite a de la suite a,,, appartient & chacun
des Ay (N € IN). De plus, si z et y sont deux éléments de Ny,en A, alors on a
d(z,y) < diam A,, pour tout m € IN, donc d(z,y) = 0 et finalement z = y. O
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Exercice 1.8 Soient (X,dx) et (Y, dy) deux espaces métriques.

a) Si f:(X,dx) — (Y,dy) est continu et si A est une partie relative-
ment compacte de X, alors f(A7) = (f(A))".

b) Si f,g : (X,dx) — (Y,dy) sont continus, alors l’ensemble
F:={xe X : f(x) =g(x)} est fermé.

c) Pour toute fonction continue f sur IR" X [a,b], la fonction
S(x) = sup,<,<p | f (7, )] est continue sur R"™.

Solution:

a) D'une part, comme f est continu, on a A~ C f~1(f(A4))” donc f(A7) C
(f(A))”. D’autre part, comme A~ est compact et comme f est continu, ’ensemble
f(A™) est compact, donc fermé. D’olt la conclusion car on a f(A4) C f(A7).

b) est direct en se rappelant qu'un ensemble est fermé si et seulement s’il contient
les limites de ses suites convergentes.

c) Montrons que S est continu en tout zp € IR™. Posons By = {& € R" :
|x—x0| < 1}. Comme la fonction f est continue sur IR" X [a, b], elle est uniformément
continue sur le compact By x [a,b] de R™!. Etant donné € > 0, il existe donc
0 <r <1 tel que

{ x’x/ € By, t,t/ S [CL, b] — |f(.7;‘,t) N f(.%‘/,t/)| <e. (1.1)

(@) = (2", )| <7
Des lors, pour tout z € R", |z — xo| <7, vu (1.1), on a
[f (@, )] < |f(2,t) = fwo, )| + | f(wo, )| <&+ S(xo) Vi€ [a,b]

donc
S(z) < e+ S(xzg)

et de méme

S(xg) < e+ S(x).
D’ou la conclusion. O
Exercice 1.9

a) Si A est une matrice réelle de dimension m x n, alors 'application
T :IR" — IR™ x — Az est linéaire et continue.
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b) Soit [a,b] un intervalle compact de IR et soit E l'espace normé
(Co([a,b]),sup,<,<p |-(x)]). Etablir que l'application S : E — E
f [Y f(x)dz est définie, linéaire et continue (I'image de la boule
unité de E est méme relativement compacte dans F).

Solution:

a) est immédiat.

b) Vu le théoreme de Lebesgue, S est bien défini. Il est alors immédiat de voir
que S est linéaire et continu. O

Exercice 1.10 Si deux fermés (resp. ouverts) de 'espace (X, d) ont
une réunion et une intersection connexes, alors ils sont connexes.

Solution: Soient F; et Fy deux fermés tels que Fy U Fy et Fy N F5 soient connexes.
Procédons par I’absurde et supposons par exemple que F; n’est pas connexe. Alors
il existe deux ouverts 2y et Qo de (X, d) tels que Q1 NFy et Qo N Fy forment une
partition de Fj. Considérons alors les ensembles

0 ﬁ(Fl ﬁFQ) et €y ﬂ(Fl ﬂFg).

Il s’agit d’ouverts de Fj N F5, dont l'intersection est vide et dont la réunion est
FiNFy. Comme FyNFy est connexe, I'un (au moins) d’entre eux est vide. Par
exemple Q1 N F; C C Fy; d’ou il vient

FiNFy C Q.
Considérons ensuite les ensembles
(Fl ﬂQz) U(FQ\Fl) et F1 ﬂQl.

11 s’agit d’ouverts de Fy UF, car ils s’écrivent (Fy U Fy)N(Q2UC Fy) d’une part
et (F1UFy)N(QUC Fy) d'autre part. De plus, Fy UFs est égal a leur réunion.
Comme F; UF, est connexe, 'un (au moins) de ces ensembles est vide. Comme
FinQy et F1NQy forment une partition de Fy, on doit avoir Fy\F; = () donc
F, C Fy. Mais ceci est absurde car par hypothese F; U F5 est connexe alors qu’on
vient de supposer F} non connexe.

On peut procéder de maniere analogue lorsqu’il s’agit d’ouverts.

Il faut cependant remarquer que ce résultat n’est plus valable lorsque les deux
ensembles ne sont pas simultanément ouverts ou fermés.

De fait, dans IR, les ensembles A; = [1,2]U[3,4] et Ay =]0,1[U]2, 3] sont de
réunion et d’intersection connexes (A; U Az =]0,4] et A; N Ay = () bien que ni A;
ni A, ne soit connexe. (W
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Exercice 1.11 Soit (X, dx) un espace métrique.

a) L’espace (X, dx) est connexe si et seulement si toute partie propre
et non vide de X a une frontiere non vide.

b) Si A et B sont deux parties connexes non vides de (X, dx) alors
AU B est connexe si et seulement si I’'un des ensembles AN B~ et
A~ N B est non vide.

Solution:

a) La condition est nécessaire. En effet, soit A une partie propre non vide de
X. Si A®* =0 alors A~ = A° = A, donc A est a la fois ouvert et fermé dans X, ce
qui est absurde.

La condition est suffisante. En effet, si 21,5 est une disconnexion de X, alors
Q1 est une partie propre et non vide de X qui est a la fois ouverte et fermée, donc
qui a une frontiere vide. D’oli une contradiction.

b) La condition est nécessaire. Supposons que AU B soit connexe et que
ANB~ ={. Sionaaussi A-NB =10, alors (CA")N(AUB) et (CB7)N(AUB)
forment un recouvrement disjoint ouvert de AU B. Comme AU B est connexe, I'un
au moins de ces ensembles est vide, par exemple C A~ N(AUB) = C A~ N B. Des
lors BC A~ donc ) = A~ N B = B. D’ol une contradiction.

La condition est suffisante. Supposons que A~ N B # (. S’il existe des ouverts
04,05 de (X, dx) tels que Q; N(AU B) et 22 N(AU B) forment une partition binaire
ouverte de AU B, alors (21 NA)U(Q1NB) # 0 donc @4y NA#DouQnNB # 0.
Raisonnons en supposant 21 NA # (. Comme A est connexe, on en déduit que
ANQy = 0 et par suite Qo N B # 0. Vu la connexité de B, on obtient BNQ; = (.
Par conséquent A~ NB C A~ NQs C (ANQ2)~ = 0; d’olt une contradiction. O

Exercice 1.12 Placons nous dans R*.

a) Le complémentaire de la boule unité B = {z € R? : |z| < 1} est
connexe par arcs.

b) L’espace &€ = {0} x [—1,1]) U{(x,sin1/z) : = €]0,1/7]} est con-
nexe mais n’est pas connexe par arcs.
Solution: a) Soient a et b deux points distincts de IR*\ B tels que |a| < |b].
(i) Si|a| =|b] = R et si arg(a) < arg(b) (par exemple), alors application

f' = [arg(a),arg(b)] — R*\B  t+— (Rcost, Rsint)
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(iii)

est continue (car les fonctions cos et sin sont continues sur IR) et telle que
f'(arg(a)) = a et f'(arg(b)) = b. Si l'on veut revenir & l'intervalle [0, 1], il
suffit de considérer la fonction continue

9:(0,1] — [arg(a),arg(b)] t+— arg(a) + t(arg(b) — arg(a))
et Papplication f’ o g: [0,1] — IR?\B.
Si |a| < |b] et arg(a) = arg(b), alors 'application
f:00,1] = R*\B t+a+t(b—a)
est continue et telle que f(0) =a et f(1) =b.
Si |a| < |b] et arg(a) < arg(b), alors d’une part
f1 : [arg(a), arg(b)] — R*\B t — (|a| cost, |a|sint)
est continu et tel que fi(arg(a)) = a, c:= fi(arg(b)). D’autre part,
f2:00,1] = R*\B t+sc+t(b—c)

est continu et tel que fo(0) = c et fo(1) = b. Il s’ensuit que f : [0,1] — R*\B
défini par f(t) = f1(g(2t)) sit € [0,1/2]; f(t) = fo(2t — 1) si t € [1/2,1] est
continu et tel que f(0) =a et f(1) =b.

Si |a| < |b] et arg(a) > arg(b), on procéde comme dans le cas précédent en
considérant par exemple d’abord

g1 : [arg(b), arg(a)] — IR*\B t + (|b| cos t,|b|sin t)

puis
g2:10,1] = R*\B t+ d+t(a—d)
(olt on pose d := (|b| cos arg(a), |b|sin arg(a)).

b) Posons S := {0} x[—1,1] et G = {(z,sin 1) :  €]0,1/x]}. Comme SNG~ # 0
(car la suite (1/km,0) (k € IN) appartient & G et converge dans IR? vers (0,0)) et
comme S et G sont des parties connexes de IR?, leur réunion £ est connexe.

Cela étant, démontrons par 'absurde que £ n’est pas connexe par arcs. De fait,
supposons qu’il existe une application continue « : [0,1] — & telle que v(0) = (0,0)
et v(1) = (1/m,0). Soit rg = sup{t € [0,1] : v(¢t) € S}. Comme (1) appartient
a G et comme 7 est continu, on obtient 0 < ry < 1; de plus, la continuité de ~
permet aussi de démontrer que (r¢) appartient & S. Supposons par exemple que
v(ro) € {0} x [0,1]. Il existe alors un voisinage V de 7(ry) dans IR? et par suite
e > 0 tels que ¥([ro,70 + €]) C V\(IR x [~1,—1]). On construit alors directement
une partition binaire ouverte Uy, Uy de ([ro, 7o + €]). D’ott une contradiction car
¥([ro, o + €]) est connexe.
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Exercice 1.13
a) Toute partie connexe de IR est connexe par arcs.
b) Tout ouvert connexe de IR™ est connexe par arcs.

c¢) Toute partie de @ (sous-espace de IR) contenant plus d’un point
n’est pas connexe.

Solution: a) et c) sont directs.
b) Si Q est vide, il est bien siir connexe par arcs. S’il ne 'est pas, pour tout
élément x de ) considérons ’ensemble

Q, = {y € Q: Fun chemin v : [0,1] — Q tel que v(0) = z et v(1) = y}.

La famille Q,, (x € Q) est une famille d’ouverts non vides de IR™ (pour prouver que
), est ouvert, on peut procéder comme suit : pour tout y € €, il existe r > 0 tel
que la boule b de centre y et de rayon r soit incluse dans I'ouvert 2. Pour conclure,
il suffit alors de noter que la boule b est en fait incluse dans §2,,) telle que pour tous
z, 7' €, on ait

Q. Ny = ® ou QN Qyr =y = Qi

Pour conclure, il suffit de prouver que tous les 2, coincident.
De fait, si ce n’est pas le cas, il existe des éléments x et z’ de Q tels que 2, # Q.
donc tels que Q, N, = (0. Les ensembles

Q, et U Q
* yEQ,Qy#Qy Y

forment par conséquent une partition binaire ouverte de €2, ce qui est contradictoire.
O
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Exercice 1.14

a) Soit (X,dx) un espace métrique (X # (). Une partie C' de X
est une composante connexe de (X, dx) si et seulement si ¢’est un
connexe maximal (c’est-a-dire un connexe tel que, si A est une
partie connexe de (X, dy) contenant C, alors A = C).

b) Toute composante connexe d'un ouvert de IR" est ouverte.

c¢) Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et soit f une
application continue de (X,dx) dans (Y,dy). Pour toute com-
posante connexe C' de (Y,dy), 'ensemble f~1(C) est réunion de
composantes connexes de (X, dy).

Solution: a) La condition est nécessaire. Par définition des composantes connexes,
C est la classe d’équivalence de 1'un de ses éléments; soit C = C.. Des lors pour
toute partie connexe A de (X,d) contenant C, A contient ¢, donc est inclus dans
C. De plus, C est connexe comme réunion de connexes d’intersection deux a deux
non vide.

La condition est suffisante. D’une part, si X n’est pas vide, il en est de méme
pour C'. Soit donc un élément ¢ de C. Démontrons que C est la réunion des connexes
de (X, d) contenant c. De fait, si B est connexe et contient ¢, 'ensemble BUC est
connexe et contient C; des lors B C BUC = C. Pour conclure, il suffit alors de
constater que C' est lui-méme un connexe contenant c.

b) Soit C' une composante connexe de € et soit x € C. 1l existe b(z,r) inclus
dans 2. Comme b(x,r) est connexe (car convexe) et d’intersection non vide avec
C, la boule b(x,r) est incluse dans C, d’ou la conclusion.

c¢) Pour toute composante connexe A de (X, dx) telle que AN f~1(C) # 0, on
a A C f7HC) (de fait : f(A) est connexe et f(A)NC # (; dés lors f(A)UC
est un connexe contenant C, donc égal & C'). Comme X est égal & la réunion de
ses composantes connexes, f~1(C) est I'union des traces (non vides) sur f~1(C)
des composantes connexes de (X, dy); par conséquent f~1(C) est I'union de ces
composantes connexes. O

Exercice 1.15 Soit (X, d) un espace métrique. Etablir quune partie
compacte K de (X, d) est connexe si et seulement si pour tous z,y € K
et tout € > 0, il existe un nombre fini d’éléments

Ty =T, T1,..., TN, TN11 ‘=Y

de K tels que d(xj,z;41) < € pour tout j € {0,..., N}
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Solution: La condition est nécessaire (on n’utilise pas I’hypothese de compacité de
K); il suffit de remarquer que, pour tout z € K et tout € > 0, 'ensemble

{yEK:onzx,xl,...,xN,xN+1 :yEKZd(xj,.%‘j+1) <€ VJZO,,N}

est une partie ouverte, fermée, non vide de K et par conséquent est égale au connexe
K.

La condition est suffisante. De fait, si le compact K n’est pas connexe, il existe
une partition fermée Fy, Fy de K. Comme F} et F5 sont compacts et d’intersection
vide, il existe f1 € Fy et fo € F; tels que € := d(Fy, F») = d(f1, f2) soit strictement
positif. Il existe ensuite des éléments xg := f1,21,...,2n,ZN+1 = fo de K tels
que d(xj,741) < § pour tout j = 0,...,N. Il s’ensuit qu'il existe j € {0,..., N}
tel que z; € Fy et x;41 € Fb, ce qui est absurde car d(Fi, Fy) = €. O

Exercice 1.16 Pour tout compact K de IR?, I'ensemble Pr(K) :=
{r € R: 3y € R (z,y) € K} est un compact de IR. Ce résultat
est-il encore valable si on remplace “compact” par “fermé” (resp. par
“ouvert”) ?

Solution: Pour démontrer que Pr(K) est compact, on peut soit démontrer qu’il est
extractable, soit démontrer que application Pr : R? — IR'(z,y) — z est continue.
Cas fermé non valable : le fermé F := {(z,y) € R* : xy = 1,2 > 0,y > 0} de
R? est tel que Pr(F) =]0, +-00[.
Cas ouvert valable : soit # un ouvert de IR? et soit x un élément de Pr(6). Il
existe y € IR tel que (z,y) € 6 et par suite r > 0 tel que b(z,7) x b(y,r) C 0. Des
lors b(x,r) C Pr(6). O

Exercice 1.17 Soit d une distance sur X. La loi 0 := d/(1 + d) est

alors une distance sur X telle que

a) l'application identité est continue de (X, d) dans (X, ¢) et de (X, 0)
dans (X,d) (on dit que les espaces (X,d) et (X,d) sont homéo-
morphes);

b) X est borné pour § (alors qu’il ne 'est pas nécessairement pour d
comme le montre 'exemple de X =R et d = |-|);

c¢) d et 0 définissent les mémes suites de Cauchy.

Solution: La loi ¢ est bien définie sur X x X et est & valeurs dans [0, +o00[. Bien
siir, on a aussi 6(x,y) = d(y,z) et é(x,y) = 0 si et seulement si d(x,y) = 0, donc



Espaces métriques et normés 13

si et seulement si x = y. Pour prouver que § est une distance, il reste donc a
prouver que cette application vérifie I'inégalité triangulaire. De fait, la fonction
f(z) :== x/(1 4+ ) est une fonction croissante sur | — 1,4o00[. Deés lors, pour tous
z,y,2 € X, on ad(x,y) <d(z,z)+d(z,y) donc aussi

o) = o) < o) + () € Py + et
= 3. + 00

a) D’une part, pour tous z,29 € X et tout 0 < € < 1, on a d(x,z9) < € <
d(z,x0) < €¢/(1 —¢€) donc id : (X,d) — (X,0) est continu. D’autre part, pour
tous x,x9 € X et tout € > 0, on a d(z,z9) < € & 0(z,29) < €¢/(1 + ¢€), donc
id: (X,0) — (X,d) est continu.

b) est évident car § est & valeurs dans [0, 1].

¢) se démontre comme a). O

Exercice 1.18 La loi d(z,y) = |arctan x — arctan y|

a) est une distance sur IR équivalente au module (c’est-a-dire que
'identité est continue de (IR, [-|) dans (IR,d) et de (IR,d) dans
R, [);

b) est telle que toute suite de Cauchy pour |-| est de Cauchy pour d
mais la réciproque n’est pas vraie;

c) est telle que (IR,d) n’est pas complet, mais il existe un espace
métrique complet F' tel que (IR, d) soit un sous-espace dense de F'.

Solution: a) Le fait que d soit une distance est évident (se rappeler que arctan est
T T

une bijection de IR dans | — 7, Z[). De plus, comme les fonctions tan et arctan sont
continues et inverses 'une de I’autre, on vérifie immédiatement que |-| et d sont des
distances équivalentes.

b) Comme D, arctan x < 1 pour tout z € IR, on a d(x,y) < |z — y| pour tous
z,y € IR; des lors, toute suite de Cauchy pour || est de Cauchy pour d. De plus, la
suite x,, :=m (m € IN) est de Cauchy pour d mais non pour |-|.

c¢) Comme x,, :=m (m € IN) ne converge pas dans IR, l'espace (IR, d) n’est pas
complet. L’espace F' obtenu en munissant IR U{—o00, 400} de la distance d* définie
par

d*(x,y) = d(z,y) siz,y € R
d*(—o0,y) = |(5/2) 4 arctany| siy € R
d*(z,400) |(m/2) —arctanz| siz € R
d*(—oo,+0) = 7
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est un espace métrique complet dont (IR, d) est un sous-espace dense. O

Exercice 1.19

a) Vérifier que les lois suivantes sont des normes sur les espaces
linéaires correspondants :

sup,ep ()] sur C°(K) (K compact de R"
121 ()|dz sur  C%a,b]) (a,b€Reta<b)
SUp,eq |(z)]  sur  CY(Q) (Q ouvert de IR")

SUP e |'m|  sur Iy et C°
S0 ol sur [

1/2
( ;,:0:01|'m’2)/ sur Iy

b) Soit M l'ensemble
{f € Co([0,1]) : f(0) =0, /(1) =1, sup |f(z)] <1}

0<z<1
muni de la distance d(f,g) := sup |f(z)— g(z)|. Vérifier que
0<z<L1
Vopérateur T : M — [0, 1] défini par

g [ 1R

est continu; en déduire que M n’est pas compact (mais il est borné
et fermé dans C([0, 1])).

Solution: a) est direct.
b) On vérifie directement que T est bien défini. De plus, il est continu car on a,
pour tous f,g € M :

1 1
TJ‘TQIU0 (1/17 = lgI*)de §2/O | [f1 =gl [dz <2d(f,g).

Considérons la suite fy,(z) = 2™ (m € IN) de M. Si M est compact, il existe f € M
et une sous-suite fin) de f tels que fr(,) — f dans M. Comme T' est continu, la
suite T f(m) = 1/(2k(m) + 1) converge vers T f. Des lors, T'f = fol \f|2 dr =0 et
par suite f = 0 sur [0,1]. D’ou une contradiction car f appartient & M. O
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Exercice 1.20 [Ensembles convexes et cones conormaux]|
Soit ¢ un convexe fermé de IR". On définit le conormal a c en x € ¢
comme ’ensemble des vecteurs £ € IR" tels que

yec= <y—$,§> SO;
on le note N(c) et on définit le fibré normal a ¢ en posant

N*(e) = Ufa} x Ni(e) C R" x R™.
On vérifie aisément que N*(¢) est fermé. On demande de montrer que
a) N’(c) est un cone convexe fermé.
b) Ni(c) ={0} & x € .

c¢) Pour tout x, la distance d(z, ¢) est réalisée en un et un seul point
p(z) de c.

d) On a 'égalité
p~H(@) =2+ Ny(c)

et en particulier, on a
z —p(x) € Ny (o).
e) L’application p est continue et p(x) € ¢® si x ¢ c.
f) On a I'égalité
c= N Ay {y—z8 <0}

g) La fonction
d*(z,c) : R" — R
est de classe C! et on a
grad,d*(z,c) = 2(z — p(x)).

h) Si® : U — V est une application C! d’un voisinage U de ¢ sur un
voisinage V' de ¥(c) et si 1(c) est convexe, alors

0
O (Ni(e) = Nie
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i) En déduire que pour tout € > 0
ce ={x:d(z,c) <€}
est une variété a bord de classe C! et que

Ni(c) C Ny ().

Solution:

a) C’est trivial. En effet, il est clair que N*(c) est fermé et que N} (c) est convexe
et conique.

b) Siz € Y, il existe une boule B centrée en x et incluse dans c ainsi N,,(c) = {0}.
Si z € ¢, il existe une suite z,, ¢ ¢ telle que =, — x. Deés lors,

Tm — p(xm)

gm - |xm _p(xm)‘

est une suite bornée et (z,,,&n) € N*(¢). On peut donc trouver une sous-suite
(m,&m) € N*(c) qui converge vers (z,€), || = 1. Il en résulte que & € N (c) et
que N3(c) # {0},

¢) Comme IR"™ est localement compact, la distance d(z, ¢) est réalisée en un point
y1 € c. Elle est réalisée en ys € ¢ et si yo # y1, il est clair que

d(z Y1 +y2) < d(z,y1) +d(z,y2)

T 5 =d(z,c)

et comme c est convexe, yl;m € c et on doit également avoir
_|_
d(a,c) < d(z, %),

d’ot1 une contradiction.
d) Soit h un vecteur tel que p(x) + h € c¢. Par convexité, p(x) + th € ¢ pour
t € [0,1]. Ainsi, on a successivement

p(x) + th — 2| > |p(z) — =
p(x) — x|* + 2t (p(x) — z,h) + £2 |h[* > |p(z) — 2
2 (p(x) —z,h) +t|h| >0

pour tout ¢t € [0,1]. En laissant ¢ tendre vers 0, on voit que
(z —p(x),h) <0.
De cette majoration, il résulte que

z = p(x) € Ny (©)-
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Comme x = (z — p(z)) + p(x), on a p~'(y) C y + Ny(c).
Soit maintenant un ¢ € Ny (c)\{0}. Par définition,

cC{z: (x—y,&) <0}

Il en résulte que d(y +&,¢) > d(y+&,y) > d(y+&,¢). Ainsid(z+&,¢) = d(y+&,y)
et p(y + &) =y d’ou l'on tire que

y+Ny(c) Cp~(y).
e) On a les majorations suivantes
2 2
lz—yl” = [z —p)+p(@)—ply) +ply) -yl

= |z —p(x) +ply) — yI> + [pz) — p(y)|
+2(z — p(z) + p(y) — y,p(z) — p(y))

2

> |p(@) —p)° = 2(z — p(x),p(y) — p(z))
—2(y —p(y),p(z) — p(v))
> |p(z) - ply)|”

d’ott la continuité de p. Si x € ¢, x — p(x) # 0 et N;(I)(c) # {0} d’on1 lon tire que
p(z) € c°.
f) 11 suffit de montrer que si y ¢ ¢, il existe (z,£) € N*(c) tel que (y — z,£) > 0.
Or le couple (p(y),y — p(y)) vérifie trivialement cette propriété.
g) On a successivement
dQ(ya C) - dQ(x7C) -2 <‘r —p(x),y - J">
>y —p)|* = o —p(y)* — 2(x — p(x),y — )
>y — 2 +2(y — 2,2 —py)) — 2 (x — p(x),y — )
> 2y —z,p(x) —p(y))
> 2|y — | p(z) — p(y)|

et
d*(y,c) — d*(z,c) = 2 (x — p(x),y — z)
<y —p@)f — |z —p(@)]* - 2(z — p(a),y — x)

<ly—af +2(y—z,2-p() -2 —p),y— )
<ly—z.

D’ou 'on tire que

2 _ 2 _ _ _
lim & (y,c) —d*(z,c) = 2(x — p(x),y — x)
y—o0 ly — z|

=0
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et la conclusion en résulte.
h) Soit € € N;(x)z/z(c). Par définition, il est clair que

¥(e) CHy : (y — ¥(x),§) < 0}

On en tire que

cCH{y: (Y(y) —¥(x),§) <0}

Comme c est convexe, siy € ¢, x + t(y —x) € ¢ pour t € [0,1]. On en tire que si

yeg
(CETER T I

t

pour tout ¢ €]0, 1].
Un passage a la limite pour ¢t — 0% montre que

<gﬁ(y—x),§> <0.

et 22 ¢ € NX(¢). La conclusion en découle aussitot.

Oz

i) C’est une conséquence directe de g) et h) et du théoréme du rang constant. O

Ainsi, pour tout y € ¢, on a
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Exercice 2.1 FEtudier la convergence ponctuelle et la convergence
uniforme sur IR des suites

f5 = (m)Xta/m.a/m)
2 = Xuyma/m)

fr(yf)) = MXQ/m,2/m]
= 4 ma?)™!

m

fr()f;’) = mzl‘X]O,l/m] + (2m — mQx)Xp/m,Q/m]
f,Sf’ = mz e‘m($_l/m)X[0,+oo[

Solution: Les suites fT(,{) (j = 1,2,3,5,6) convergent ponctuellement vers 0. La
o (4) . a1 (1) DTN
suite fn,’ converge ponctuellement vers xyoy. La suite fp,” converge aussi uni
formément vers 0 sur IR. O

Exercice 2.2

a) Etudier la convergence ponctuelle sur [0, 1], uniforme sur [0, 1],
uniforme sur un compact de |0, 1] des suites de fonctions f,, et g,
suivantes :

fm(@) =mz(l —z*)™
gm(T) = maXjo1/m + (m/(m — 1)1 = 2)X)1/m,1-

19
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b) Etudier la convergence ponctuelle et uniforme sur [0, +oo[ de la
suite de fonctions f,,(z) = ze™™* (m € IN).

c¢) Etudier la convergence ponctuelle et uniforme sur [0, +00], et sur
les compacts de |0, 4+o00[ de la suite de fonctions

m2x

TTmigs (MEN):

Solution:

a) La suite f,, converge ponctuellement vers 0 sur [0, 1] et uniformément vers 0
sur tout compact de |0, 1]; de plus on a supy«, <q | fm (%) = frm((2m-+1)"1/2) — 400
si m — +o0. -

La suite g,, converge ponctuellement sur [0, 1] et uniformément sur tout compact
de 0, 1] vers la fonction g(z) = (1—) xj0,15; de plus on a |gn (1/m?) — g(1/m?)| — 1
si m — +oo donc g, ne converge pas uniformément sur [0,1]. (On peut aussi
constater directement que la convergence n’est pas uniforme sur [0,1] car les g,
sont continus sur cet intervalle alors que g ne est pas.)

b) La suite f,, converge ponctuellement vers 0 sur [0, +oo[. Etudions sa conver-
gence uniforme. Comme f,, € C(IR) pour tout m, on a D, f,, = e”™*(1 — mz)
pour tout m € IN et tout z € IR. Il s’ensuit que supg<, |fm(2)| = fm(1/m) =

1 ! w = 0.
(1/m)e~! done que 7, 0Tl

¢) La suite f,,(z) = m?z/(1+m3z3) converge ponctuellement vers 0 sur [0, +00]
et uniformément vers 0 sur tout compact de |0, +-00[. De plus, on a supy<,, | fm(z)| =
fm(273m=1) — 400 si m — 4o00. O

Exercice 2.3 Etudier la convergence ponctuelle des suites f,, (m €
IN) suivantes. Sur quels sous-intervalles de I'ensemble de définition la
convergence est-elle uniforme?

a) fm(r) = x/m (z € R)

b) fm(x) =€ ™ (x € [0, +00]

¢) fm(z) =27 Y™ (z €0, +00])

D) Fnli) = (= 1 (& € [1, 00

e) fm(x) = T2 (z € [0, 400])
f) funl@) = 7755 (@ € [0, +o0])
g) fl2) = ——— (x € [0, +00)
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h) fi(x) =xze ™ (z € [0, +00])
1) fu(z) = mxe‘mx (x €10, +00[)
i) fm(z) = mPze™™ (x € [0, +o0f)

k) fm(z) = cosh (%) (x # +1)
1) fin(2) = cosh ( ) r £ +1/m)
m) foulr) = 3o
) fule) = 355
o) Fule) = 3 1
P) f(e) = 3o ™ (ol a1 0)
D fnle) =3 e (@ € 0+

Exercice 2.4 On considere la fonction

+oo
S:]0,7r[ =R z+— > 27 tan(z27™).

m=1

Calculer cette fonction (i.e. sommer la série). La convergence de la
série est-elle uniforme sur |0, 7[?

Solution: Pour tout z € ]0,7/2[, on a
tan(z) = cot(x) — 2 cot(2x).

Il s’ensuit que, pour tout M € IN et tout z € |0, 7|,

M M
Z 27 tan(x2™™) = Z 27 cot(x2™™) Z 27 cot(x27™ )
m=1

= 27 Mcot( 27 M) _ cot(x)
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_cos(z27 M) g2 M cot(x)
B x sin(ax2—M) v

dou

400 1
E 27 tan(x2™™) = — — cot(x).
x
m=1

De plus, la convergence de la série est uniforme sur |0, 7[. De fait, comme 27™x €
10, /4] pour tout = € |0, 7| et tout m € IN,m > 2, on a

q
27 tan(2” "x)

m=p

q
SZQ*mﬁOSip,q—wi—oo.

m=p

sup
z€]0,7[

Exercice 2.5

a) Soit la série S(z) := Y+ e7™* /(1 + m?). Démontrer que cette
série converge si x > 0, diverge si x < 0 et que S(x) est un élément
de Cy([0, 400]).

b) Développer la fonction f(z) = (14+x)~! en série de puissances de x
dans | — 1, 1[. Le développement est-il valable en d’autres points ?
Etudier la convergence uniforme de la série obtenue sur | — 1, 1] et
sur un compact de | —1,1[.

c) Etablir les égalités suivantes pour a > 0 et b >0 :

/O+°° /(L4 e Mdt = 3 (~1)™ /(a + mb)

m=0

(en particulier 1 = + 3 — 3+ +---=Mn2etl1—3+1---=7);

+00 too
|t e = 3 1/ (a+ mb)
0 m=0

+0o0

/Om Pt (14 et = 3 (~1)™/(a + mb)P.

m=0
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Solution: a) est direct en se rappelant qu’une limite uniforme de fonctions continues
est continue.

b) Pour tout x €] — 1,1[, on a f(x) = ;‘fo(—l)mxm (série géométrique). De
plus, si x ¢] — 1, 1], la série ne converge pas car son terme général ne tend pas vers
0. Cela étant, pour tout M € IN et tout = €] — 1,1, on a

“ M . ‘leﬂ
2= X (0" = oy
par conséquent, on obtient
wp |F@) = ST (C1yman| = (- L 1) (4 120
z€]-1,1] = - M+1 -

pour tout M € IN suffisamment grand. Des lors, la série ne converge pas uni-
formément sur | — 1,1[. Cependant, si K est un compact inclus dans | — 1, 1], il
existe € > 0 tel que K C [-1+¢,1 — ¢]. Il s’ensuit que

M
sup | /() = > (=)™ | = sup (la]*" /(14 2)) < €711 - MF!
rzeK m—0 rzeK
donc aussi que la série converge uniformément sur tout compact de | — 1, 1].

c) Ces égalités s'établissent en remarquant que, pour tous ¢,b > 0, on a
“+oo
—bt\—1 _ (=™ —mbt
(Ixe™) " = ZO{ 1 e
m=

et en passant a la limite sous le signe d’intégration. O

Exercice 2.6

a) Soit f,, (m € IN) une suite de fonctions intégrables sur l'intervalle
borné ]a, b[ de IR. Si la suite f,, converge uniformément vers f sur
Ja, b], alors f est intégrable sur |a, b] et la suite [° f,,(x)dz converge
vers [0 f(z)dx

b) En utilisant a) et la définition de la fonction exponentielle, établir
que

+o00 1
Z m- " :/ xz dzx.
m=1 0



24 Chapitre 2.

c¢) Soient f,, et g, (m € IN) deux suites de fonctions définies sur une
partie A de IR". Si la série 3% g,, converge uniformément sur A
et 'il existe C' > 0 tel que |fim41(z) — fin(z)| < Cgpn(x) pour tout
x € A et tout m € IN, alors f,, =

d) Soit f,, (m € IN) une suite de Cy(IR) telle que f,, = f. Pour tout

m € IN et tout x € R, posons ¢,,(x) = f(z + 1/m). Alors la
suite g,, converge ponctuellement vers f sur IR; si en outre les f,,
sont uniformément continus, alors g,, ﬁ f.

Solution: a) Comme a,b € R et comme les f,, sont intégrables, on déduit directe-
ment que f est intégrable sur ]a,b[. De plus, on a

<(b—a) sup |[fm(x) — f()].

a<z<b

b
[ o) = @)

D’ou la conclusion.
b) est alors direct.
c) et d) sont des exercices standards. O

Remarque: Dans le point (a) de l'exercice précédent, on ne peut remplacer la
convergence uniforme par la convergence ponctuellecomme le montre ’exemple de
la suite fp,(x) = m/(mx + 1) et de la fonction f(x) = 1/x sur lintervalle 0, 1].

Exercice 2.7

a) Une fonction uniformément continue f sur |0, 1] est bornée sur

10, 1].

b) Une fonction continue sur [0, +oo[ qui admet une limite finie en
+00 est uniformément continue sur [0, +o0[.

¢) Si f;, (m € IN) est une suite de fonctions uniformément continues
sur D C IR" qui converge uniformément sur D vers f, alors f est
uniformément continu sur D.

Solution: a) Comme f est uniformément continu sur 0, 1], il existe n €]0, 1] tel
que (z,y €]0,1], |z —y| <n) = |f(z) = f(y)| < L. I sensuit que supg,<; |f(2)] <
supy<,<1 [f (@) + 1+ 1f(n)].



Espaces CP 25

b) Soit € > 0. Comme il existe L € R tel que lim,_, o f(z) = L, il existe aussi
n > 0 tel que sup,>, |f(z) — L] < §. Cela étant, vu la continuité uniforme de f sur

[0, 7],

il existe r > 0 tel que

z,y € [0,7] } = |f(z) — f(y)] < ¢/3.

lv —yl <r

On vérifie alors directement que I'on a aussi

x,y € [0, +o0]
lz—y[ <7

} S (@) - ()] < e.

D’ou la conclusion.
c) est direct. O

Remarque: Le point (b) de I'exercice précédent n’admet pas de réciproque comme
le montre I'exemple d’une fonction périodique et continue sur [0, 4+o0].

Exercice 2.8 [A comparer avec le théoréme de Dini du cours|

a)

Soit f,, (m € IN) une suite de fonctions réelles et continues sur le
compact K de IR" et soit f une fonction définie sur K. Si f,,(x)
croit vers f(z) pour tout = € K, alors pour toute fonction continue
g sur K telle que g < f sur K, il existe M € IN tel que g < f,, sur
K pour tout m > M. Des lors, si f,, et g, (m € IN) sont deux
suites de fonctions réelles et continues sur K telles que pour tout
x € K les suites f,,(z) et g,(x) croissent strictement vers f(z),
alors il existe une suite strictement croissante k(m) (m € IN) de
naturels telle que fr,1) < gm@2) < fme) < Iy < ...sur K.

Soit [a,b] un intervalle compact de IR et soit f,, (m € IN) une
suite de fonctions réelles et croissantes définies sur [a,b]. S'il ex-
iste une fonction continue f sur [a,b] telle que la suite f,, con-
verge ponctuellement vers f sur K, alors la suite f,, converge
uniformément vers f sur K.

Solution: a) Pour tout m € IN, posons K,,, = {z € K : g(z) — f,n(x) > 0}. La suite
K, (m € IN) est alors une suite décroissante de compacts de IR". Si K, est non
vide pour tout m, il existe x appartenant & Ny e K. Dés lors, on a g(z) > fn(2)
pour tout m, donc g(x) > f(z), ce qui contredit I’hypothése. Par conséquent, il
existe M € IN tel que g < f,,, sur K pour tout m > M.
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Posons k(1) = 1. Comme f; < f sur K, vu a) appliqué a la suite g,,, il existe
k(2) > 1 tel que fi < gp(e) sur K. Comme gj(2) < f sur K, une application de a) &
la suite f,, fournit k(3) > k(2) tel que g2y < fr(s) sur K. On construit ainsi par
récurrence une suite k(m) (m € IN) satisfaisant a I’énoncé.

b) Etablissons d’abord que f est réel et croissant sur [a,b]. De fait, f est la
limite ponctuelle de fonctions réelles, donc est réel. De plus, si z et y sont deux
éléments de [a, b] tels que z < y, alors f,,(x) < f(y) pour tout m. Par passage &
la limite, on obtient f(z) < f(y). Cela étant, soit € > 0. D’une part, comme f est
continu sur le compact [a,b], f est uniformément continu sur [a,b]. D’ou il existe
n =n(e) > 0 tel que

(z,y € [a,0] et |z—y[<n)=|f(z) - f(y)] <

N

Soit alors un naturel J = J(¢) tel que (b —a) < n J. Pour tout j € {0,...,J),
posons z; = a + (j/J)(b — a). Il s’ensuite que pour tout j € {1,...,J}, on a
0 <xj —x;_1 <mn; des lors pour tout z € [z;_1,x;], on a

F@) = flajmn) = |f(@) = o) < 5 et flay) = f@) = |f(0) = )] <

D’autre part, comme f,,(z) — f(z) Vo € K et comme les z; (j € {0,...,J}) sont
en nombre fini, il existe M = M (e) € N tel que

|fm(z;) — f(z;)| < = pourtous j e {0,...,J} et m > M. (xx)

N N

Finalement, soient = € [a,b] et j € {1,...,J} tels que = € [z;_1,z;]. Pour tout
m > M, vu (%) et (%) et vu la croissance de la fonction f,, (pour tout m), on
obtient

fm(@) < f(2j) < faj) +€/2 < f(x) +e
et
fm(@) = fn(2j1) = f(2j1) —€/2> f(x) —€
donc |fim(x) — f(z)| < e. Par conséquent, on a
sup{|fm(2) — f(2)| : @ € [a,b]} < e

d’ou la conclusion. O

Remarque: Le résultat (b) de I'exercice précédent s’applique & la suite

1
= (L= —)X[o,1/ml + X(1/m[
et a la fonction f = x[,1] sur [a, b] = [0, 1] alors que dans ce cas le théoreme de Dini

ne s’applique pas.
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Exercice 2.9

a) Soient K un compact de IR", A une partie de IR™ et f une fonction
continue sur K x A. Alors 'ensemble {f(z,.) : = € K} est une
partie équicontinue de Cy(A).

b) Soient A C R" et F' C Cy(A). Etablir que F' est uniformément
équicontinu sur A si et seulement si, pour toutes suites f,, €
F, 2, ym € A (m € IN) telles que lim,, z,, — y,, = 0, on a
limy, (fn(2m) = fin(Ym)) = 0.

¢) Si f est une fonction uniformément continue sur IR", alors
{f(.+h):heR"}
est un ensemble uniformément équicontinu sur IR".

d) L’ensemble {z™ : m € IN} est-il uniformément équicontinu sur
0,1]7

Solution: a), b) et ¢) sont directs.

d) La suite f,(x) = 2™ (m € IN) converge ponctuellement vers 3 sur [0, 1].
Vu la discontinuité de x 3 sur [0,1] et vu le théoreme d’Arzela-Ascoli, I'ensemble
{z™ : m € IN} ne peut pas étre uniformément équicontinu sur [0, 1]. O

Exercice 2.10 Soient a,b € IR tels que a < b et soit une fonction
K € Cy([a,b] x [a,b]). Etablir que 'opérateur

T : Co([a, b)) — Col[a,b]) f /abf(:n)K(x,y)dx

est compact (I'espace Cy([a,b]) est muni de la topologie définie par la
norme [| - [|= sup,<, < |-()])-

Solution:  On vérifie directement que T est un opérateur bien défini et linéaire.
Cela étant, pour prouver que l'image par T de la boule unité b de Cy([a,b]) est
d’adhérence compacte dans Cy([a, b)), il suffit de prouver que Tb est précompact
dans Cy([a, b]) ou encore, vu le théoréme d’Arzela-Ascoli, que Tb est ponctuellement
borné et équicontinu sur [a,b]. Ceci résulte directement de la continuité uniforme
de K sur [a,b] X [a,]. O



28 Chapitre 2.

Exercice 2.11

a) Pour tout fermé F' de IR" (resp. tout ouvert 2 de IR") et tout
f € Co(F) (resp. f € Cy(Q)), il existe une suite P, (m € IN) de
polynomes telle que P, =~ f pour tout compact K de IR" inclus

dans F' (resp. dans Q).

b) La fonction caractéristique de 'ensemble {(x,y) : x > 0} est limite
ponctuelle d’une suite de polynomes P,

Solution: a) Soit K,, (m € IN) une suite fondamentale de compacts de F' (resp.
de Q). Pour tout m € IN, il existe une suite pi® (k € IN) de polynomes telle
que || ) _ lk,.< 1/k (k € IN). On vérifie alors directement que la suite
Q= P{™ convient.

b) Pour tout m € IN, posons KW = [-m, —1/m] x [-m, m], KP = [0, m] x
[-m,m| et K,, = KPYUKP. La fonction fm définie sur K, par fp(z,y) =
X @ est continue sur K,,; par conséquent, il existe un polynome P,, tel que
Hfm = Pullg, < 1/m. On vérifie alors directement que la suite P, (m € IN)

convient. O
Exercice 2.12

a) Etablir que la fonction f(x) := 3/ 1/(x + m)? appartient &
Cx(]0,4+00]) et que ses dérivées peuvent étre calculées terme a

terme.

b) Etablir que la fonction f(x) := 3 e™™* /(1 + m?) appartient &
Co([0, +00[) N Cx(]0, +00[) et que ses dérivées se calculent terme
a terme.

c¢) Etablir que la fonction f(z) := 3% (1 + 2?)™™ appartient & C;

(C{0}) et que sa dérivée se calculent terme a terme. En déduire
la valeur de S = Y12 m2—™.

d) Pour tout a € R,a # 0, et tout k € IN, posons C*¥ := a(a —
1)...(a—k+1)(k)™; posons aussi CY := 1. Etablir que, pour
tout z €] — 1,1], on a

(1+ )" ZCkk
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Solution: a), b), et ¢). Il suffit de démontrer que

(i) la série des dérivées p-iemes (avec p € INU{0} pour a) et b); p = 0,p = 1 pour
¢)) converge uniformément sur tout compact de ]0,+oo[ (pour a),b) et ¢)) et
de | — 00,0[ (pour ¢));

(i) la série S e=™* /(1 + m?) converge uniformément sur |0, +oo].

d) Voici un procédé permettant de résoudre d) : établir que la somme de la série

—+oo

Ifema—
(1 +x)e

k=0

appartient & C*(]—1, 1[), est dérivable terme & terme et que sa dérivée est nulle sur
]—1,1[; conclure par le théoréeme de 'ouvert connexe. a

Exercice 2.13 On sait que pour tout « € IR\ (INU {0}), on a

+oo
(I4+2)*= Y Ciz* 2ze]-1,1]

m=0

e ala—1).. (a—k+1)

k!

Etudier le convergence ponctuelle et uniforme de la série ;7> C*z*
en fonction des valeurs de a.

=1 CF=

Solution: Pour tout «, par le critere du quotient, on a

oG8z
lim ——_—— = |z|.
Des lors, la série est absolument convergente pour x € |—1,1[ et diverge si x ¢
[—1,1]. Etudions donc le cas |z| =1 en fonction des valeurs de a.
Pour tout k suffisamment grand, on a

|ICF| < |C*H| = a < —1.

Des lors, pour || =1 et v < —1, la série diverge car son terme général ne tend pas
vers 0 (on obtient 17 dans le critére du quotient).

Pour étudier le cas & > —1 (i.e. 1~ obtenu par le critére du quotient), appliquons
le second critere du quotient(*):
une série a termes strictement positifs Z;?:ol T
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converge si lim,, m (I:H - 1) >1
diverge si lim,, m (zfnﬁ — 1) <loul~

Dans notre cas, pour k& >>,

|Ck| k+1 k(a+1) .
(i =) =+ (o 1) = Sa mer

Des lors, dans le cas oo > —1, la série Zk 0 ’C’k| est convergente si et seulement si
a > 0.

Pour terminer cet exercice, il nous reste a voir si Z °0 CEaF (¥*) est convergente
pour a € |-1,0[, = = £1.

On a
a...(a—k+1)

! =
donc la série (**) diverge pour x = —1. Pour z = 1, il s’agit d’une série alternée.
Comme on est dans le cas a > —1, on sait déja que la suite |C¥| est décroissante.
De plus, elle converge vers 0 car on a

Co = D" |Cal

1 b j
k| H _
ar — U@
ﬁ](]+1+a)
o2 (et 1)
k k
1 1
el - j
J_ =
"1
> 1+(a—|—l)zf—>+oosik—>+oo.
— J
Jj=1

Ce qui précede concerne la convergence simple de la série

+oo
x) = Z CFak.
k=0

Etudions sa convergence uniforme sur les sous-intervalles de I'intervalle d’extrémités
—1et 1.

On sait déja que pour tout «, la série est uniformément (et méme normalement)
convergente sur [—r,r] (r € ]0,1[). Voyons si on peut améliorer la convergence en
fonction des valeurs de o.
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Cas o > 0. La serie S, converge uniformément (et méme normalement) sur
[~1,1] car la série 3,25 |Ck| converge.

Cas a €]-1 O[ La série S, ne converge pas normalement sur [r, 1] (r € [—1,1])
car la série Z |C’k| diverge. Cependant, par le critere d’Abel, elle converge uni-
formément sur [0 1]. De plus, elle ne converge pas uniformément sur les intervalles
du type |—1,—7] (r € ]0,1]) car chacune des sommes partielles est bornée sur ce
type d’intervalle alors que la limite (1 4+ 2)® ne est pas.

Cas a < —1. La série S, ne converge pas uniformément sur les intervalles du
type |—1,—r] (r € ]0,1[) car chacune des sommes partielles est bornée sur ce type
d’intervalle alors que la limite (1 4+ 2)® ne l’est pas. De plus, elle ne converge pas
non plus uniformément sur le intervalles du type [r, 1[ (r € ]0, 1[) car

= sup

(1+x)° ZC’k k s (1+x)~ ch k

(1+1) ch

k=0

sup
r<e<l

(fen. cont.!)

>R>0

P . M
pour une infinité de valeurs de M (comme la suite Y, _, C* ne converge pas, elle
ne converge pas vers 2%; d’ott un R > 0 comme ci-dessus).

(*) Le second critére du quotient permet parfois de conclure 1a ot le critére du
quotient ne donne rien : par exemple pour la série de terme général (am + b)~!
(a,b>0). O

Exercice 2.14 a) Développer les fonctions suivantes en série de puis-
sances de x:

f(z) =In(1+2) g(x) = arctan(x) h(z) = arcsin(z).
Etudier la convergence ponctuelle et uniforme des séries obtenues.

b) Sachant que

+oo

z B
= —z Vze @, |2| <2rm
e —1 —, m!

ou les B,, sont les nombres de Bernoulli, ¢’est-a-dire

m (jklin—k
By=1, B, =-Y —m—mk
: kz::l k41

m € IN,
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développer la fonction tan(x) en série de puissances de z.

c) Soit S(z) = 3+ 2™ et soit p € IN. Développer la fonction S? en
série de puissances de z.

Solution: a) Cas de In(1 + x).
La fonction In(1 4 x) appartient & Coo(]—1, +00[) et

+oo
D,In(1+z) = ! => (-)™ma™ Vrxel-1,1[.
m=0

1+z

Considérons alors la fonction

m

+o00
(71) m—+1
S(x) = T
n’LZ::O m+1

Cette fonction S est définie sur |—1,1[ et la suite

M (—1)m M
m+1 _1\ym,m
Dmg::omﬂx _mgo( D™z™ (M € IN)

converge uniformément sur tout compact de |—1,1[. Il s’ensuit que S € Cy(]—1,1])
et

M “+o0
T (_1)m m+1 _ m,_ . m __
DIS(:E)_%nDI;)me _,;)( 1)™z™ = D, In(1+2) Voel-1,1[.

Des lors il existe 7 € IR tel que
In(l+2z)=r+S() Voe]-1,1[.

Pour = 0, on obtient » = 0, d’out le développement de In(1 + z).

La série S(x) converge absolument en tout z € |—1,1], est semi-convergente
pour z = 1 (série alternée) et diverge sinon. De plus, la convergence est uniforme
sur tout intervalle du type [-1+4¢,1] (0 < e < 1) car [-1+¢,0] est un intervalle
compact de |—1,1] et

q
3 (D™ m
x
m+1
m=p
par la majoration des séries alternées. On en déduit notamment que S est continu
sur |—1, 1], donc que

1
<
p+1

sup
z€(0,1]

In(l1+z)=5(z) Vre]-1,1].
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Cependant, la convergence n’est pas uniforme sur |—1,—1+ ¢[ car chacune des
sommes partielles est une fonction bornée sur cet intervalle alors que In(1 + x) ne
I’est pas.

Bien sir, vu la question, il serait naturel de se demander ce que donne le
développement de Taylor en 0 de la fonction In(1 + x).

On ne peut pas obtenir facilement la convergence vers 0 du reste pour toutes les
valeurs de x € |—1, 1] (cela se passe de fagon directe seulement pour z € |—1/2,1]).
Cependant, la formule intégrale de Taylor permet, elle, de conclure tres facilement.
En effet, pour tout « € |—1, +o0[, on a

1 m—+1
In(l1+42x) = (=1 2™ + R(x, M)
m=1 m
ou
oa-nM
R(z, M) :xM“/ dt T(DM+1 In(1+.))(tz).
O .
Comme
M+1 (1- t)M M+1 _ M, M+1 (1- t)M
et comme
O0<l—t<l4tes Vte]0,1[, z> -1
on obtient o M
LML (1-1) M+
(1 +tx)M+1] = 1tz

Siz €]-1,1], on a dés lors

1
1
\R(z, M)| < |m|M+1/ dt —1 0 M oo
0 1+tx

Cas de arctan(z).
La fonction arctan(z) appartient & Cio (IR) et est telle que

+oo
1
D, arctan(z) = T2 = E (—1)™mz*™ Yz e]-1,1].
x
m=0

En procédant comme ci-dessus, on obtient

—+oo
—1)m™
arctan(z) = %aﬂm“ v €]-1,1[.

m=0
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La série > +% 2"3_1 2m+1 converge absolument pour z € ]—1,1[, est semi-
convergente pour x = %1 (série alternée) et diverge sinon. De plus, la convergence

est uniforme sur [—1,1] car (fonction impaire !)

Xq: (71)m 2m+1 Zq: m 1
sup T
2€[-1,1] | sy 2m+1 01] = 2p—|—1

par la majoration des séries alternées. La fonction Sy (z) = 32 H% %1’27’”1 est

donc continue sur [—1, 1] et vérifie
arctan(z) = S1(z) Vze [-1,1].
On peut utiliser ce qui précede pour obtenir des approximations de w. De fait

TYL

arctan(l) = — = Z o +
avec
Mo~ 1
Z:o 2m + 1 2M +3
On peut aussi remarquer que
arctan(%) + arctan(%) = %

donc

L=y 1 LY.t 1 1
Z 2m + 1 \22m+1 — 32m+1 || = 977 4 3 \ 92M+3  32M+3
=0

7r
4
ce qui est une meilleure approximation a ’ordre M

Cas de arcsin(z).
La fonction arcsin(z) appartient & Coo(J—1, 1[) N Co([—1, 1]) et vérifie

D, arcsin(z) = — gc2 Z cr 1/2x2 Ve e]-1,1]

avec
(1

Remarquons que ’'on a

SQm
C™ o= (-1)"—L—— avec Sy im —————— .
“ip = (D) 7 p——
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En procédant comme ci-dessus, on obtient

+oo Cm
. o —-1/2 2m-+1
arcsin(z) = E — = Vo e]-1,1].
= 2m+1

- cr
La série So(x) = 3%, st 2™ est absolument convergente pour z € |—1, 1]

et est semi-convergente pour = +1. La convergence est méme uniforme (et méme
normale) sur [—1,1] car

CT s

q
= Z 2m +1

m=p

sup Zq: OT71/2 g2mtl
z€[-1,1] 2m +1

m=p

avec

Cm
Y Ll IR
2m +1

car lim,,—, y oo Sy, = 1. On obtient donc finalement

arcsin(x) = Sa(z) Vo e [-1,1].

b) Pour x # k7 /2, on a

eiw _ efiz

tan(z) = —i————
e'wc _|_ e—’ZﬂC

‘62“3 + 1—-292
- e2ix +1
eZi;E + 1—-2

641'1 —1

21 44

e2iw 1 ehim _1°

= —i+2i

Des lors, pour z € |—7/2,7/2[, en prenant la partie réelle, on a

Bm m my  m,_ m—1
— (2m —4m™)ima™m )

“+oo
tan(z) = R(—i+
m=1

= B2m 2m 2m m, 2m—1

c) S est défini pour x € ]—-1,1[ et on a
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Il s’ensuit que

—+o0
SP(x)=(1+2)7=> Cla™ Vze]-1,1[.
m=0

d

Exercice 2.15 Considérons la fonction arg(z) définie dans I’ensemble
C\ (]—00,0] x {0}) et a valeurs dans |—m, 7[. Pour z € €\ (]—00,0] x
{0}), on pose alors

In(z) = In(|z|) + 1 arg(z).
Pour tout z € € tel que |z| < 1 ou z = € avec 0 € |0, 27|, on a aussi
(cf. fcts holomorphes)

+oo .m
In(l—2)=-— =
m=1 m

En déduire le développement des fonctions In(2sin(0/2)) et (w — 0)/2
en termes de sin(m#), cos(mf) (série trigonométrique de Fourier, voir
plus tard).

Solution: Pour tout 6 € |0, 27[, on a

1—¢% = 1—cos(f)—isin(f)
= 2sin?(0/2) — 2isin(0/2) cos(8/2)

= 2sin(0/2) (cos(” 5 9y _ isin(T o 9)) .

Comme (0 —7)/2 € |—n/2,7/2], on a

1’ =2sin(0/2)  arg(l— )= T
donc
ln(ZSing) = In(]1 —e”)) = RIn(1 — )
W;O = —arg(l—e") = —Tn(1 —€").
Il s’ensuit que . N
0 X emd X cos(mb
In(2sin ) = Ry — = 3 #

m=1 m=1
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et
T—0 i:'o sin(m@)
2 m
m=1
Remarque. La théorie des fonctions holomorphes donne le développement
too o
In(l—2)=-— — .
n(1-2) - (2.1
m=1

pour |z| < 1. Pour obtenir I’égalité en z = €, § € ]0, 27[, on peut procéder comme

suit. Pour tout r € [0,1], on a
1t m im0
; e
In(1 —re?) = —
m
m=1

Comme les fonctions arg et In(|.|) sont continues en 1 — € on a

lim In(1 — rei‘g) =In(1-— ew).

r—1-
s m _im6 . ,
De plus, la série S(r) = :f:ol —2— converge uniformément sur [0, 1] car pour

tout r € [0,1], on a
rP 1

= plsin(0/2)] = plsin(0/2)]

q )
,rmezmQ

m

m=p
vu la majoration d’Abel. 11 s’ensuit que la fonction S(r) est continue sur [0, 1]. D’olt
O

la conclusion.

a) Montrer que

- z cos(y) COS(:B Sln(y))
- { sin(z sin(y)) vo,y €R

Exercice 2.16

X 2™ [ cos(my)
2 m!{ sin(my)

m=0

et que, pour tous x,y € R, |z| < 1,

1 — zcos(y)
io o cos(my) 1 —2xcos(y) + 22
— sin(my) zsin(y)
1 — 2z cos(y) + x2

(—1/2)In(1 — 2z cos(y) + z7)

+o0 ™ [ cos(my) x sin
mzzl m { sin(my) arctan(l_xc(()ys)(y))
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b) Développer le noyau de Poisson

1—17r2

T 1-—2r cos(z) + 12

P.(x) (r,x) e |-1,1[x R

en série de puissances de r. Démontrer que pour tout £ € |0,
P, — 0O0sir—1".

le,2m—¢€]
Solution: — a) Premiére série. Comme |z™/(m!) cos(my)|, |«™/(m!)sin(my)| <

|z™]/(m!) pour tous x,y € IR, la convergence est assurée. Pour en calculer la
somme, on peut procéder comme suit : on a

too m +oo iy\m
§ :x eimy — (‘Te )

m! m!
m=0 m=0

iy I
= % — 7 cos(y) et sin(y) :

d’ou la conclusion en passant aux parties réelles et imaginaires.

Deuxiéme série. Comme le module du terme général est majoré par |z|™, la
convergence est assurée pour |z| < 1 et y € IR. Cela étant, on a

+o0o +oo
Z et = Z (zev)™
m=0 m=0

- 1

1 — e

1 — 2 cos(y) +isin(y)
1+ a2 — 2z cos(y)

d’ou la conclusion en passant aux parties réelles et imaginaires.

Troisieme série. Comme le module du terme général est majoré par |[z™|/m, la
convergence de la série est assurée pour |z| < 1 et y € IR. Cela étant, on a

to  m +oo iy\m
§ z eimy — § :(.136 y)

m m
m=1 m=1

—In(1 — ze™)

= —In|l—ze%| —iarg(l — ze).

Comme 1 — ze® = 1 — xcos(y) — izsin(y) et 1 — xcos(y) > 0, on a |1 — ze™| =

z sin(y)

_asin(y) ) .
T cos(y) ) D’ou la conclusion

(1+ 22 —2cos(y))'/? et arg(1 — z cos(y)) = arctan (

en passant aux parties réelles et imaginaires.
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b) On a 1 —2rcos(z) + 7% = |1 —re?|?> et 0 < 1 — rcos(x) = R(1 — rcos(x) +
isin(z)). Il s’ensuit que 1 — 27 cos(x) + 72 = |1 — re’®|? # 0 et

1—r2 ~ 2—2rcos(z) — 1 —r? + 2r cos(x)
1—2rcos(z)+r2 1 — 2rcos(z) + r2
2 — 2r cos(x)
1 — 2rcos(x) + 12

—1T

1—re
= —14+2R—
T |1 — rei®|?

1
= -1+ ZRI%.

J— rre’LCE

Comme

on en déduit que
“+o00

P.(r)=1+2 Z r"™ cos(max).

m=1

Démontrons a présent le résultat concernant la convergence uniforme. Pour tout
x € [g,2m — €], on a cos(x) < cos(g), donc

1 —2rcos(x) +7? > 1—2rcos(e) + 7% = (1 —7)? + 2r(1 — cos(g)) > 2r(1 — cos(e)).

Des lors, pour tout r € [1/2,1], on a

0< s Pl< T
wele,2m—e] 1 — cos(e)
D’ott la conclusion. O
Exercice 2.17 Soit
M .m
S(z) = Mlir—r&-loo mZ:1 m2

a) Ou la fonction S est-elle définie, continue, dérivable?
b) Etablir qu’il existe a € IR tel que

S(x)+S(1—z)=a—In(zx) In(1—2) Vze]0,1].
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c¢) Etablir que

et que
2 = 1
a— (In2) mz::l T
Solution: a) Les critéres du quotient et de Riemann nous apprennent que la série est
absolument convergente pour z € [—1, 1] et diverge sinon. De plus, comme le module
du terme général est majoré par m~2, la convergence est uniforme sur [—1,1]. La
fonction S est donc continue sur [—1, 1]. Enfin, comme la suite Zf\:{:l ™ /m est
absolument convergente sur tout intervalle compact de |—1, 1], on en déduit que la
fonction S appartient a Cy(]—1, 1[).
b) Les fonctions S(z), S(1 — z), In(z), In(1 — z) appartiennent a C1(]0, 1[) et
S(z) et S(1 — x) sont dérivables terme & terme. Deés lors, pour tout « € ]0,1[, on a
successivement

t© m—1

DS = Y °

m=1 m
“+oo _
(17!]5)"7'1
D,S1—-z) = -y
S(1—x) mZ::l -
DuS(@)+ DaS(1—2) = ——ln(l —a)+ —— In(x)
x x x €T - xn X 1_{£Hl’

= —D,(In(1—=z)In(zx)).
Il existe donc un nombre réel a tel que
Sx)+S1—z)=a—-In(l —z)ln(z) Vze]o,1]. (2.2)

¢) Les fonctions S(z) et S(1 — ) sont continues sur [0, 1] et on a

lim In(z)In(l —z) = lim xln(x)M =0.

z—0+ 0+ x
Par passage a la limite dans (2.2), on obtient
o0 1

S(l):ZW:a'

m=1
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Enfin, en évaluant (2.2) en z = 1/2, on obtient

1. &= 1

5) = > —om = a—1n%(2).

m=1

25(

Exercice 2.18 Soit P un polynome de degré M € IN. Calculer
+o0
S(z) =Y P(m)z™
m=1

pour tous les x possibles.

Solution: On a P(m) # 0 VYm >>,

lim

m— 00

’P(m—i—l)

P(m) ‘:1

et limy, 100 P(m) = co. La série converge donc pour x € |—1,1[ et diverge sinon.
Soit

P($)=a0+a1x+...+aMxM, ap # 0.

Montrons qu’il existe des coefficients by, ..., bas tels que

Plz)=bo+bi(z+1)+...4by(z+1)...(x+ M) VzelR.

De fait, s’il existe de tels b;, on a

P(-1) = bg
P(=2) = by—b
P(—M) = combinaison linéaire de bg,...,by—1
P(0) = combinaison linéaire de by, ...,bns
ce qui les détermine univoquement. De plus, si on considere les by, ..., bys détermi-

nés par ce systeme d’équations, on a 1’égalité
Px)=bo+bi(z+1)+...4by(z+1)...(x+ M) pourx=0,—-1,...,—M,

ce qui est une égalité entre deux polynomes de degré M en M + 1 valeurs. On
obtient donc que cette égalité est vraie pour tout € IR (et méme z € ).
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Cela étant, sommons la série. Pour tout j =1,..., M et tout € |—1,1[, on a
+o00 ) +00 ,
Y (m+1)...(m+jaz™ = DYy amt
m=0 m=0
xd 2 —141
- DI —_piz T
t 1—=z T l-u
o 1
— _D] Di
(z_ )it
1

(la dérivation sous le signe somme étant justiﬁée par le fait que la série des dérivées
terme & terme converge absolument pour tout € |—1, 1], donc uniformément sur
tout compact de |—1,1[). Deés lors, pour tout x € |—1, 1], on obtient

+o0 M 1
m o _ NI

E P(m)x E b; D, 1

m=0 7=0

Exercice 2.19 Montrer que, pour tout z € €, on a
z m
B S (1+2)".
m

m=0 m m—-+00

Solution: Pour tout z € € et tout m € IN on a

Z\™ i 2k
14+ — = k=
<+m) Zcmm’“
k=0
Uy 1 k—1
S PR I PR i)
k! m m
k=0
Pour tout m € IN posons
1 sio<k<1
ug(m) = (1—%)...(1—%) si2<k<m
0 si k> m.
Pour tout m € IN on a alors
+oo L

PRV z
(1 + %) = gﬁuk(m) = ,; yuk(m)
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Pour conclure, il reste a prouver que

lim wup(m)=1 VkeINU{0}
m——+oo
et que 'on peut permuter les limites.

De fait, pour tout k > 2 et pour m > k, ux(m) est le produit de k — 1 facteurs
qui sont tous inférieurs a 1 et qui tendent tous vers 1 si m — —+oo. La premiere
chose est donc prouvée.

De plus, la suite

Mk
z
Fur() =0 Su() (M e )
k=0
converge uniformément sur IN car on a

|2"] |2*] R
Sup ——Uug (m) S —— = terme general d’une série Convergente.
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Chapitre 3

Intégrales particulieres

Exercice 3.1 Calculer les intégrales suivantes

a) /O+Oo e\—/a; dy (a > 0) b) O+Oo Vye “dy (a > 0)

(Suggestion: a) Effectuer le changement de variables 2 = /3 et appliquer Poisson.
b) Effectuer le méme changement de variables puis intégrer par partie en remar-

2 . .
a¥” puis conclure par Poisson. )

quant que Dye_ay2 = —2aye~

Exercice 3.2 Calculer les limites suivantes pour p € INg

1yt/m In(m!
2) lim T b) tim 2 )
m—-+o00 m m—+oo M
1 12
c) lim (ml)mmm) d) lim (m)
m—-too m—+oc (m — p)!(m + p)!

m|p| 1/m
o \ G+ )

(Suggestion: Posons S,, = (n!)/(e”"n"v/2mwn) pour n > 0. La formule de Stirling
montre que la suite S,, converge vers 1. Pour obtenir les limites demandées, tout

45
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revient a transformer les factorielles qui y interviennent grace a la formule n! =
Sne~™n™/27mn et calculer la nouvelle limite par les méthodes usuelles.
a) Il est clair que
m! 1/m
i—l——f::S%me_%2wnnlmm
m

1/m 1/m

Or nous savons que a — 1sia>0,quem — 1 et que x},{m —1siz, — 1.
1l en résulte que la limite cherchée est égale a 1/e.

b) En utilisant les propriétés du logarithme, on voit que

In(m! Hi/m
In(m!) In(m) = ln(%
m m
Tenant compte de a), on en déduit que la limite proposée est égale a In(1/e) = —1.
¢) On dispose de la formule
1
(M)7Be = SO Rl g (27rm) TG

T -1 1
= Sr n(m) o Ta(m) 6(27&') TmIn(m) e Zm
De cette derniere relation, on déduit aisément que la limite cherchée est égale a e.
Variante. En posant
(m! )1 /m

m

am =

on a

m

mA 1/In(m)
(m|)1/(mln(m) _ ((m')l/ ) ml/ln(?n)

In(am) In(m)

= e n(m) en(m)

In(am)

= eelm —esim— 40

car lim,, a,, = e~ vu a).

d) Si p € INg, on a les formules

m!mP 1
m+p! — (A+1). (1+2)
gﬁz; - u_%y”u_gib

Ce qui montre aussitot que la limite cherchée vaut 1.
e) On dispose de la formule

( m/!p! )l/m_( mlmP )1/m( 'm_P)l/m
(m +p)! “\(m+p) P
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Tenant compte de la formule utilisée en d) et de ce que mt/m

limite cherchée vaut 1. )

— 1 on voit que la

Exercice 3.3 Exprimer I'(2/6) et I'(5/6) en fonction de I'(1/6).

Solution: D’une part la formule d’Euler donne

() -G e -

D’autre part, par la formule de Legendre :

(e - =)

La formule d’Euler donne encore
2 4 2
'f=)T({=)=—.
OHOR

T (2) — \/21/3(x/3)1/20(1/6).

Il s’ensuit que

Exercice 3.4 Etablir que pour tout m >0, n > —1,a >0, on a

oo m 1 1. =
/ e aldr = —F(n i )a_#
0 m

m

(Suggestion: Effectuer le changement de variables y = axz™ et utiliser la définition
deT.)

Exercice 3.5 Posons

(=3 o el ol =3 O el

Alors
a) o(r) = (2% - 1) C(x)l Vo €1, +o0]
b) ((z)T(z) = [;F*dt L= Vr €]1,+o0|.

et—1
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Solution: Par le critere de Riemann, ¢ (donc ¢) existe pour x > 1; par le critere
des séries alternées, ¢ est aussi défini (semi-convergence) pour x € 10, 1].
a) Pour tout > 1, on a

400 m

o) = Y CY
+oo +o0o

(_1)2m (_1)2m+1

(2m)* mZ:() (2m + 1)*

+o0 1 oo 1 = 1
((x) = (Z (2m+ 1) +mz 2m)* 2 (Qm)z>

m=0 =1

1
= 5 0(@) — @) + (@)

= (2" -1)((a).

b) Considérons la fonction f,(t) = t*~1/(e! — 1) t € ]0,+00[. Pour z > 1, et
pour § € ]l,z[,ona2—0<1et

t2—9tz—1 t
lim ————— = lim * —— =0.
t—o+ et —1 t—0+ el —1
Comme on a aussi N R
et e et
S Ze—ttf-‘rl

el—1 l1—et
si t >>, et comme f,(t) € C(]0,+o0[) pour tout z € R, on conclut finalement &
lintégrabilité de f,(t) sur ]0, +oo[ pour tout z > 1.
Cela étant, on a

+o0 +oo . L 1
dt f.(t) = dt e "t ———
/0 fa(t) /0 € 1_ et
+o0 too
— dt efttzfl efmt
/ >
+o0o 400
= Y / dt e~ (Fmbe=1 (4 = (m + 1)t)
m=0"0
+oo 1 +o0
= Z 71/ du e %u*~1
= (m+1)7 o

= T(z)¢(x).

(La permutation des signes somme et d’intégration est justifiée par exemple par le
théoréme de Lebesgue : pour tout z > 0, les fonctions fys(t) = e~ t*~! Z%:o e~ mt
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sont continues sur |0, +ool, positives, majorées par la fonction t*~1/(e! — 1), inté-
grable sur ]0, +00[.) O

Exercice 3.6 [Définition de Gauss de I'(z)] Démontrer que pour tout
x>0,on a

, mm/!

lim
m—+oo z:(x +1)...(z 4+ m)

[(z) =

Solution: Pour tout z > 0 et tout m € IN, on a
Fe+m+)=(@+m)x+m—1)...2T(z)

Il en résulte que

m®m)! m*T'(m+ 1)
=) =——=
zx+1)...(x+m) Pz+m+1)
et la formule de Stirling permet de conclure. O

Exercice 3.7 Démontrer que pour tout x >0, a >0 on a

T@)T(a+1) & (-1mcm
D(z+a+1) 2

=0 T +m

ol on a posé

ala—1)...(a—m+1)
m!

cn = sim>0et C)=1

Remarquer également que ce développement est fini si a est entier et
qu’il coincide dans ce cas avec la décomposition de

1
z(z+1)...(x+a)

en fractions simples.
Solution: La théorie des fonctions Béta nous dit que

I'(z)T(a + 1)

1
— _ x—1 o a
I1(913_’_(1_~_1)B(:v,aJrl)/Ou (1 —w)du
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Or on dispose du développement de Taylor
+o00

1—u)*=>" (-n"Ccrum

m=0

et ce développement est uniformément et absolument convergent dans tout compact

de ] — 1, 1[ comme on s’en assure aisément (cf. Ex. 2.12). La série
+oo
> (e
m=0

converge donc partout sur ]0, 1] vers u*~1(1 — u)®. Remarquons & présent que pour
tout M € IN, on a

M 1 M 1
—)"Omyr ™| dy = cr
DO A e S e

m=0

Le critere de Riemann combiné au fait que la suite mC]" est bornée montre alors

que la série
+oo 1
> [Inrere
m=0

est convergente. Cela nous permet d’utiliser le critére d’intégrabilité des séries pour
affirmer que

+o0o 1 1
Z / (=) Cmut "y = / w1 — u)du
m=0"0 0

De cette relation, on tire de suite que

“+oo
1
B 1) = -nHmem
(@at1)= 3 (0"
ce qui permet de conclure. O

Exercice 3.8 Etudier la convergence des séries suivantes:

= (m!)? m = 2m)t

2) mz::l (Z(m)?m(z -b b) mz::l 22m((m!))2 m-

c) > (/DE cos®™ (z) dx)z™ d) > (/0+oo(1 + %) " dw) 2™
+§.} . m=1
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Solution: a) La formule de Stirling montre que

(m!)? e 2" m2m2rm T

™ 2m)m e=2m(2m)2m/212mm TN

On en déduit que ayy41/am — 1/4. Ainsi, le critére du quotient permet d’affirmer
que la série étudiée est absolument convergente si |z—1| < 4 et divergente si |z—1| >
4. Pour |z — 1| =4, le terme général de la série des modules est 4™a,, ~ \/7/m et
le critere de Riemann montre que cette série diverge. Quant a la série elle méme,

elle a pour terme général 4™ a,,e"™? o1 § est Pargument de z — 1. Il est clair que
4mH gy 4(m +1)%m _ 2m 1
4ma,,  2m+1)2m+2)(m+1) 2m+1

Ainsi, 4™a,, | 0 et le critere de convergence des séries trigonométriques montre
que la série est semi-convergente si 6 €]0,27[. La série de départ est donc semi-
convergente pour |z — 1| =4, z — 1 # 4 et divergente pour z — 1 = 4.
b) Une application de la formule de Stirling conduit &
e~ 2m(2m)?™\/212m 1

~ m
22me=2mm2m2rmm /7w

|
wleo

m

d’ot1 il découle par les criteres du quotient et de Riemann que la série proposée est
absolument convergente pour |z| < 1 et divergente pour |z| > 1.
c¢) Posons

z
Ay = / cos®™ x dx
0
et effectuons le changement de variables y = cos? z. 1l vient,

1/t 1y_ 1_
4y = 5/ y T (1 —y)2 dy
0
1 11
= —B —_. =
pBm+3.3)
Tenant compte de la formule de Stirling, on voit que

e L) 1 [T

m
mI'(m) 2V m

Dot il découle que la série est absolument convergente si |z] < 1 et divergente si
|z| > 1. Pour |z| = 1, le critére de Riemann montre que la série des modules diverge.
Comme,

Q41 o m+ %

<1

Am m—+1
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il est clair que a,, | 0 et le critere de convergence des séries trigonométriques
montre que la série étudiée est semi-convergente pour |z| = 1, z # 1 et divergente
pour z = 1.

d) Posons

+oo
QA = / (1+2%) " dx
0

et effectuons le changement de variables y = (1 + 22)~1. II vient

1
m f/ ymTHTH1 — )iy
2 Jo

et la formule de Stirling montre que

1 /7

Ay ~ =4 —

™2V m
On conclut alors comme en ¢) que la série proposée est absolument convergente pour
|z| < 1, divergente pour |z| > 1 et pour z = 1 et semi-convergente pour |z| = 1,

z # 1.

e) Posons
1
Q= / (1—2*)™dx
0

et effectuons le changement de variables y = x2. 1l vient

1
1
am = [ A=y ay
/O< "5

La formule de Stirling donne alors

et on conclut comme en d). O
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Exercice 3.9 Etablir les relations suivantes

a) /()llnf(x)dx:ln\/%
b)/IRde:W<pe]—1,1[)

Solution: a) La fonction InT'(z) est continue sur ]0, 1] et pour > 0, on a
InT(z+1)=Ilnz+1InT(z)

d’oli 'on déduit que InT'(z) est intégrable en 0 puisqu’il en est ainsi de In z. Posons

1
I:/ InT(z)dx
0

et effectuons dans cette intégrale le changement de variables y =1 — z. 1l vient

1
I:/ InT(1 —y)dy

0
Ainsi L
21 :/ (In7 — In(sin(rz))) dz
0
Posons

J= /O ' n(sin(ma)) de

Il est clair que

1/2 1
J = -/0 In(sin(rz)) dz + /1/2 In(sin(7x)) dzx

et le changement de variables z =y + % dans le second terme conduit &

1/2 1/2
J /0 In(sin(7x)) dx + /0 In(cos(mz)) dx

1/2 -
_ / ln(sm(27rx) )z
O 2

Si dans cette derniere intégrale, on effectue le changement de variables y = 2z, on
voit que

1 1
=—-J—=-In2
J 2J 211
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On en tire que J = —1In2 et enfin que I = (In7 +1n2)/2 = In(v/27).
b) La fonction e P*/chx est clairement intégrable sur IR puisque p €] — 1,1].
Effectuons le changement de variables y = €%, il vient

+oo —px +o0 —p
1= / ¢ dx = 2/ A dy
oo Chx o 1+9y?

Si nous effectuons & présent le changement de variables ¢ = 1/(1+%?), nous obtenons

1
I = /(1—75)—”2 t= 1t
0
p+1 p+1
-2
B 7r
~ cos(ZR)
Ce qui permet de conclure. O

Exercice 3.10 Démontrer que

2% dx 7
2) \/1—IL‘4/ \/1—x4:Z

+oo —x" n—2 —ac m
= (n>1
b) /0 e dx/o x dx = R sin(E) (n>1)

(o > 2)

) eos(}) [ \/1% -/ %

4 </0+OO - dz) 8\/>/ Vsinx

(Suggestion:

a) Effectuer le changement de variables y = z# et les propriétés de la fonction
Beta.

b) Effectuer le changement de variables y = z™ et se ramener & la définition de
la fonction Gamma. Conclure par la formule d’Euler.

c¢) Dans la premiere intégrale, effectuer le changement de variables y = 1/(14z%)
et dans la seconde poser z = y'/®. Conclure grace & la formule d’Euler.

d) Dans le premier membre, poser 2 = y'/* et dans le second effectuer le change-
ment de variables ¢ = sin(z) aprés avoir réduit l'intégration & Iintervalle ]O, 5 [
Conclure grace a la formule d’Euler. )
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Exercice 3.11 Montrer que la mesure d’une boule de IR" est donnée
par la formule

n/2,.n

™ r

n(r) =mes({x : |z| <r}) = =
u(r) = mes({e <ol < 1) = 5
En déduire que w,(r) — 0 si n — +o0.

Solution: 1l est clair que le changement de variables = ry donne

wp(r) = / dx = 7’"/ dy
|z <r lyl<1

Tout revient donc & déterminer w,, = w,(1). Par le théoréme de Fubini, on obtient
pour n > 1

1
“n / dl’n / diL'l I dl’nq
-1 (21, sn—1)|<y/1=22
1
[ TR e,
-1

1
an_l/ (1 —xi)(n_l)ﬂ dx,,
0

Le changement de variables ¢t = 22 donne alors

1
wp = wn_l/ (1 —t)(n=D/24=1/2 gy
0

n+1 1
= w1B( s
wn1B(5=03)
Ainsi,
-1
an/2wnr(g +1) = 71-*(n71)/2wn_1r(n ; 1)
d’ou la conclusion puisque w; = 2. O

Exercice 3.12 Montrer que pour tout a > 0, on a

too | — 0w’
/ — dr = v/am
0

X
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Solution: Une intégration par parties conduit a

+oo —ax?
1-— -1
[T e 2
0 T T

Foo +oo > 1
—|—/ e " 2ax— dx
0 $

0

d’ou la conclusion par Poisson. O

Exercice 3.13 Etablir que pour a > 0, on a

+oo  Inzx Ina
/ AT =2
o (r+a)? a

Solution: Posons

“+o0 o
I(a) = /o GraZ dx

pour tout « €] — 1,1[. On vérifie aisément que cette intégrale & un sens. De plus,
st € [m, M| C]—1,1],

Dp x® _ (Inaz)Pa”
‘Lz +a) (z 4 a)?
(Inx)Pz™ (In )Pz
< T2 Xt @ta? X[1,4o00]

et comme la fonction majorante est clairement intégrable sur [0, +oo, le théoréeme
de dérivation des intégrales paramétriques permet de montrer que

» [T (Inaz)Pae
DPI(a) = /0 @rar dx

pour « €] — 1,1[. Ainsi, U'intégrale proposée vaut Dol |q—o-
Effectuons dans I(«) le changement de variables y = a/(x + a), il vient

1
I(a) = a"“’l/o (L—y)*y *dy

= a“ 'Bla+1,1-a)
_ -1

sin(ra)

Ainsi,
DI =Inaa®t—"% 1ot 7sin(ra) — wamw cos(ma)
« Sil’l(ﬂ'oz) Sin2 (7TOé)




Intégrales particuliéres 57

et une application directe du théoreme de 'Hospital montre que

ce qui donne le résultat cherché. O

Exercice 3.14 Montrer que si a > 0, on a

/+°° (—1/2p—alt+tY) gy \/76—%
0 a

+oo .
J(a) = / t=2emaltHt0) gt
0

Solution: Posons

Il est clair que
1 “+o00
J(a) = / w1 2emalutu™) gy —|—/ t1/2=alt+t7h) gy

0 1

Dans le premier terme, effectuons le changement de variables ¢t = 1/u, il vient
+oo
J(a) = / (32 + t_l/Q)e_a(t’Lfl) dt
1
Posons & présent, v = /a(t'/2 —t~1/2). On a bien siir,
1
Dw = 5\/&(t—1/2 +173/2)

v? = a(t+t—2)

Donc, par substitution, il vient

+oo 2
J(a) = 7671}272(1 dv = \/Fe%
0 a a

la derniere égalité provenant de l'intégrale de Poisson. O

Exercice 3.15 Démontrer que I" est la seule fonction I'y sur |0, +o00
telle que

a) InT'; est convexe

b) I'i(z+1) = a2l (x)
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¢) (1) =1

Solution: 1l est clair que T" vérifie les conditions (b) et (c) et on obtient aisément
(a) en utilisant la définition de Gauss de I". Supposons donc que T'; vérifie les
conditions (a), (b), (c) et montrons que I'y =TI". Comme InT"; est convexe, on a

Dy ((1 — t)a + tb)
In Ty ((1 — t)a + tb)

(1—t)InTy(a) +tInTy(b) t € [0,1]

<
> (1—-t)InTy(a) +tInT(b) t € [1,4o00]

Soit = €]0,1]. Prenons a = m,b = m + 1 et t = z dans la premiére majoration.
Cela donne
InTi(z4+m) <(1—2)InTy(m)+zlnli(m+1)

donc
InTy(z+m)—InTy(m) —zln m <0.

Prenons maintenant a = m — 1, b = m et t = x 4+ 1 dans la seconde majoration, il
vient

InTi(z4+m) > (—z)InTi(m—1)+ (z+ 1) InT1(m)

InTi(xz+m)—InTi(m) >z In(m —1)

InTy(z+m)—InTy(m) —z lnm > =z In

On en déduit que

r'y(m) m®

m—lg-loo Ii(x +m) =1
or
Fi(z+m)=(x+m—-1)...2.T(z).
Donc .
lim Ly (m) m*
m—+oo (x+m—1)...x

Et la conclusion résulte de 1'égalité I'y(m) = I'(m), de la formule de Gauss pour T’
et de ce que T" est déterminée sur |0, 400 par ses valeurs sur |0, 1] grace a la formule
TPz +1) =al(x). O

Exercice 3.16 [Développement de Taylor de InT'(x) au point 1]
Etablir que

00 k

InT(1+2) =Y (~1)kS; % sizel—1,1]
k=1
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N

oll o
Sy = —
* mZ::l mk
sik>2et
L |
S1 :mlir}rloo(]; %—lnm).

Signalons que S; n’est autre que la “Constante d’Euler” v ~ 0.57721 .. ..
(Suggestion: Utiliser la définition de Gauss de I'(z). )

Solution: On sait que

L (m+1D)!(m+1)®
Ce+l)= I N wrmsD)

Ainsi, si x €] — 1, +00],

m—+1
InT(x+1) = lim {xln(m +1)— > In(1+ z)]
m—+00 k=1
InT(xz+1) = lir_r‘_l {xlnm— > ln(1—|—z)] .
Posons fm(z) =2lnm -3 In(1+ %). On a
m m
1 1 1
Dfp(z) =Inm — — lenm—z
1 1+ % k 1 x + k

Or, si k> 2,

<
(@ R = (o1
ainsi D'f,, = sil>2 Sil=1,

]71,%*00[
1 " k 1
Dfm(0)=lnm =37 2 =-1+ (In 7=~ 7)
k=1 k=2
Or 1 1. _C
S im(l-o) < 2,
p =) s g5
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il résulte du critére de Riemann que D f,,(0)converge vers une limite que nous
noterons —S7. Le théoreme de dérivation des limites de fonctions montre donc que
Vi >2

D'f., = D'InT(z + 1).

] oof

En particulier, D' InT'(x + 1)|,—0 = (=1)/(I — 1)!S; si I > 1 d’ou la conclusion car
S; est décroissant et minoré par 1.
Les graphiques suivants représentent successivement

InT(x+1)
InT(z+1) et —vyz+ (72/12)2?
InT(z+1) et —yz+ (72/12)2? — (1.20206/3)z> + (x*/360)z*

d

Exercice 3.17 Déduire de la formule de développement de InI'(1+42)

que
km2k x
— DQk: 1
Sk (2k)! N (sinx

Montrer que pour k = 1,2 on obtient Sy = 72/6 et Sy = 7*/90.

)|cc:0'

(Suggestion: Utiliser la formule des compléments pour la fonction Béta. )

Solution: On a
k

InT(1+ ) = i(—l)kSk %

k=1
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siz €] —1,1[. De méme, si z €] —1,1]

& k

InT'(1—2) = Z Sk -
k=1

Ainsi pour = € |-1,1[, on a

lnI‘(l—i-x)—i-lnI‘(l—x)—?iS g S
B * ok k
k=1 k=1
Mais
M1+ 2)0(1—2) ==z B(z,1 — ) = —~
’ sinwz’
donc
> Sok o sin Tz
22k - 1
> n(=—=);
k=1
on a donc
Sop 1 2k ST
k (2k)! T |,
km? sinu
S. ——_ |D%*]
* <2k>![ L_o
Calculons S et S4. On a
S I g, 15 7
sinu =u— gu +au +0(u")
et
u? 3
—In(l —u)=u+ ?JrO(u)
Ainsi . ) A
sinu u U
1— - _ 6
w ~ 6 120 T
. 2 4 2 4
w1 (o s\ _ oWt 1wt
u 6 120 2\ 6 120
2 4 4
- )

6 180

.’EQk.
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Par conséquent,

d

Exercice 3.18 Déduire de la formule de développement de InT'(1+4x)
que pour = € |—1,1],

T 1 1+=z
L)y

sin x 2 11—z
3 5

~(Ss =15 — (S5 —DF —-

1
InI'l+2x) = 5111(

Signalons que cette formule converge rapidement et qu’elle a été utilisée
par Legendre pour le calcul des tables de la fonction I'.

Solution: Dans 'exercice précédent, on a vu que

= Z S2k Qk-
N sinnz ’

De plus, on sait que
k

—1In(1 —x) Oox—

donc
n(1 -1
Jrz Z 3
k=1
et
o p2k+1
In(142z) —In(1 — ) :QZ: TEEE
Ainsi

1 142 S 2k+1

2 1—x_z 2k+1°

On en déduit que

InT'(1+2)=

00
E 2k+1
bln 7T.’L'

k=0
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et enfin

oo

1 T _lln(lﬁ‘x)_z S2k+1_1m2k+1.

InT(1+2)= 3 In(

sin 7w 2 2k +1

D’ou la conclusion.
Les graphiques suivants représentent successivement

(sinﬂ'x) <1+x>
In
T 1—2z
n

1
2
sin e 1 1+
| 11—
(%) -am (i) +a-m
1
2

E

InT'(z+1) et

E

InT 1 t
nl(z+1) e T
1+z

(Sir;;m) In (1::) +(1—y)a—

=3

InT(z+1) et

N = N~ N~

0.20206
3

1'3
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Chapitre 4

Espaces L1, L2 et L™®

Exercice 4.1

a) Etablir que sin(mz) € LY%*([0,27]), mais que ses normes dans
ces différents espaces sont distinctes.

b) Montrer que || xq ||L~= 0.

Solution: a) Comme sin(ma) est continu sur [0,27], il est évidemment de classe
L', L? et L. De plus,

[[sin(ma) ||y« 0,20y = sup ([sin(ma)]) = 1.
z€[0,27]

Dans le cas L, on a
2
Jsin(rma) s goary = | lsin(ma)| da.
0
Comme la fonction [sin(mx)| est périodique de période -, on a

Hsin(mm)HLl([O,Qﬂ]) = 2/0 sin(y)dy
= 4

Enfin, dans le cas L2, on a

27
lsin(mo)Eeoary = [ s (ma)ds

65
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2m
1—
_ / cos(2mzx) de
0 2

= .
b) La fonction xq ne differe de zéro qu’aux points de I'ensemble dénombrable @
qui est donc négligeable. Ainsi
Ixall e = 0l = 0.
O

Exercice 4.2 Montrer que dans I'espace L?(E), on a les égalités sui-
vantes :

2 2
&) I1F17 + [lgIf = Mgl 11/ =gl

2

b) (f.q) + (g, f) = 1L+ 9l - If =gl

13 " k|12
o) {fr9) =7 2| f +i*]
k=0

(Suggestion: Développer || f +glI* = (f +g.f +9) et [|f —g|* = (f —g,f —9)
par linéarité du produit scalaire dans L2(E). )

Exercice 4.3 Montrer que tout élément de L!(E) est le produit de
deux éléments de L*(F).

(Suggestion: Remarquer que f = (/[f] e?*8(/)/2)2)

Exercice 4.4 Si f € C'(]0,+oc[) et si f, Df € L2(]0, +00[), montrer
que lim, ;o f(z) =0.

Solution: Soit a > 0, il est clair que pour tout x > a,
x
£@ =+ [ D
a

Or D, f2(t) = 2f(t)D. f(t) et cette fonction est intégrable sur [0, +oo[ étant donné
les hypotheses. Il en résulte que f?(z) admet une limite [ en +o0o. Comme f2(z)
est intégrable, cette limite est nulle, d’ou la conclusion. O
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Exercice 4.5 Soient a,b € IR, a < b. Si f € Ci(Ja,b]) N Co([a,b]) et
si Df € L*(Ja,b]), démontrer que

|f(b) = f(a)” < (b= a)IDf1Z2qanp-

Solution: On a f(b) — f(a) = ff dr D, f(x) donc

1£(b) = F(@)]” < (b= a) | DFI72an)

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz. O

Exercice 4.6 [Levi dans L?] Montrer que si f,, est une suite crois-
sante de fonctions positives de L? et s’il existe une constante C' > 0
telle que || fm|l, < C alors il existe une fonction f de L? telle que f,
converge vers [ presque partout et dans L2

Solution: L’application du théoréme de Levi dans L! & la suite f2, fournit une
fonction positive g € L telle que f2 — g. Si 'on pose f = V9, il est clair que
Pp

f €L?et que f, T f presque partout. La suite |f,, — f|2 = (f — fm)? décroit donc
vers zéro presque partout et une seconde application du théoreme de Levi dans L'
montre que [ |f, — fI?dz — 0. Ainsi || f, — flly — 0et f,, — f dans L2, O

Exercice 4.7 [Lebesgue dans L?] Montrer que si f,, est une suite de
fonctions de L2 qui converge pp versf et s’il existe une fonction F € L2
telle que | f,,| < F pour tout naturel m alors la limite f € L? et f,, — f
au sein de l'espace L2.

(Suggestion: Procéder comme pour le théoréme de Levi dans L? mais en partant

du théoréme de Lebesgue dans L. )

Exercice 4.8 Montrer que si fi,..., f; sont des éléments de L?(F),
alors la matrice H = ((f;, f;)) est hermitienne semi-définie positive.
Elle est hermitienne définie positive si et seulement si les fi,..., f;
sont linéairement indépendants.

Solution: Pour tout vecteur X = (z1,...,25) € @/, on a

J
<HX,X> = ZZxﬂwal

i=1 j=1
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J J
= sz] fuf]

=1 j:1

<>

<.

De cette derniere égalité, il découle que H est hermitien semi-défini positif. De plus,
il est clair quun vecteur X € @7 est tel que (HX, X) = 0 si et seulement si

J
Zfifz =
i=1

Ainsi, H est h.d.p. si et seulement si les fi,..., f; sont linéairement indépendants.
O

Exercice 4.9 Si f € L%(]0,r[) pour un r > 0, on a

: Lo
Jim = [ T =
Si f € L2(]0, +o0[), on a

: L=
Jlim = [ £t =

Solution: Remarquons d’abord que les intégrales ont un sens car le produit de
deux éléments de L? est intégrable.
Cas 0T — pour tout r > z > 0, I'inégalité de Schwarz procure la relation

/ f(t)dt‘ <\ Iraey
0 0
d’ou la conclusion.

Cas 400 — en appliquant la relation |a + b|* < 2]al> +2[b]> (a,b € @), on

obtient (pour tous z > 0 et N > 0)
N 2 e 2
/ F(t)dt| +2 V F(t)dt
0 N

= ‘/ON f(t)dt+/]:f(t)dt 2

F(t)dt <2
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Vu l'inégalité de Schwarz (procéder comme en (a) ), on obtient

x 2 +oo N “+o00 5
/ f(t)dt §2N/ If] dt+2x/ f|? dt.
0 0 N

1 [ 2 9N ., too
o [ a2 [t a

Fixons & présent € > 0. Il existe N = N(e) > 0 tel que f;w |fI? dt < e/4. Dés lors,
pour tout z > (4N/e€) || f]|, on a

5 o

On peut alors conclure. O

donc aussi

2
<e.

Exercice 4.10 [Théoréme de F. Riesz] Si T : L?(Q) — € est une
fonctionnelle linéaire continue sur L?(2), alors il existe un et un seul
g € L2(Q) tel que 7(f) = (f, g) pour tout f € L2(Q).

Solution: Le cas 7 = 0 étant évident, supposons que 7 # 0.
Posons H = ker 7T = {x : T (z) = 0} et soit f € L2(Q)\H. Posons

5 =inf (d(f,h)).

Soit h,, une suite de H telle que

d(hm, f) — 0.
On sait que
1
1 = SIP M = S = 5 Ul + = 201 + [l = )
Ainsi
Bun + b 2
o =l = 2l = 71 42— 117 = 4 |2 — g

< 2| hn = I + 2R — £ — 402

Donc h,, est de Cauchy et converge vers hg € H tel que d(hg, f) = 6. Comme
vt e R d(hg +th, f) > d(ho, f), si h € H, il vient

vielR VheH t2|h]*>+ 2R (h, f — ho) > 0.
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Il en résulte que Vh € H R (h, f — hg) = 0 et par conséquent que (h, f — ho) = 0.
Posons g = f — hyg, il est clair que (h,g) =0 Vh € H; il existe donc une constante
¢ € C telle que (h, g) = ¢7T (h). On en déduit que 7 (k) = (h, g/¢), d’o la conclusion.
O

Exercice 4.11 Si F' est une fonction mesurable sur E telle que
fF appartienne a LP(E) (p = 1,2,00) pour tout f appartenant a
LYE) (¢ = 1,2,00) avec [|[fF|, < C|fll,, alors la fonction F' est
un élément de L7(E) et vérifie | F||, < C pour les valeurs de p,q,r
indiquées ci-dessous

f
fF L'(E) 12(E) L>(E)
LY(E) | oo(a) 2(b)  1(d)
L2(E) oofc)  2(d)
L>(E) oo(d)

Solution:

a— fet fFeLYE).

On sait que F = U;fl FE,,, avec E,, intégrable pour tout m. Procédons alors
par I’absurde et supposons que F' ne soit pas borné pp par C. Alors il existe M tel
que F'xg,, ne soit pas borné pp par C'. Il existe ensuite € > 0 tel que |F| xg,, > C+e
dans un ensemble non négligeable inclus dans Ej; (pour s’en convaincre, il suffit de
procéder par ’absurde en se rappelant que toute union dénombrable d’ensembles
négligeables est négligeable). Posons f = xg,,; on obtient

[fF]l; = (C + €) mes(Enr).
Or on doit aussi avoir

IFEll, <Clfll, = C mes(En),

d’olt une contradiction puisque mes(FEjs) # 0.
b — Posons F,, = FX{u:|F(x)|<m,|z|<m}- 1l est clair que F,, € L?. Ainsi
FF, cL'et

2
/‘FFm|dm < C\//|F| X{z:|F(m)|<m,|fc\<m}dx-



Espaces L', L? et L™ 71
Mais |FF,,| = |F|2 X{z:F(z)<m,|z|<m} donc

/|F|2X{1\F(w)|<m,|x\<m}dfp S 02'

La conclusion résulte alors du théoreme de Levi.
¢ — Pour tout f € L1(E), il est clair que /| f| € L?(E). Ainsi \/|f|F € L*(E) et
H«/\f|FH2 <C H\/mHZ. Tl en résulte que fF2 € LY(E) et que || fF2]), < C2||f],.

Tenant compte de a), on en déduit que F? € L®(E) et que HFQHOO < C? dou la
conclusion.
d — Comme xg € L®°(E), il est clair que F = Fxp € LY2°°(E) et que

111 2,00 = [EXEl 2,00 < C lIXEllo
d’ou la conclusion. m|
Exercice 4.12 Si f(x,y) est mesurable et de classe L? en z pour
presque tout y et si ||f(-,y)|l.2 est L' en y alors
a) f(z,y) est L' en y pour presque tout x ;
b) [ f(z,y)dy est L? en x ;

o) IS FCy)dylls < TG u)llpe dy-

Solution: Comme f(z,y) et f(x,z) sont L? en 2 pour presque tout y et presque
tout z, on a les majorations suivantes :

IN

Vﬂmw@@ﬂ

1w llee £ ) s
/umwuﬂamw

IN

LFCy)llez (1 (s 22

Par le théoréme de Tonelli, on en déduit que la fonctionf(z,y) f(z, z) est intégrable
en (z,y, z). Il en résulte que f(z,y) est intégrable en y pour presque tout z (Fubini).
De plus,

’/dy/dz /dxf(x,y)?(x,z)

et par Fubini, on obtient

< 150z dy [ 15z dz

/dx/f(x,y)dy(/f(x,z)dz)

ﬂ/wumm@ﬁ
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Cela montre que [ f(z,y)dy est L? en z et que

H [ rtnay

d’ou la conclusion. O

<l

Exercice 4.13 Si K(z) est défini et positif sur [0, +oo] et si

/0+OO K\/(;)dx =C

alors

a) [;F° K(zy)f(x)dz € L2([0,+o0]) si f € L2([0, +o0]);
b) [ /6" K (zy) f@)da]| , < ClIf]],2-

Solution:  Soit g une fonction de L?([0,4oc[). Montrons que K (zy)f(z)g(y) est
intégrable sur [0, +-o00[ % [0, +00]. Pour cela, considérons le changement de variables

u = =z . . ox,y) 1 0
{ v o= ay de jacobienne B v) ( —v/u? 1/u )

Nous devrons donc étudier 'intégrabilité de

sur ]0, +o00[ x ]0, +00[. Remarquons que

/0+°° ‘g(j)

Ainsi, g(2)/u est de classe L? pour presque tout v € [0, +oc[. Or f € L2([0, +ocl)
donc il est clair que K(v)@f(u) est L! en u pour presque tout v dans [0, +o0].
De plus,

9

u

2 1
du = — lgll7

+oo 1

K(v) ‘ |f(u)]du < K(”v)\/qj lglle 1F Nz -

0

L’hypothése combinée au théoréme de Tonelli montre alors que K (U)Lf) f(u) est
intégrable sur [0, +oo[ x [0, +00[. De plus, on a montré que

+o0 o0
[Ta[ K(xy>f<x>g<y>\ < Cllgllgs 1 £lls -
0 0
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Le théoréme de Fubini permet d’affirmer que

K(zy)f(x)g(y)

est intégrable en x sur [0, +oo[ pour presque tout y € [0, +o00| si g € L2([0, +oo]); il
en est donc de méme de

K(zy)f ().
De plus,

+oo
( 0 K(xy)f(x)dx) 9(y) € L1 ([0, +00]

si g € L([0, +o0]) et

. ( [ s o)y < C1£1 Ll

11 résulte alors de I'exercice (4.11) que

+oo
; K (zy) f(x)dz € L2([0, +oo[)

et que .
K(zy)f(x)ds

SO fllee -

0 12

O

Exercice 4.14 [Espace de Hélder] Soit E une partie mesurable de
IR". Pour tout réel p > 1, on définit ’espace de Holder d’indice p par
la formule

LP(E) = {f: f mesurable sur E,|f|’ € L}(E)}
et pour tout f € LP(FE), on pose

I1£1l, = ([ 1P o).
On demande de montrer que
a) L’espace (LP(E), [|-[|,) est normé.

b) La fonction fg € L'(E) si f € LP(E),g € LI(E) et si ; +, = 1.
De plus, on a I'inégalité de Holder

(L < A1, Mlgllg -
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c) S’il existe un réel py > 1 tel que f € LP(E)NL>®(E), alors f €
L?(E) pour tout p > pg et

1£lloe = i £, -

d) Réciproquement, si f € Ny, LP(E) et 81l existe un réel [ tel que

lim [ f]l, =1

p—-+o00

alors f € L*(F) et
1l = Yim [ fl, -

p—-+oo

Solution: 1l est clair que c¢f € LP(F) si c € €, f € LP(E). Soient f,g des éléments
de L?(E). Comme
(@ +0b)P <2P(aP +0P)

si a,b >0, on voit que

[f +gI” < (If1+ 19D < 2°(1f 17 + lgl”)

et la majorante étant intégrable, on peut conclure que f + g € LP(E).
Supposons & présent que f € LP(FE), que g € L4(E) et que ]lg + % = 1. Comme
le logarithme est une fonction concave, on dispose de la majoration

1 1 1 1
In(-=a+-b) > —Ina+ —1nb
p q p q

si a,b > 0. On en déduit que

1 1
ab < —aP + =b?
p q

si a,b > 0. En appliquant cette relation & |f| et |g|, on voit que |fg| € L*(E) et que

1 1
/\fﬁldmgf/ |f|pdx+*/ |g|* da.
E PJE q9JE

Ainsi, si [|f]l, = llg]l, = 1, on trouve que

—_
—_

S
LS}
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Dans le cas général, si f A0 et si g #0, on a

f 9
|< i, ||g||q>‘ =1

ce qui entraine l'inégalité de Holder

[(F ol < A1, llgllg

et cette inégalité se maintient si f = 0 ou si g = 0.
Pour établir 'inégalité de Minkowsky, il suffit maintenant de supposer que f et
g sont dans LP(E) et d’écrire

/\f+g|pdx§/ |f\|f+g|p*1dx+/ gl1f + gl de
E E E

puis d’utiliser I'inégalité de Holder pour affirmer que

I +al? < anp(/ 1+ g da) 5 +

p—1

lall, ([ 17 + 917 d2)*5".
De cette relation, on tire aisément que

1 +gll, <1171, + lgll,, -

Passons maintenant au point c). Par hypothese, || f|| ., est fini et on a |f] < || f||
presque partout. Ainsi, si p > pg

[FI7 = 1AL < AN A1 -

De cette relation, on tire que f € LP(E) et que

1—20

0 2
1A, < WAl = AN -
Si 'on pose
€
Ee=A{z:|f(@)] > Ifllc — 5}

on a, pour tout p > po,

p )P dx )P dx _ £ —Po,
I1£1 Z/EE F@)"d 2(/& @) da)(If]. = 5)7
Ainsi,

([ 1@ o) (1 - 5% <A1, < 112 A1

€
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Dans cette relation, la minorante tend vers || f|| ., — €/2 et la majorante vers || f||
si p — 400, donc il existe p. > pg tel que

[l =€ <A1, < 1l +€

pour p > p.. D’ou la conclusion.
Enfin, pour d), remarquons que

{z:|f(zx)|>14+1}C U Ep,
P1>DPo

ol on a posé

By = 0 {o s fol <1, @) > 1+ £}

Bien stir, pour tout p > p1, on a

A+ Ifllp)xe, < I

Il en résulte que
(L4 [1£1,)P mes(Ep, ) < I £l -

Donc, on a
/11,
L+ 11,

pour tout p > p;. En passant & la limite pour p — 400, on voit que mes(E,, ) = 0.
Il en résulte aussitot que

mes(Ep, ) < ( )

{z:|f(@)]>1+1}

est négligeable et que |f(z)| < 141 presque partout et on conclut par c). O

Exercice 4.15 Montrer que les espaces LP(E), (p > 1) sont de Ba-
nach.

(Suggestion: Adapter la démonstration donnée au cours pour I'espace L?(E). )

Exercice 4.16 [Inégalité de Hélder généralisée] Etablir que si f; €
LM(E),..., f, € L*(E) et si -+ --I—é = 1 alors le produit f; ... f, €
LY(FE) et

< fillyy 1ol

‘/Efl...fpdx



Espaces L', L? et L™ 7

Solution: ~ Procédons par récurrence sur p, le cas p = 2 étant connu. Posons
qg=1/1- k—ll) Il est clair que |fo|? € L*2/9(E), ... |f,|? € LF/9(E) comme
&+ + 3 = 1, Thypotheése de récurrence montre que |f2|7 | fpl" € LYE) et
que

AR AR T TR T A
Il en résulte que fa... f, € LI(E) et comme % + 1.711 =1, on constate que
fl(fg e fp) S Ll(E)

et que

/E|f1| o ol de < Il 1o foll,

En rassemblant les résultats obtenus, il vient

L1ttt de <1l 1Sy 150,

d’ou la conclusion. O

Exercice 4.17 Montrer que pour tout ¢ > 0, tout p > 1 et tout
f € LP, il existe une fonction étagée a telle que

If —el, <e
(Suggestion: Adapter 'argument donné au cours pour p =1,2. )

Exercice 4.18 Déduire de 'exercice précédent que pour tout p > 1
et tout f € L7,

|f(x+h) = f(@)],—0
si h — 0.

(Suggestion: Adapter 'argument donné au cours pour p = 1,2. )
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Chapitre 5

Produit de Convolution

Exercice 5.1 Soient E; et E5 deux parties intégrables de IR". Alors
la fonction
(XE, * XE2) (@)

a) est définie sur IR",
b

)

) est intégrable et continue sur IR",

c) vérifie (xg, * Xm,)(z) = mes[E; N(Fy + )] = mes|[(E; — x) N Esy),
)

d) vérifie [pn(XE, * X5, )(2)dr = mesE;.mesEs.

(Suggestion: Utiliser la théorie du produit de composition en remarquant que la
fonction caractéristique d’un ensemble intégrable est un élément de L' NL2NL>. )

Exercice 5.2 Soit f € L?(]0, +o0[). Pour tout x > 0, posons
+o0
h(z) = / et f(t)dt

Alors
a) h est défini et continu sur [0, +o0l,

b) lim e®h(z) =0.

T—-+00
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(Suggestion: Comme les fonctions fxjo,+oo[(Z) €t €"X]—oc,0((x) sont des éléments
de L%(IR), ces deux fonctions sont convolables et leur produit de convolution est
uniformément continu sur IR et tend vers 0 & I'infini. Calculons ce produit pour
z>0. On a

(fX10,400] * €"X]—00,01)(z) = €"h(z).
Par conséquent, vu la continuité de la fonction e~* et vu les propriétés du produit
de convolution, on obtient la these. )

Exercice 5.3 Soient a et b des réels positifs tels que 0 < a < b. Si
I’'on pose
= X100y 9 =€ " Xorr00]s

montrer que

x b—a

_ [t fxg, _ In(b/a)
]—/0 dx

Solution: 1l est clair que f et g sont convolables et que I'on a

e—ar _ esz

(f*9)z= ﬁX[O,-‘roo[(x)'

11 en résulte que (f * g)/x est intégrable sur ]0, +oo[ et en remarquant que

1 Foo
L
€ 0

+oo too  o—(aty)z _ o—(bty)z
0 0 b—a

il vient :

Par Fubini, on obtient

+oo too  o—(aty)z _ —(bt+y)z
I:/ dy/ dz ,
0 0 b—a

d’ou 'on conclut que

(b—a)l = f0+oo |:(a<1ky) - (biy)} dy
[n(a +y) — (b +y)lg™
In(b/a)

ce qui suffit. O
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Exercice 5.4 Pour tout x € IR, calculer et représenter graphique-
ment

9(x) = Xp.1] * X[1,2 * X[2,3 (%)

Solution: On a

r—1 sil<x<2
9(x) == (xpa *xp2) (@) =49 3—2 si2<r<3 (5.1)
0 sinon.
On a ensuite
(x —3)%/2 sid3<ax <4
—22+9r—-39/2 sid<z<5
0 sinon.
O

Exercice 5.5 a) Soient

f(@) = e Xproo(z) €t g(2) = 2X[-1 400]()-
Montrer que la fonction f * g est définie sur IR. Donner sa valeur en
tout point de IR.
b) Soit C = {(z,y) € R? : || < y}. Montrer que la fonction ¢ * xc
est définie sur IR%. Donner sa valeur en tout point de IR?.

Solution: a) Pour tout z € IR, on a
FWe(z—y) = €'Xproof(¥) (2 = YIX[-1400((x — )
= e'(z— y)X[1,+oo[ﬁ]foo,:c+1] (y)

_ [ e -yxparyly) siz>0
0 six <O0.

Des lors, la fonction (de y) f(y)g(x — y) est intégrable sur IR pour tout = € IR et
,+1
ona (fxg)(x)= [}

b) On a (xe*xe)(@,y) = 0si (z,y) & C et (xc*xe)(z,y) = (1/2)(y* —2?) sinon.

eY(x—y)dy=—exsiz>0,0sixz<0.
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Exercice 5.6 [Convolution et probabilités|

Rappelons qu'une variable aléatoire réelle x de densité de probabilité
f(z) est une variable dont la valeur est liée a 'issue d’un processus
aléatoire et pour laquelle la probabilité de trouver x dans [a,b] est
donnée par

Pz € [a,b]) = /abf(:c)d:c.

Rappelons également que si deux variables aléatoires x et y de den-
sité respective f et g sont indépendantes, la probabilité de trouver (z, y)
dans une partie mesurable A de IR? est donnée par

P((a.y) € A) = [ f@)g(y)drdy.

On demande de déduire de ces faits que si x et y sont des variables
aléatoires indépendantes de densité f et g alors x + y est une variable
aléatoire de densité f x g.

Solution: Par hypothese, f et g sont des fonctions intégrables et

/f(srf)di7 = /g(y)dy =1

P(x+y € [a,b]) = P((z,y) € {(z,y) : x +y € [a,b]}).

De plus, on a évidemment

Par conséquent,

Platy € la,b]) = / F(@)g(y)dedy.
{(z,y):z+y€Ela,b]}

Si nous effectuons le changement de variables

Uu=x+Yy
v==
dans cette intégrale, il vient
Pe+yelat) = [ F(w)g(u — v)dudo,
{(u,v):u€la,b]}

d’ou la conclusion par Fubini. O
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Exercice 5.7 [Densité d’une somme de variables gaussiennes]
La densité de probabilité d'une variable aléatoire gaussienne d’écart
type o est donnée par

Vérifier que

+oo

/ Gy(zr)de = 1

+o0

/ rG,(x)de = 0 [Moyenne nulle]

+o0
/ 2’Gy(z)dr = o° [Ecart type o]

Etablir ensuite que
GU * GT = Gm

En déduire que la somme de deux variables gaussiennes indépendantes,
I'une d’écart type o et 'autre d’écart type 7, est une variable gaussienne

d’écart type Vo2 + 72.

Solution: Rappelons d’abord que

+oo
/ e dx = \/? [Poisson]
oo a

+ee 2 —ax? 1 7T . . .
/ xée” " dr = 2\l a [Dérivation de Poisson)]
al a

— 0o

Il résulte des formules précédentes que

+oo +o0 1 .2 1 =
Gy(x)dx = — e 222dx Y =1
[oo (=) [OO oV2m av2r\ —2;2

+oo +00
1 a2 1 1
/ *Go(x)dx =/ e 2%dy = ———— —7; = o2,
—0o0 —x O 2 U\/QWQW 552
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Comme zG,, est intégrable et impaire, son intégrale est nulle. Etablissons a présent
la formule de convolution. On a

(Go  Gy)(x) /m = e
o ¥ G )T = e 20 e 27
oo OV2T TV 2T Y

1 Foo ﬂ,i,
= e 2+ o2 202 272dy

2rTo J_o

Transformons I'exposant de I'intégrand comme suit :

2(12 4 02) B 20272

On obtient donc la formule

Vo s T 2
s e YT ;/W ?)
Gy xGr)(r) = ——— e 2021 dy.
(G Ga) = G [ y
Posons maintenant
2
t=+712+0%y— T

—
VT2 + 02
Il vient alors

2

Gy %G T o 1,
o T = _— 0272 ———————(t
(Go xGr)(@) 2woT /,oo c V72 + o2

22

e \/7
- 2 2
2ot /T2 +0 5o

e 2(T2+02)

Vi rer  Cvrrel)
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Exercice 5.8 Soient a > O et f(z) = e 1l (z € R), g(x) = e~
R) et h(z) = ze " (z € R). Calculer

fxf gxh h * h.

(x €

Solution: La fonction f * f est paire et on a (f * f)(y) =ye ¥ +e Y siy > 0.
Pour tout y € IR, on a

(g*h)(y) = /]R dx e (y — x)e—a(y—x)z

= —5Dyg5 )W)

_ T ye—ay2/2
2v2a

m™ .2
LTy /2

(g*g)(y) = 52

Pour tout y € IR, on a

(h W)(y) = —5-Dy(9 % W),
O

Exercice 5.9 Soit B = {x : |z| < R} la boule de centre 0 et de rayon
R. Pour tout f € L, définissons la moyenne radiale de f par

Maf(@) = s | )y

Montrer que
a) Mpgf est continu,
b) Mrf eLlsi fellet [Mpfdx = [ fdz,
c) Mpf e CP(IR")si f € CP(IR"™) et D*Mpf = Mr(D*f)si k| < p.

Solution: 1l suffit de constater que

Mpf(a) = f =8

mes B

et d’utiliser les résultats vus au cours (xp est dans L, ). O
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Exercice 5.10 Montrer que si la série
+o0
5 "
m=1
converge absolument pour |z| < a alors la fonction

+o0o
> am f
m=1

—_—
m

appartient a L' si || f]]; < a.

(Suggestion: Utilier le critere de Cauchy pour les séries dans L. )

Exercice 5.11 Soit 1’échelon de Heaviside

Y('I.) = X]0,+oo0[-

Si f, g sont localement intégrables dans [0, +oo] alors fY, gY sont com-
posables et on a

0 pour tout x < 0
fY xgY(x)=1< [y f(t)g(x —t) dt pour presque tout x > 0
(Vx> 0 si f ou g est continu)

Solution: Pour tout = € R, on a

FOY gz = )Y (z —t) = f(O)9(x = )X[0.400[n]—00.x] (1)

siz <0

f
_ { 0
B ft)g(x —t)xp0,2(t) sixz>0.

Des lors, pour tout a > 0 et tout « € [0, a], on obtient

FOY gz = )Y (z — 1) = (fx[0.01) (D) (9X[0,a1) (& = 1) (5-3)

Comme fX[o,q) €t gX[0,q] sOnt intégrables, le cas L' « L' permet de dire que pour
presque tout = € [0, a], la fonction (de ¢) f(¢)Y (¢t)g(x —t)Y (x —t) est intégrable. Si
en outre f ou g est continu, (5.3) montre que, pour tout = € [0,a], f(t)Y (¢)g(x —
t)Y (z — t) est le produit d’une fonction bornée par une fonction intégrable, donc
est intégrable. D’ou la conclusion. O
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Exercice 5.12 Soit I'échelon de Heaviside Y () = Xjo,4o00[; POSODS

(m) eAxxmfl

Yi(x) = W Y(z)

pour tout m € INy et tout A € €. On demande de montrer que

Yt =y ey ™,

Solution: Pour tout £ > 0, on a

m n x e)\(z—y) T — m—1 e)\y n—1
™y ™), = / (z—y) Ay
0

Posons y = xt, il vient
ex\zmernfl

1
YO oy 7/ | pm-1gm—1g
( A A ) F(m)F(n) 0 ( )

B

(m, n) e)\mmernfl
I'(m)l(n)
ekzmernfl

I'(m+n)

d’ou la conclusion. O

Exercice 5.13  Montrer que si k € L'(IR) et si ||k]|; < 1 alors I'opé-
rateur

I —kx:LYR) — LY(IR)
est continu et admet un inverse continu de la forme
I+ hx:LY(R) — LY(IR)

k 1
avec h € LI(IR) et ||h||1 < lﬂll‘i‘clll'

Solution: La théorie du produit de convolution montre que

1 flly < Nkl LA
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pour tout f € L}(IR). Par conséquent, 'opérateur
I—Fkx:f~f—kxf

est continu. De plus, si I'on pose

K" =kx*x...xk,
n
on voit que
&y < &Y

d’ou1 'on tire la convergence dans L! de la série
“+o0
E kT
n=1

Notons h la somme de cette série. Il est clair que

<3 g = L
1= 2 I = T

et que
k+xh+k=h.

On déduit de cette relation que
(I—kx)o(I+hx)=T+hx—kx—(k+«h)x=1
et que
(I+hx)o(I—kx)=I—kx+hx—(hxk)x=1.

D’ou la conclusion.

Exercice 5.14 [Equation de Volterra de deuxieme espéce]

Notons L™ l'espace des fonctions localement intégrables & support
dans [0, +oo[. Montrer que deux éléments f et g de L™ sont convolables
et que

(9= | "z — tg(t)t.

Généraliser a Lt I'exercice précédent en montrant que si k € LT alors
I'opérateur
I —kx: LT —=L*"
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admet un inverse de la forme

I+h*:LT — LT
ou h e Lt.
Solution: Soit € un réel positif tel que

/E |k(x)| dz < 1.
0

Si f est nul sous a (i.e. Supp(f) C [a,+o0[) alors k * f est nul sous a et pour tout
x € [a,a+ 2], on a

/k(:z: —t)f(t)dt = /w k(x —t)f(t)dt
= (kXj0,q * [X[0,q)z-
Posons k. = kx[o,- L’exercice précédent montre que I'opérateur
I—kex:L'—=L!
admet un inverse de la forme
I+hex: L' — L

avec h € L' NLT.
Fixons & présent g € L* et montrons par récurrence sur m que l'on peut con-
struire une suite f,, de L™ telle que

o fini1 = fm sur [0, me]
o fin—kxfm =g sur [0,me]

Comme fy = 0 convient, supposons disposer de fi,..., f; et construisons fp,11.
Posons

Gm =9 — fm +k* fr
et
Ay = ImX[me,me+e + he x ImX[me,m242]-

Il est clair que g, et A,, sont nuls sous me et que

A — ke x Ay = ImX[me,mete]-

De cette relation, on tire que A, — ke * Ay, — g est nul sous (m + 1)e. Tenant
compte de la définition de g,,, on voit que

Am_k*Am+fm_k*fm_g
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est nul sous (m + 1)e. On peut donc poser fr+1 = fm + Apm. Silon note f la
fonction de L™ qui coincide avec f,, sur [0, me] pour tout m, il est clair que l'on a

f-k=f=g.

Ainsi, I’équation f — k * f = g a une solution dans L™ pour tout ¢ € L™. Notons h
la solution de I’équation

h—kxh=kF.
11 est clair que
(I+hx)o(I—kx) = IT—kx+hx—hxkx=1
(I—kx)o(I+hx) = I+hx—kx—kxhx=1I

d’ou la conclusion.
L’équation étudiée ci-dessus mise sous la forme

f@%—Axﬂw—ﬂﬂﬂﬁ=g@)

est un des cas les plus importants de ’équation de Volterra de seconde espece dont
la forme classique est donnée par

f@) = [ ka0 f 0 = g(a)
ol le noyau k(z,t) est généralement supposé continu. O

Exercice 5.15 Résoudre ’équation de Volterra suivante

u(z) — /Ox 2=y (y)dy = e™®

pour z > 0. Montrer que la solution est intégrable sur [0, +ool.

Solution: Posons
k(z) = e 2Y (z).

L’équation s’écrit
uY —kxuY =e Y.

“+o00 1
Il = [ e edn = 5
O 2

Or k€ LY(R) et
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donc la solution w est donnée par

+oo
wY =e 'Y + Z k(M) x o= 7Y

m=1

Or

—2z,.,m—1
k*(m) _ Y*(m) _ Y(m) —_ € z Y
-2 -2 T(m) (z)
donc
+oo —+oo .’Em
Z k*(n) — e 2 Z il
m=1 m=0 m!

La solution est donc donnée par
uY =e Y + Y_(ll) * Y_(ll) =(1+z)e "

O

Exercice 5.16 Soit b une fonction définie sur IR", positive et bornée
sur R". Si
lim —|b(z) — b(y)| =0

z,y—o00;|z—y|—0

(ce qui est le cas si lim, ., b(x) existe et est finie) et si

lim (f xb)(z) =0

T—00

pour toute fonction f € L*(IR™) alors

lim b(z) = 0.

r—00

Solution: Procédons par ’absurde. Si b ne converge pas vers 0 a U'infini, il existe
€ > 0 et une suite z,, (m € IN) de points de IR™ tels que |z,,| > m et b(ay,) > 2¢
pour tout m.

Cela étant, comme lim |b(xz) —b(y)| = 0 si z,y — oo;|z —y| — 0, il existe
M e N et R €]0,1] tels que

(lzl,lyl = M et |z —y| < R) = [b(zx) = b(y)| < e
Des lors, pour tout m > M + 1, on a |z,,| > M + 1 et il s’ensuit que

Yy e b(:Cm,R) = |b(1‘m) - b(y)‘ <e
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On obtient donc aussi
Y € b(zm, R) = b(y) > b(xm) — |b(xm) —b(y)| > e

Soit alors p € L1(R") tel que Supp(p) = b(0,R),p > 0 et [ pdx = 1. D’une part,
pour tout m € IN, on a

pet)am) = [ plam =ty = [ plan iy 2 e

Mais, d’autre part, comme la suite x,, converge vers I'infini, on doit avoir

lim (pxb)(xm) =0

m——+o0

(hypothese). D’out une contradiction. O

Exercice 5.17 Soit 2 un ouvert non vide de IR" et soit f € L}, ().
Alors f =0 pp dans Q si et seulement si [, dz f(z)p(z) = 0 pour tout
v € D(Q).

Solution: Bien sir, si f = 0 ppsur Q, ona [, dz f(z)e(x) = 0 pour tout ¢ € D(Q).
Démontrons la réciproque. Il suffit de montrer que pour tout compact K de €2,
f est nul pp sur K.
Soit p. une unité universelle approchée de composition. Pour tout compact K’
de €2, on a donc

(fxK')* pe — fxxr dans L. (5.4)

Prenons K’ = K., avec K, = {u € R" : d(u, K) <r} C Qet e <r. On a alors

(e sp@) = [ dy Flupewes(a - o)
/ dy f(y)p(z —y)
/ dy f(y)pe(x —y)

Q

pour tout € K car Supp(pe(x —.)) C{y e R" : |z —y| < e} C K, C Q. Vu
I’hypothese, on obtient que ((fxx’) * pc)(z) = 0 pour tout x € K et pour tout
e <r. De ceci et de (5.4), on tire que f =0 pp sur K. O
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Exercice 5.18 On dit qu'une fonction f € L{ .(IR) est dérivable dans
LL.(IR) si il existe g € Ll .(IR) tel que

[ 1(=Deyiz = [ goda
pour tous les ¢ € D(IR). Dans ces conditions, montrer que

a) La fonction g de la définition ci-dessus est unique pp. On la notera
Df.

DXLy aifi) = i aD fi.
Df =0« f est constant.

b
¢

d) f est égal pp & ¢+ 2 D, fdr qui est une fonction continue.

)
)
)
e) Si f est continue et dérivable dans L _(IR),

ﬂ®=ﬂ®+LDJm-

f) Au sein de L. (IR), on a
Df =lim S+ hf)L — f<)

h—0
h#0

g) Réciproquement, montrer que si

b))
h—0 h
h#0

existe dans L{ . alors f est dérivable dans L} (IR).

Solution: a) Si g1 et go sont toutes deux telles que

/f(—Dcp)dx = /gupdm = /ggapdac, Vo € D(IR)
il est clair que

/(91 —g2)pdz =0
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pour tout ¢ € D(IR). De 14, on tire que g3 — g2 = 0 pp par un théoréme d’annulation
bien connu.
b) On a successivement :

n

[ esi-po - ; [ 5-pois
= ici/Dfing:E
/(Zn: ciDfi)pdx

i=1

pour tout ¢ € D(IR).
¢) Soit ¢ une fonction de D(IR). Il est clair que fioo (T)dT est dans D(IR) si et

seulement si fj:oo @(7)dr = 0. Cela étant, soit p € D(IR) tel que f (x)dz = 1.
Pour tout ¢ € D(IR), posons

“+o0
Y= *p/ o(7)dr.
Un calcul rapide montre que fj;o Y(1)dr = 0. Tl existe donc ;1 € D(IR) tel que
1) = Dip1. On en déduit que

[ spuie= [Dpudr=o

Ainsi,

/ " e - o | - p(r)dr it =0

— 00 — 00

si p € D(IR).
Posons ¢ = [ f(t)p(t)dt. 1 vient

[ i = [ coar

Ainsi f = ¢ pp comme annoncé.
d) Soit ¢ € D(IR), on a successivement

/m / D, fdr)(-Dyp)dt
/+Oodt/ dr(Dy fDsp)
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“+o0 t 0 0
= —/ dt/ dTDTthgp—i-/ dt/ drD. fD.p
0 0 —00 t

“+o0 “+oo 0 T
_— dr / dtD. fDyp + / dr / dtD. f Dyp
0 T —o0 —o00
“+o0 0
:/ QD(T)DdeT+/ o(T)D; fdr
0 —o00

-/ " oD, far

— 00

loc

1l en résulte que fot D, fdr est dérivable dans LL (IR) et que

D /0 D, fdr) = Dif

d’olt la conclusion par c).
e) Vu d), on sait que

t
— [ D,td
f@t) /0 fdr+c
ainsi X . b
10~ f@= [ Dsir~ ["Dosar = [0 gar

f) Pour h > 0, on a successivement :

@+ h) - fx)

I = /a o — Df(z)|dx
b f;-’_th(T)dT

= /a e — Df(z)|dx

h h
/ Df(x—i—T)dT—/ Df(z)dr|dx
0 0

1 b

1 b h
< 5 [ ([ 1ps@+ ) - Dr@) aryas

b
< ;L/Ohm/a Df(z+7) - Df()|da.

Supposons h < 1. Il vient
I < E/ dT/ ‘DfX[a,b+1] (x+7) = DfX{ap+1] ($)| dzx
0 —0o0

1 h
< E/o ||DfX[CL,b+1]('+T) 7DfX[a,b](')HL1(IR) dr.
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Pour tout € > 0, il existe 7 > 0 tel que ||DfX[a,b+1](~ +7)— DfX[a,b](')HLl(]Rn) <e¢
si |7] < n. Donc pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que

1 h
Ig—/ edr < e
h Jo

si |h] <1, ce qui suffit pour conclure.

g) Si
Df:%ii%f(w+hz—f(x)

dans L}

loc

(R), il est clair que

/Dfapdac = Aﬂ/%@(m)dm

Or

Exercice 5.19 [Formule de Leibnitz dans L] ] Montrer que si f et
g sont dérivables dans L}, (]a, b]), alors fg € L .(Ja,b]), y est dérivable
et on a

D(fg)=Dfg+ fDyg.
En tirer une formule d’intégration par parties si a et b sont finis.

Solution:  La propriété étant locale, on peut supposer a et b finis. On peut
également supposer f et g continus et tels que f(a) = g(a) = 0 car si la pro-
priété est exacte pour f et g, elle 'est aussi pour [+ cet g+ d avec ¢,d € €. Cela
étant, on a, vu l'exercice précédent,

t t
f6)= [ Depdr . gt)= [ Dagas
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On en déduit de suite que pour tout ¢ € D(Ja,b]), on a
b b t t
1= [ $09)-Dig)it = [ ~Dugit | D.sar [ Dogas

En permutant ’ordre d’intégration, on obtient

b b b
I = [,drD.f []d8Dog [, (~Dep)dt
= [YdrD,f [?d6p(sup(6,7)) Dag

= [PdrD,f [ d0p(r)Dg + [P drD, f [ d0p(6) Dyg.

Un changement de 'ordre d’intégration dans le dernier terme conduit enfin &

b b 6
I = /g(T)so(T)DdeT+/ d@go(@)Dgg/ drD, f

b
[ 0:t9+ 10,900
D’ou la conclusion. O

Exercice 5.20 Montrer que

a) Si f,g € LL ([0, 4+00[) alors fY et gY sont convolables et fYxgY €
L. ([0, 400]) et s’annule sur |—oo0, 0].

b) Si, de plus, f admet une dérivée dans L] (]0, +-00[) alors fY * gV’
admet une dérivée dans Li (IR) et

loc

D(fY % gY) = DfY * gY + f(0)gY-

En déduire que si f € LL.(R), D(Y * fY) = fY et que si f admet
en outre une dérivée Li..(IR) alors

Y« DFY = (f — F(O))Y.

Solution: a) est évident car si x < a

(FY # gY)o = / f(@ — Dg(t)dt = (FX(o.a] * IX[0.0])e-
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b) Etablissons d’abord que pour tout ¢ € D(IR), on a
fY * Do = DfY ¢+ f(0)p.

Pour cela, remarquons que

+o00o
(fY + Dy)y = / F()(~ Dyl — )t

0

+oo
- / =Dy(f()p(x — 1) + Dy fiplz — )] dt
— F(p(r — im0 + DFY % .

Dans le cas général, on a

/ (JY 5 g¥)a(~Dagde = ((fY #gY)* D@)o

= ((fY xDg) *gY)o
(DFY * gY * @)o + f(0)(gY * @)o

/(DfY * gY ) p(z)dx + / F(0)(gY)zp(z)dx.

D’ou la conclusion. O

Exercice 5.21 Démontrer les assertions suivantes.

a) Si f € Cy([0,+00]) et si g € Li.([0,400])), alors fY * gY €
Co([0, +o00f).

b) Si f € C1(R) et si g € Cp([0, +00]), alors fY * gY € C;(]0, +00[)
et
D(fY xgY) = (Df)Y = gY + f(0)gY.

Solution: On a
(fY xgY), /fo— )gY (y dy—/f:L‘—

Le produit fY * gY est donc bien défini et continu pour tout = € [0,4o00[. Con-
sidérons ’application

@ (w1,22) '—>/ flz1—y)g
x1>0 x2>0
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Comme f(x1 —y)g(y) est continu en y sur [0, 400, il est clair que ¢ est dérivable
en s et que Dy, = f(x1 — 22)g(z2). Par le théoréme de dérivation des intégrales
paramétriques, on montre que ¢ est dérivable en z; et que

Dy, = /0 2 Df(x1 —y)g(y)dy.

Comme D,, ¢ et D,,p sont continus, ¢ est continiment dérivable et il en est de
méme de p(z,z). De plus,

DSD(%»T) = z1W\(TT)+Dx2§0\(TT)
— [ D1 gy + 1019t

D’ou la conclusion. O

Exercice 5.22 [Réponse impulsive des équations différentielles a co-
efficients constants| Considérons I'opérateur de dérivation a coefficients
constants L(D) donné par

p
D)=> aD* a,#0
k=0

et construisons la solution A de L(D)A = 0 telle que A(0) =
0,...,DP72A(0) =0, D»"1A(0) = 1/a,. On demande de montrer que :
a) La solution sur |0, +o0o| du probleme
L(D)u = f
u(0) =0,..., D" u(0) =0
ou f € Cy([0,400]) est donnée par
u=AY % fY
et est de classe C),.

b) La solution la plus générale du probléme homogene

L(D)u=0
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est donnée par
p—1
Z CkaA

k=0
les ¢; étant des constantes arbitraires déterminées univoquement
par les conditions initiales.

Si, pour tout m € IN, f,, est une fonction positive, continue et
intégrable sur [0, +o00] telle que

/fm(m)dx =1

et que
lim / Fn(z)dz =0VYR >0
z>R

m—-+00

alors la solution u,, du probleme

U (0), ..., DP 1y, (0) =0

converge dans Cy([0, +oo[) vers AY. (Ce qui montre que AY est
la réponse impulsive au sens de la physique.)

Les coefficients (ax)i_, de L(D) sont déterminés par les nombres
DP=LA(0), ..., D?*71A(0). (On retrouve donc le modele & partir
de sa réponse impulsive.)

Solution:
a) Vu lexercice précédent, on a

U = AY x fY
Du = DAY x fY + A(0)fY = DAY x fY
Dr~ty = DPTLAY x fY + DP2A(0)fY
— DPAY 5 fY
Dru = DPAY =Y +Lfy

ainsi u € CP([0, +o0o[) et L(D)u = fY sur [0, +o0l.
(0) =0,

De plus, u(0) =

..., DP714(0) = 0 ce qui permet de conclure.
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b) Il est clair que

L(D)(pz_: CyDFA) = 0.

k=0

Calculons les conditions initiales correspondant & cette solution

p—1
u = Z C,DFA.
k=0

11 vient
u(0) A(0) . DP1A(0) Co
Du(0) | paw - praq) a
Dr1u(0) DPULA®) - DW-2A(0) Cps
M

Comme la matrice M est triangulaire inférieure et a tous ses éléments contre-
diagonaux égaux & 1/a,, elle est non singuliere. Il existe donc une correspondance
biunivoque entre les constantes (Cy, ..., Cp_1) et les conditions initiales; ainsi toute
solution de L(D)u = 0 s’écrit de maniére unique sous la forme Zg;é CypDFA.

¢) La suite f,,, vérifie les conditions imposées & une unité approchée de convolu-
tion (Cours page 11.26). Comme AY est uniformément continue sur tout compact
K de [0, +00[, on a AY x f, = AY, ce qui permet de conclure.

d) Comme Zz;é arDFA + apDPA =0, il est clair vu ce qui précede que 'on a

—a,DPA(0) ag
—a, DPT1A(0) ap
: =M :
—a, D=1 A(0) ap—1
et la conclusion vient alors de ce que DP~1A(0) = 1/ay,. O

Exercice 5.23 Utiliser la méthode vue a l'exercice précédent pour
étudier le circuit
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dont 1’équation est

LDyi+ Ri+ & [yi(r)dr = f(t) sur ]0,+oo]
i(0)=0
en considérant des f € C1([0, +o0]).
Solution: Considérons le probleme équivalent
LD?}i+ RDyi+ 5i=Dyf sur ([0, +00])
1(0)=0
LDyi(0) = f(0)
Résolvons d’abord
LD}A+ RDA+5A=0

A(0)=0
DyA(0) = 1

Le polynome caractéristique L(z) = Lz?+Rz+ % a pour discriminant A = R? —4%.
Trois cas sont a considérer.

1) Cas A <0 —

LeS ZéI‘OS SOH(
- -t ? - 2 - + ¢ ? - 2

2L ¢ 2L
Posons
R
a=—
2L
et
B 1 R?
“=\VIc  arr
I1 vient

A(t) = e (O coswt + Cy sinwt).
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Comme A(0) =0, on a C; = 0. Ainsi DA = e~ (Cow coswt — aCy sinwt).
De la relation DA(0) = £, on tire Cy = -1, ainsi A(t) = e *'sinwt. Main-
tenant, nous savons que

1Y =AY « DfY + gAY + c1 DAY.

Donc 1
Z(O) = COA(O) + ClDA(O) = Clz

et
1 -R
Di(0) = cgDA(0) + ¢; D*A(0) = coF +e g

Ainsi, ¢; = 0 et ¢g = f(0). La solution cherchée s’écrit donc
iY =AY « DfY + f(0)AY = D(AY * fY) sur ]0,+oo].

Finalement, on obtient
iY = (DA)Y * fY.

Or
1 —at _: —at
DA = —[—ae sinwt + e wcoswﬂ
wlL
e—at
= —7 [—asinwt + w cos wi].
On a
oo B 1 R 1
CTY Ty T Ie T a2 T Ie

donc il existe ¢ € ]0, %[ tel que

1 1 .
a= cos w= sin .
VIC ¥ Ve Y
Il vient
DA = e 1 (coswt sin ¢ — sin wt cos @)
wlL IO P ¥
efat
= 1 - t .
Lsing sin(p — wt)
2) Cas A=0—
Le zéro double est ;—f‘ = —a. On a de plus

A(t) =e o (Clt + Cg)
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Comme A(0) = 0, il vient Cy = 0. Et comme DA = e~ *(C; — a(C1t + C3)), on a
Cy = % Ainsi

t
A(t) = Z e_at.

En procédant comme dans le cas ci-dessus, on voit que
1Y = DAY * fY

avec .
DA = 7 (—a)e ™ + — e

3) Cas A > 0 —Les zéros sont

-R—\/R?-%& ) ~R+ /R -4

2L 2L

Posons a = £+ et w = @. La solution A(t) cherchée s’écrit
A(t) = (Cyshwt + Cochwt)e™ .
De A(0) =0, on déduit que C; =0. On a
DA(t) = Cywchwte ™ + Cyshwt(—a)e™ .

Ainsi DA(0) = Cyw = +, il en résulte que

1
T’

1
A(t) = w—Lshwte_at.

Comme ci-dessus, on montre que
1Y = DAY x fY
et
pA = hwte™* + ! hwt(—a)e™*
= —pwchwte —pShwt(—a)e
1 —at
= — hwt — ashwt).
I (wchwt — ashwt)

Ainsi, si nous posons

1 1
a=——=chp w= —shop,
NiTehmi el

DA = ie*‘“ﬁ ! sh(p —wt) = <" s
wL VLC Lshy
Remarquons que comme w < a, limy—, o, DA(t) = 0.
Donnons a présent une représentation graphique des trois types de réponses

impulsives :

il vient

h(p — wt).
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Amortissement fort Amortissement faible

Amortissement critique

On peut remarquer que bien que la forme analytique des réponses change bru-
talement pour A < 0,A = 0 et A > 0, le graphique, lui, présente une évolution
beaucoup plus continue. O

Exercice 5.24 [Inégalités de Young]
Sifel? sigel?et sl existe r > 1 tel que

alors
a) f*g est défini pp,
b) frgell,

c) [1f = gll, < [If1l, gl

Solution: 1l suffit de constater que

@@=y = (F @ =) lgW)ID)" (1 f (@ =) (g(y) )Y T

puis d’appliquer la généralisation de I'inégalité de Holder établie en (4.14) aux trois
facteurs du second membre. Cela montre que |f(z —y)g(y)| est intégrable en y
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pour presque tout z et que

1/p—1 1/g—1
1(F % g)al < (L 5 Lgl DY 1 1APINP 7 1 gl
On en tire que
((F # g)™ < 1FP gl 11577 gl
Ainsi fxge L et
1f % gll% < IFIE g2 A1 glln e,

d’ou la conclusion. O

Exercice 5.25 Compléter I'exercice précédent en montrant que si

feLlr sigeldetsi
1 1
,_i_,:l
p q
alors

a) f* g est défini partout,

b) f * g est uniformément continu,

) If * gl < 151, Il

Solution: IL’inégalité de Holder montre que f(z — y)g(y) est intégrable pour tout
x et que

/f@—ymwm4<nﬂuwm.

On en déduit que f * g est défini partout et que

1 * 9l < 1£11, 119l -

De plus, il est clair que

U*mﬁh—U*mwz/uw+hw—fwmwmy

Donc, vu ce qui précede,

|(f % 9)atn — (f * 9)al [(f(-+h) = f()) * gla

1f(z+h) = f@), gl

d’ott il résulte que f * g est uniformément continu. O

<
<
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Transformation de Fourier
dans L!

Exercice 6.1 Démontrer que, dans L!(IR"), 0 est le seul élément tel
que fx f = f.
Solution: Si f € L*(IR"™) vérifie
fxf=17
alors, par transformation de Fourier, on obtient
Frfl—FFf)=0 VzeR"

On en déduit que IR™ = F; U F; ol

Fi={z:Fff=0} F={x:Fff=1}.

Comme ces fermés sont disjoints et que IR™ est connexe, F; = IR" ou F» = IR"™.

Mais par le théoreme de Riemann-Lebesgue,
lim Ff=0
Tr—00

donc on ne peut avoir Fy = IR", ce qui permet de conclure. O
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Exercice 6.2  (Transformées de Fourier dans L'(IR).) Si k& > 0,
établir que

1 T
+ _ —k
a) fy<x2+k2)_g ‘y|’
2k
+/ —klx|\ __
b) F(e ) = =,

2 2
c) ]:;t(e_k”” ) = \/Ze_ik,
1

d) F (1= kleDxpymm (@) = ¢ (STE’%)> |

(Suggestion: Etablir (b) puis (a) par le théoréme de Fourier. Pour (c), voir le calcul
figurant dans la démonstration du théoreme de Fourier. Calculer (d) en séparant
I'intégrale selon le signe de x et terminer en intégrant par parties. )

Exercice 6.3 Soient f € L'([0,4+o0]) et a > 0. Montrer que

o Fo o fly) e de = /;OO af(z). dx

Yy—x x2 + CL2

= Fi o fly) e ™ de = /O+OO E2ICo8 dx

Yy—x 1’2 + a?

0
oo C —azx? 1 jmw too —z2/(4a
[T E et = LT [T ) e a

Solution: 11 suffit d’utiliser le théoréeme de transfert en se rappelant que

0

a
FC  emar
r—=yY a2+y2
- Y
FS  emam
rT—=Y a2+y2

1 /o e
Fe —az? —y /(4(1,)-
7y 2 a®
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Exercice 6.4 Pour tout A > 0, on pose

A
Ry(x) = ———=.
A (@) m(22 + \2)
Montrer que, pour tous a,b > 0, on a
R, * Ry = Ra+b~
Solution: On a N
+ -
ft_)xe t = QW

Des lors, le théoreme de Fourier donne
FE(Ry * Ry) = FERy FERy = e~ (etV)lzl

pour tout =z € IR, donc aussi

(Ra* Ry)(x) = ——Fy e~ @I = Ry (2)

1
2w YT
pour tout z € IR.
Exercice 6.5 Montrer que I’équation
f*X =g
admet une et une seule solution X € L*(IR") si
a) f,g € L'(IR"),
b) [FTf1 >0,
¢) Supp(Ftg) compact.

Solution: 1l est clair que si X est une solution L' de I’équation étudiée,
FHFtX =Ftyg.

Ainsi
FtX = .7:+g/.7:+f

et comme Supp(FTg) est compact,

X =2n) " F (Ftg/Ftf).

109
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L’unicité de la solution est donc assurée et il reste a établir son existence au sein de
LY(IR™).

Supposons d’abord que .7-'5+0f = 1 et que Supp(FTg) C B(&,¢€). Notons « une
fonction de classe C* a valeurs dans [0, 1] telle que

{ alz) =1 siz e B(0,1)
alz) =0 siz ¢ B(0,2)

et posons a.(x) = a(z/€). Remarquons que l'on a
(FEf = FEfacle — &) = Fihe
ol
(27T)nh€ = f * .7:_(16(5 - 50) - (f.gt)f)]:_ae(g - 50)

Un calcul simple montre que
) [l < [ 1|75 wa - Fra du

Le théoreme de Lebesgue permet d’en déduire que limc_q ||he||; = 0. Fixonx € >0
de sorte que ||h¢||, < 1. Par construction de h,, il est clair que les solutions L' de
I’équation
=X =g
sont les solutions L' de 1’équation
X+X*xhe=g

caron a |1+ FTh > 0et 1+ ]—";h6 = ]-"g’f si € € B(&,¢€). Lexistence d'une
solution vient alors de ce que cette derniére équation admet une solution L' lorsque
llhe]l <1 (cf. Ex. 5.13).

On peut résumer ce résultat en affirmant que pour tout & il existe g, > 0 tel
que ’équation

f+*X =g

admet une solution L'(IR™) si Supp (F*g) C B(&o, €¢,) et si ]-?Of =1.

Par linéarité, on se défait aisément de la restriction sur .7-';0 f.

Pour conclure, il suffit alors de considérer une partition (¢;);cr de classe D>
localement finie de I'unité subordonnée au recouvrement {B(&o, €, } : o € IR"}, de
construire les solution X; des équations

f*Xz:f_¢z*g

pour chaque ¢ € I et de constater que

X=> X

i€l
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est une solution de classe L'(IR") de
=X =g

puisque
{iel:X;#0}c{iel:¢;FTg+#0}

et que ce dernier ensemble est fini. O

Exercice 6.6 [Théoreme de N. Wiener]

Soit fy € L! tel que Fyifo # 0 pour tout y. S’il existe b € L™ et
A € [ tels que
lim (f, * b)(z) = A / folt)dt,

r—00

alors on a

lim (f % b)(z) = A/f(t)dt

T—00

pour toute fonction intégrable f.

(Suggestion: Comme on a (f*b)(x)—A [ f(t)dt = (f*(b—A))(z), il suffit d’établir
le résultat pour A = 0.

Posons L := {f € L' : lim, 1 oo (f * b)(x) = 0} et démontrons que cet ensemble
coincide avec L.

Pour cela, remarquons d’abord que L jouit des propriétés suivantes :

a) L est un sous-espace linéaire de L1;

b) L est fermé dans L!;

¢) si f est un élément de L, alors la fonction F = f appartient & L pour toute
fonction intégrable F'.

Cela étant, soit K une fonction intégrable dont le support de la transformée de
Fourier est compact (par exemple K = la transformée de Fourier d’un élément de
D>(IR")). Pour tout m € IN, posons g, := m"K(mz). Comme Ffgn, = ]—"j/mK,
le support de la transformée de Fourier de g,, est aussi compact. Il s’ensuit qu’il
existe X,, € L! tel que fo*X,, = g et par conséquent (vuc)) g, € L et gnxF € L
pour tout m et toute fonction intégrable F.

Fixons & présent un élément F de L' et démontrons que F € L. Pour tout m,
la fonction f,, := g,, * F appartient & L. De plus, la suite f,, converge dans L' vers
la fonction (FyK)F. Il s’ensuit que (Fy K)F est un élément de L et par suite F' est
aussi un élément de L si l'on a pris soin au départ de choisir K tel que Fy K # 0.

NB: L’hypothese ]—";t fo # 0 pour tout y est indispensable pour que ce résultat
soit valable. De fait, pour toute fonction intégrable f et tout t € IR", on a

(T x f)(w) = T D FES.
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Des lors si Fi¥ fo = 0, on a limg_ 4 oo (b fo) () = 0 avec b(-) := eFt). Mais si 'on
pose f(z) := exp(|ac|2)7 la fonction b * f ne converge pas vers 0 quand z tend vers
Iinfini. )

Exercice 6.7 Rappelons qu'un fermé est régulier s’il est I’adhérence
de son intérieur. On demande de montrer que la régularité est une
condition nécessaire et suffisante pour qu'un fermé de IR" soit le support
de la transformée de Fourier d'une fonction intégrable.

Solution: ~Si f € L'(IR™), dans tout voisinage U d’un point € Supp F*f, il
existe un point y tel que .7-';( f # 0. Comme F*f est une fonction continue, ce
point possede un voisinage ou F* f ne s’annule pas et est par conséquent intérieur
4 Supp F¥f. Le point de départ, z, est donc adhérent & (Supp F*f)?. On en
déduit que le fermé Supp F* f est régulier.

Si F est un fermé régulier, posons (2 —F. SiQ= 0, F =0 et F = Supp F*0,
d’ott la conclusion. Si Q # (), il existe une suite (I)rew d’intervalles compacts de
Q qui le recouvre. Pour tout k € IN, fixons une fonction positive @i € D>®(Q) égale
a 1 sur I. Posons

fo=27"|FF o]l Frou
de sorte que

Ifelly =278 FEfo= @m)m2 ™ | FF o], o

Remarquons que la série des f est convergente dans L!(IR") et posons
+oo
F=>f
k=1
11 résulte de cette définition que dans L>°(IR™), on a

+oo
Frf =Y FEf.
k=1

Vu la définition de fg, il est clair que

Frf>0 sizeF°
Frf=0 siz¢F°

Cela montre que Supp F£ f = F°~ = F, d’ou la conclusion. O
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Exercice 6.8 Démontrer que la transformée de Fourier d’'une fonc-
tion radiale intégrable est une fonction radiale.

Solution: Soit F une telle fonction et soient x,y des points de IR™ de méme module.
Si U est une matrice orthogonale telle que Uy = x, alors on a

FiF=FEF = / eFHUYD (1) dt = / eE:0) p(Tt)dt.

n n

Par le changement de variables linéaire ¢’ = Ut, on obtient alors

FfF =FFF.

Exercice 6.9 [Formules de S. Bochner]
Dans IR", on a

+ +oo n—1
FiF= [0t yhr,
ou f est la fonction telle que F(z) = f(|z|)Vz € IR", ot pour r > 0 on

Vi(r) =2cosr

An=1)/2 o
Vo(r) = ) / cos(r cos ) sin" 2 0df ( sin > 2).
0

['((n—1)/2
En particulier, on a dans IR? :
w/2
Vo(r) = 4/ cos(r cos 0)do;
0

et dans IR? :
Vs(r) = 4msinr/r.

(Suggestion: Utiliser I’exercice précédent. )
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Exercice 6.10 [Transformée de Fourier d’une fonction radiale]
Soit k > 0. Dans IR,IR?, R?, calculer -, e .
Solution: Appliquer les formules de Bochner. Traitons le cas de IR®. 1l vient :

4 [T

|l/| 0

—+oo
= ?—7% (/ rekreirlydr>
Y 0
S Am [ e(—htilyr |+
= r

+oo 6(7k+i|y\)r
ST — */ ——dr| .
lyl | —k+ilyl, o —k+ilyl

Une intégration par variation de la primitive conduit alors a

—+oo
0 ]

FE ekl re kT sin(r |y|)dr

r—Y

FE —klal

—k+1i r
o _4ir el +.Iy|)
lyl (=K +ily])?

_ g g(—k—ilg\)z’
lyl (k2 + |y|*)?
dm 2k|y|
lyl (k2 + |y|*)?
8k
(k2 +[y|*)2

Exercice 6.11 Montrer que si a > 0,

2sin ax
Fi(X}—a,a[) —

x
Exercice 6.12 Pour tout m € IN, on a

w/2
I, = / sin(2m + 1)z /sinx de = /2.
0

En déduire que

— 400 3
/ dx 22T — /2.
0 T
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Solution: De fait, pour tout m € INy et tout x € ]0,7/2][, on a

Fm(x) _ Z e2ikw _ (eim(2m+1) _ efiz(Qerl))/(ei:c - efiz) _ sin(?m + 1)1,/ sinz

k=—m

Ziz) Des lors, on

(somme de termes d’une progression géométrique de raison e
obtient

/2 w/2 M ) m /2
I, = / Fm(x)d$:/ Z e2’k1dm:7r/2+22/ cos 2kz dx = 7/2.
0 O k=—m k=1 0

Pour en déduire la valeur de I'intégrale fléchée, procédons en deux étapes.
a) — Posons

/2 : .
I = / (sm(Qm + 1z sin(2m + 1)96) de.
0

sinx T

On a lim,,— 400 Jm = 0.

De fait, posons f(x) := (1/sinx — 1/2)x)0,x/2((x). Cette fonction est intégrable
etona QFTf= foﬂ/Q(l/ sinz — 1/x)sinzy dz. Deés lors, le théoréme de Riemann-
Lebesgue entraine lim,, 4o Jm = 0.

b) — Cela étant, de (a) et de la valeur constante de I,,,, on déduit que

/2 L
/2 = lim/ sin(2m + 1o
m Jo x

2m+1)7/2 _;
~ tim [ L
m Jq x

— 400 -
sinx
= / dzx.
0 T

Exercice 6.13 Soient a,b > 0. Calculer

+o00 1 ] — 400 :
/ I sin(ax) sin(bzx) 7 / I sin(ax) cos(bx)
0 0

2 x

et

/0—>+°° Jr sin(ax) sin(bx) (a £).

T
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Solution: ler cas. On a successivement

[ dnlarlsinte) _ 1 g sinfam)sinten)
0 .132 o 2 R .132
1
= 3 / dx F¥ X(—aa) Fa X[-b)
R
Y
- Z / 2 X[—a,a) (%) X[-b)(2)
R
- ginf{a,b}.

2éme cas. On a

2sin(az) cos(bx) = sin((a + b)z) + sin((a — b)x).

Des lors / )
oo b w/2 sia>b
/ sin(az) cos(bx) o Ga<h
0 r w/4 sia=0b.

3 éme cas. SiB>A>0etsif3>0,0na

B - 7 :
/ " cos(Ax) —cos(Bz) / dx / dy sin(zy)
0 0 4

T
B
/ iy = C(;S(ﬁy)

A
B B
= In(2)- / ay <0Y)
A A Y
Comme 1/y est intégrable sur [A, B], le théoréeme de Riemann-Lebesgue donne
B
| cos(By) _ oo 1
1 dy ——= =1 RFT 45— = 0.
g [y — Gl RFy g7 X14,8) ()
D’ou, pour tous réels non nuls A, B
/H+oo " cos(Ax) — cos(Bx) _ ln(@).
0 €z Al
1l s’ensuit que pour tous a,b > 0, a # b, on a
/ dx sin(ax) sin(bx) _ -1 / de cos((a + b)x) — cos((a — b)x)
0 X 2 0 x
1 a+b

iln( ).

o = b|
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1

Exercice 6.14 Calculer [ = / [sinz + sin(1/x)]/z dx.
—0

(Suggestion: Soit 7, — 07. On a d’une part frlm % dr — 01 % dx. D’autre

part, par le changement de variables y = 2~ !, on a

1 —+4o0 _:
/ sin(1/x) de — / sinz -
T 1

x xT

m

11 s’ensuit que I existe et vaut 7/2. )

. oo | T 1
Exercice 6.15 Montrer que / sinx/ {:c(l + xQ)} dr = 3 (1 — )
0 (&
(Suggestion: Calculer la transformée de Fourier en cosinus des fonctions xjo,1[ et
e~ * et appliquer la formule de Parseval. )

Exercice 6.16 De la formule de Parseval, déduire que

[T
o (22 +a?)(22+b2) 2aba+b’ '

Solution: On a

2k
Freklel = 5 5 sik > 0.
k?+y
Ainsi,
1 o e*a\yl)
24a2 VT 2
et
1 —blyl

wrp T

Comme e~ /2a € L' et que 1/(2? + a?) € L', la formule de Parseval montre que

+00 dx +oo o—aly| ,—blyl
/ 2 N2 L2y 2”/ dy
oo (@4 a?) (2?4 1?) oo 2a 2b
2 +o0 (atd)
= 2 JR— —\a Ud
7T4Clb 0 € y
dr _e-latby [T
T 4ab  a+b o
T

ab(a +b)
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d’ou la conclusion.

Exercice 6.17 [Intégrales de Fresnel

dr =/=— ; A>0.
\/ExQ)\’>O

Solution: Si x > 0, l'intégrale de Poisson montre que

“+o0
1
/ e_xtzdt = \/?
0 2V

/—>+<>° COS \T T
0

ainsi

Il en résulte que

)\ m 2 +oo
/ GO / cos )\o:(—/ e*thdt)dx.
0 VT Jo

\f/ cos /\x
2

Des lors,

dt e(z/\ t )w:|

([
_ ?R/ a [” dmemww]
[ a5

(z)\ t2 +oo
- / 6(2A7t2)zdx

+oo t2 o0 5
= / dt L4 e —/ cos A\xe ™ zda:}

+oo 2 +oo +oo
/0 A2 )\2 / dt/ T cos Az dx.

Pour ¢ € |0, +oo[ fixé, e=*% | 0 sur |0, +oo| donc

+oo 2.
’/ dr e " *cos \x

m

= R I\ —t2

—t%m

<

>/\l\')
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Ainsi
“+o00
dt

/ = —t*m
< 1/ —0 ,m — +oo.

— 400 o +oo 2
\/7?/ cos )\xdaz :/ t dQt
2 Jo VT 0 tH+ A2

+oo
T cos \x dx

On en déduit que

Posons

on a zt* + A2 = \2 d’on

et . .
t=VA1—gz)T2z"1
d’ou
1.1 _3—1
Dyt = \5\1(;—1) —
= —%(1—1-)_%1-_%
Ainsi

1
1 1 A
I = /A(l—x)mc?)\zxf(l—m)‘lxidx
0

4
1 ! L s
- 1—g) ig—id
4\[\/0( x) iz T
1 31
= 7]37,7
PG D
- Y
2V2\

La derniére égalité provenant de la formule d’Euler. Finalement, on a

/*+°°cos)\xdx_ T T
0 Ve VT 2v/2X 2\

=1

119
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Exercice 6.18 i) Calculer

+oo gin? o
/ dz.
0

T2

ii) Soient a, A > 0. Calculer

/0%o (Sin(aw)ysin(m) dr et /O m (Sm(ax)fcos(m dz.

i T

Solution: 1) En intégrant par parties, on obtient

. [e%s) _ .
—sintx T 46in z cos
I= + — dx.
X 0 0 X

Comme on a

1 1
sin® z cosz = = sin 2z — = sin 4z
4 8

— 400 -
sin Az
on obtient I = 7/4 car / dx = g
0
ii) Cas du sinus
On a 1/2? = —D,(1/z); une intégration par parties donne alors

+o0 . 2 — 400 ) . .
/ <sm(a:r)) sin(\z) do = / g Asin®(az) cos(Az) + asin(Az) sin(2ax) ‘
0 x 0 x

On a encore

1 — cos(2ax)
2
= (1/2)cos(Ax) — (1/4) (cos((2a + N)z) + cos((2a — N)x))

sin?(az) cos(A\x) = cos(\z)

= i (cos(Az) — cos((2a + N)x) + cos(Ax) — cos((2a — N)z))
et
sin(Az)sin(2ax) = —(1/2) (cos((2a + A\)x) — cos((2a — N)x)).

En se rappelant que, si A, B > 0, on a

= ln(z)

— 400 _
/ I cos(Ax) — cos(Bx) B
0 X
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on obtient, si 2a # A,

+° /sin(az) > A A+ 2a [A — 24| a, |A—2a
Sar) ) g - 21 1 4
/0 < . ) sin(Az) dx 4<n y +1n 3 ) R PRI
1. (A +2a)M222q — A2 2
= Zh’l A2)‘ .

Si A = 2a, on a (la troisieme ligne étant obtenue par une intégration par parties)

/0+oo <sin(ax)>28m()\z) de — /0+0<> i cos(ax) sin(az)(1 — cos(2azx))

T 2

/+°° i (1/2) sin(2azx) — (1/4) sin(4azx)
0

2

_ /HJ“X’ d cos(2ax) — cos(4ax)
0 X
4a

= In—
2a

= In2.

Cas du cosinus
Vu la parité de 'intégrand, on a

[ (9 - (22

<sin(a:v)> _ %]_—;;x (1= |yl/(2a))X[=24,24) (1)) -

Or on a

xT

Comme la fonction F'(y) := (1—|y|/(2a))X[-24,24](¥) est continue sur IR, le théoreme
de Fourier donne

/+Ood sin(az) ’ (Az) = -t F(y)
; x . cos(Az) = SF T Ey
am
- Tp
TP
_ T(1=X(2a)) siA<2a
0 sinon.
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Exercice 6.19 Soient a,b € IR. Calculer

/+°° cos(ax) — cos(bx) i
0

T2

Solution: ~ Comme la fonction (cos(ax) — cos(bz))/x? est continue sur ]0,+oo],
admet une limite finie en 0 et est de module majoré par 2z~2, elle est intégrable

sur ]0, +o0[.
En utilisant le fait que 72 = —D,x ™', une intégration par parties donne
+o0 — 400 : :
cos(ax) — cos(bx bsin(bx) — asin(ax
[ e cnlbn) [ bint) —asites)
0 x 0 z

2 (bl = lal)

Exercice 6.20 Soient a,b > 0. Montrer que
bx

/*Jroo cos(ax) — e~ dr — ln(é).
0

i a

P . _ cos(az)—e " .
Solution:  La fonction f(x) = ==*==—"— est continue sur ]0,4oc[, admet une

limite finie en 0; la fonction e~ /z est intégrable en +oo et cos(az)/xr admet une
intégrale fléchée en +o0o. Au total, la question posée a un sens.

Cela étant, en transformant 1/z en une intégrale puis en permutant ’ordre
d’intégration (la fonction |cos(az) — e b%|e™?Y est en effet intégrable en z,y sur
10, +00[ % ]0, +00[ comme on le voit en intégrant par rapport & y puis par rapport
ax),ona

B cos(ax) — et
I(3) = /0 ()—

T
B +oo
= / cos(a:v)—e_bx/ dy e~ ™Y
0 0
Feo 1 e~ (b+y)B asin(aB) — ycos(a
:/ dy<2y2 N B (ﬂg y2 (ﬂ)>'
0 Yy +a b+vy b+y yi+a

La somme des deux premiers termes de I'intégrand constitue une fonction intégrable
sur ]0,+oo| d’intégrale égale a In(b/a) (intégration par variation de primitive).
L’intégrale de la somme des deux autres termes converge vers 0 quand § — 400
par application du théoreme de Lebesgue. O
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Exercice 6.21 Si f € L .(IR) (resp.C°(IR)) est une fonction pério-
dique de période 1, montrer que

m—1 k

1 . o
Z Z / —127r]ydy)6127r3m

converge dans Li (IR) (resp. CO(]R)) vers f.

Solution: On a successivement :

1
—i2Tmy 12mma
(| rwe==mage

1
B f(y)dy

x

€™M f(x — 2)dz (chgt.var. z =z — y)

T~

-1

12
= / ez f (1 — 2)dz (périodicité).
—1/2

Il en résulte que

12 7 k=0 j=—k
Or
1 & iomjs 1 sm(7rmz) 5
m — j_z ¢ B sin 7z
donc
si 'on pose
m—1

. :
Z ei27rjzx[_%,%](z) _ %(%)%{[_%é](z).

/pm(z)dz =1

/ p (z)dz:/ l(wyd&
|z|>R " L1>|z|>R M sinmz

pmlz) = -

Ainsi, d’une part,

et d’autre part,
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Cette relation montre que

[ etz = [ LI,

1s)z[>R ™M 7z sinmz
1 s1n ™z
i>[2I>R m Tz
sin Tu
< / ( )2dz.
Im>|u|>Rm TU
L’intégrabilité de
sin Tu

( )?

U

/ pm(2)dz — 0
|z|>R

ce qui acheve de montrer que p,, est une unité approchée de convolution dans LllOC

et dans Cy. La conclusion est alors immédiate. O

montre alors que

Exercice 6.22 [Formule de S.D. Poisson]
Montrer que

§ f( Z 27rm

m=—00 m=—0o0

si
o feCOR)NLI(IR),
oYt f (ac +m) converge absolument et uniformément sur [0, 1],

o St F Qﬁm f converge absolument.

—+oo

m=—0o0

Solution: Vu les hypotheses, il est clair que F(z) =
fonction périodique de période 1 continue.
L’exercice précédent montre alors que

F(Z‘) _ ml_lg_loo - Z Z / e$i2ﬂ'jydy)€:|:i2ﬂ-jm

f(z + m) est une

1 ! i
FO)= lim — > 3" [ F(y)eTvdy.
(0)= lim -— > 2 /O (y)e y
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Or il est clair que

L 11
/ F(y)e™ ™ dy = lim ( Z fly+r))eFT?mvdy
0 0 =,

l—+o0

donc, on a successivement, en tenant compte de 'intégrabilité de f,

l—+oc0

1 o Lot .
[ rweovay =t 3 [ eray
0 =T

I+1 ) )
— dim [ f(y)eFvdy

l—4o0 —1

= TS

La conclusion résulte alors du théoréeme de Cesaro et de la derniere hypothese. O

Exercice 6.23 Soient a > 0 et b € IR. Calculer la transformée de
Fourier de la fonction

f(t) = te ™ sin(bt).

Exercice 6.24  Soit ¢ une fonction de D(IR) a valeurs entre 0 et 1 et
égale & 1 au voisinage de 0. Montrer que Fi,|z|p(x)estintégrablesurIR.

Exercice 6.25 Soit ¢ une fonction de D(IR™) non identiquement
nulle. Montrer que la transformée de Fourier d’une telle fonction n’est
pas un élément de D(IR™).

Exercice 6.26 [Equation de la Chaleur]
Considérons une barre mince infinie de métal de conductivité con-
stante v et de chaleur spécifique volumique constante C'.
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Si U(x,t) désigne la température en x au temps ¢, on a

oU _ v &U
o C 9z

En effet, si B désigne la portion de la barre comprise entre = et x + Ax,
la quantité de chaleur recue entre t et t + At est égale a

oU

Cette quantité de chaleur doit étre égale a

(U(z,t+ At) — Uz, t))CAux.

(x+ Az, t) — fyg:(x, t)).

On a donc
v 0U ou C
= A _ = - At) —
Ax( e (x 4+ Az, t) o (x,t)) At(U(l‘,t-i- t) —Ulx,t))
d’ou par passage a la limite pour Ax, At tendant vers 0, on voit que
PU_ o0
Torr T ot

comme annonce.

On demande de résoudre cette équation par transformation de Fou-
rier en z, si I’on impose la condition initiale (ou la convergence est dans
LY(R))

lim Uz, #) = f(a)

et des conditions appropriées a U.

Solution:
a) ANALYSE — Nous allons chercher une solution U telle que les fonctions

82U( H aU( H ou
). (), 2
PO 9 T O
soient continues en (x,t) dans IR x ]0,4o00[ et intégrables en x sur IR pour tout ¢
fixé dans ]0,4o00[. Nous supposerons également que pour tout intervalle compact
[to, t1] de ]0, +o0], il existe F'(x) intégrable sur IR telle que

Ulz,t) (1) (6.1)

t e [to,t1] = ’aU(x,t)‘ < F(z) (6.2)

ot
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De plus, nous imposerons a U la condition initiale
lim U(z,t) = f(z) (6.3)
ott la limite est & considérer dans I'espace L!(IR).

Une telle solution admet pour t fixé une transformée de Fourier U(f,t) =
fZFU(x, t). Comme on a d’une part

ou v 0%U
= L7 4
)= Lo () (6.4)
et comme %(x, t) et %zg (z,t) sont intégrables en x, pour t fixé, il vient :
ou Y,
(= = —(—i&)?FF : 6.5
FE (O (@ 1) = (i€ PFEU () (65)

D’autre part,
U t) = FiU(x,t) = /eifo(x,t)dx

et le théoreme de dérivation des intégrales paramétriques montre que U (x,t) est
contintiment dérivable par rapport & ¢ sur ]0, +oo[ pour z fixé et que

U ou
E(gvt) = F;(E(zi))a

I’équation 6.5 devient alors

oU Y 2h
E(f?t) - _6§2U(§7t)'

La théorie des équations différentielles linéaires & coefficients constants montre
alors que pour tout ¢ fixé, il existe une constante C'(§) telle que

U(&,t) = C(&)e et (6.6)

Comme la transformation de Fourier est un opérateur linéaire continu de L!(IR)
dans L>°(IR), la condition initiale 6.3 montre que

Jim U(¢,t) = FE f (),

la limite étant & considérer dans L. Mais les fonctions U (&,t) et .7:; f sont con-
tinues sur IR donc

Ue,t) = 7 f
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sit — 0%, Or, pour tout & fixé, U(£,t) — C(€) si t — 0 donc C(¢) = }"grf.
L’équation 6.6 montre alors que

U, 1) = (FE e 2.
La fonction ]-"; f est continue et bornée car f € L}(IR) donc
(F& e 28 e LY(R)
pour tout ¢ fixé. Le théoreme de Fourier montre alors que
2m)U(y,t) = F, {(fgf)ef%é%]
De cette équation, on déduit que

(27T)U(y,t) = /e*ify(/ eiémf(x)d$)67%52td§
et = / ds/ daf(w)e ' SWmem e, (6.7)

Or, on dispose de la majoration

) S0 < | 2

ou le second membre est intégrable en (z,£). Des lors, on peut permuter l'ordre
d’intégration dans 6.7 (Fubini), ce qui donne la relation :

Uy, t) = /f(m) l/ eTitly—o)¢ 6_265 tdf] dz

T
_ e
= e (6:5)
y
On sait par lexercice (6.2) que
2
fy_(e_k’”z) = %6_37.
Il en résulte que
f_(e_%gzt 1 |7C _cs?
= — —e vt
o 2n 2w\ ~t

Nous avons vu que la gaussienne d’écart type o est la fonction

1 .'L'2
Go(x) = a\/ﬂeiﬁ’
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il en résulte que

2 ) = Gyl
ainsi, ’équation 6.8 devient
Uz, t) = (f * G@)ra

ce qui acheve ’analyse de notre probleme.
b) SYNTHESE — La fonction G\/E(x) est de classe Co pour (z,t) € R X
C

10, +00[; de plus :

]. C _1 _sz
D@ = gy [Pt ™)
= L g —}t %e 4It2+t 3 (;"%26_402z
 Ver\ 2y | 2 4t
_ L je[L, G e
CV2r\ 29t [ 2t A2
Cz? — 2t
= e Gy=W
—Cx
Dm 27t = 5, PR
Cym®) = 53Cym@
-C Cx —Cx
2 - v el Gl f
D:G @) = 535G @) - o5 (5r)6 /(@)
C(Cx? — 29t)

4~2¢? G@(x)

De ces relations et du théoreme de dérivation des intégrales paramétriques, il résulte
que pour tout f € LY(IR), la fonction

vérifie les hypotheéses (6.1) et (6.2) et que

DEU(e,t) = (£ +(5 S5 G ()
D (a,t) = ( + (T G ()
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La fonction U(z,t) est donc bien une solution de 1’équation de la chaleur. En ce
qui concerne la condition initiale (6.3), remarquer d’abord que pour tout R > 0,

lim Gy(z)dx = 0.
70 Jja|>R

1
Go(z)dx z/ e
/z|2R ( lz|>R OV 2T

et en posant x = oy, il vient :

1 y2
G, (z)dx :/ ——e Zdy
/|m|2R : y|>& V2T

et la conclusion résulte directement du théoreme de Lebesgue appliqué aux suites

En effet,

_ =%
202 dx

ol g, — 07T.
Il suffit d’appliquer, & présent, le théoréeme sur les unités approchées de convo-
lution (Cours, p. 11.26) aux suites G, , o, — 07 pour montrer que

[ *Go o f
si 0 — 07. Par conséquent,
Ulz,t) = f(z)

si t — 07 et la condition limite (6.3) est satisfaite.
On peut s’assurer que pour tous «, 5 > 0, il existe un polynéme P, g(x,t) tel

que
P, s(x,t)
a o _ ., )
Dz Dt G /2gt ("E) = 7to‘+25 G /zgt (517)

Pour tout compact K de ]0, 400, il existe donc une constante Ck telle que

anb
sup DDy G | < Ck.
(z,t)eRXK k %

Cela montre que la solution
Uz,t) =(f+*G /o7)a
(J}, ) ( * 22; )

est en fait de classe C, sur IR x |0, +o00].
En guise de conclusion, donnons le graphe de la fonction

(t:2) ~ G ymele),

solution élémentaire de ’équation de la chaleur.
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Chapitre 7

Transformation de Laplace
dans 1!

Exercice 7.1 Etablir les formules suivantes (transformées unilatéra-

les):

a) Ly(x*) =" sia> -1, p>0

prEs g
b) ﬁp(% e :W; siaeR,p>a,melN
c) Ep(e\;%):ﬁ;sia>0,p>0

d) Cp(e:;;fw) = \/ge”\/@; sia>0,p>0

2

e) £p(ﬁ cos a\/x) = \/ge_%p ;sia>0,p>0.

Solution: a) On a

400
Ly(xY) = / e Prx%dx.
0

| T
0 p p
+oo
= p*afl/ e “u®du
Jo

133

Posons pzr = u, il vient

Lp(x*)
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Ia+1)
=
b) Utiliser a) et les propriétés de la transformée de Laplace
c) On a
e—ax +oo _—ax
I= Ep( =

_ € —pa
\/ﬁ) | \/ﬁe dx.

+oo e—ay2 5
I = / e PV 2ydy
0 \/ Y2

N
- ﬁ/o e (P dy

2 ™ 1
= ar Poisson.
2yr\a+p p+a P

d) Par définition, on a

Posons = = y2. 1l vient
+
- / ~ e—pyze—a/yz’@dy.
0 Yy

+oo
- 2/ e~ PV ra/v) gy — 21 /ﬁe—?\/ﬁ7
0 2V p

car on dispose de la formule

+oo
/ 67(ax2+b/x2)dib = ! 1/ E672m,
0 2 a

e) On sait que

si a,b > 0. Il en résulte que si

I= Ep(% cos av/z),

on a

+oo
1
I= / e P — cosay/z du.
0 Vi

Chapitre 7.
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Posons = = y?2, il vient

+oo
1= 2/ e~ PV’ cos ay dy = \/? e=a’/4p,
0 p

Exercice 7.2 a) Soit f € L'(]0, +o00c[). Montrer que

+00 +o0o
| eer@)d = [ f(@) do
0 0
b) Soient f € L'(]0,+o0|) et p > 0. Montrer que

L,(L,(f) = /Omm dz.

Remarque : Les transformations de Laplace sont des transformations
unilatérales.

Solution: a) La fonction e P?z|f(x)| étant intégrable sur |0, +o00[ x |0, +00[ comme
on le voit en intégrant d’abord par rapport a p, la formule demandée résulte d’une
simple permutation d’intégrales.

b) Pour p > 0, considérons la fonction F(z,y) = f(x)e PYe *¥ sur |0, +o00[ X
10, +00[. Comme |F(x,y)| < |f(x)|e”?Y et comme |f(x)| € L'(]0,+o0]), e ?Y €
L(]0, 4+00[), la fontion F(x,y) est intégrable sur |0, +o00[ x |0, +ool. Il s’ensuit que,
par permutation des intégrales :

+o00 +oo +0oo
Ly(Lyf) :/0 d:c/o dy f(z)e PYe ™Y :/0 dx ;fl

O

Exercice 7.3 Calculer la transformée de Laplace unilatérale en p > 0

de la fonction f(x) = (cos(azx) — cos(bz))/z (a,b € IR).

Solution: Par exemple, en exprimant la différence des cosinus comme une intégrale,
on obtient

+oo — b oo ’
/ I cos(ax) — cos( x)efpa: _ / dx e*P“"/ dy sin(zy)
0 z 0 ¢

b “+o00
= / dy / dx e P7 sin(xy)
a 0
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b
Yy
/a p*+y?

1. p2+b°
—In——.
2 p2_|_a2

Les calculs sont justifiés par le fait que la fonction f(z,y) := e P*sin(zy) est
intégrable sur ]0,+oo[ x I ol I est l'intervalle borné d’extrémités a et b car on
a |f(z,y)| < e P et la fonction e P* est intégrable sur |0, +oo[ x I. O

Exercice 7.4 Soit a > 0. Calculer les transformées de Laplace uni-
latérales en p > 0 de f(x) = |cos(az)| et g(z) = |sin(ax)|.

Solution: Comme les fonctions (de x) |cos(ax)| et |sin(ax)| sont bornées sur IR et
7 /a-périodiques, on a

+o0o 1 7r/a
I. .= e P cos(ax)| doe = ——— dx e P*| cos(ax)|
0 1 — eipw/a 0

et

+o0 T/a
1
I = e P sin(ax)| doe = ————— dx e P*|sin(ax)|.
0 1-— eipﬂ-/a 0

Cela étant, pour I., on a successivement

1 7/(2a) w/a
. = ——— / dzx e P? cos(ax) — / dzx e P? cos(ax)
L—empr/a\ Jo ©/(2a)

D+ aePT/2a) _ pe=pr/a i qo-pr/(20)
(1- e—pﬂ/(%)(p2 + a?)
D 1
p? + a? * (p? + a?) sinh(pr/(2a))

Et pour I, on a

I, = %/ / dx e P* sin(ax)
1—err/a |
a 1+4ePr/e
p2+a?l—epr/a
0 ern/Ca) 4 o—pr/(20)

p2 + q2 epm/(2a) _ g—p7/(2a)

a pm

= ——— coth=—.
p2 + a2 co 2a
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Exercice 7.5 Montrer que

sin x 1
L(——) = tan(— > (.
o0 = arctan()  p

Solution: La fonction Sig‘” étant bornée pp, e P Si;“: est intégrable si p > 0 et

+oo 3 +oo +oo
_, sinx g . _
/ e Pr dx / dxe P* smx/ et dt
0 € 0 0

+oo +oo
= / da:/ dt(e P* sinze ).
0 0

e P* |sinz| et

Il est clair que

est intégrable en ¢ pour presque tout x > 0 et que

+oo <7
/ dte P* |[sinz| e ™ = e_pf”M
O 1.

est intégrable en x. Le théoreme de Tonelli montre donc que
—tx

e PPsinxe

est intégrable sur ]0, +oo[ X ]0, +00] et le théoréeme de Fubini montre que

: +oo +oo
Ep(sn;:c) = / dt/ sin ze” P74y
= / it [ / ~(pe- de]
0 0
+o0 e—(p—i—t—i)x +oo
= / dtS | ——mm=
0 —(p+t—=1), ]

[ 5w
————dt
0 (p+t)2+1

= arctan(p +t)|;°

T t
= < —arctan
9 p
1
= arctan(—).
p

D’ou la conclusion. O
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Exercice 7.6 Etablir les relations ci-dessous :

a2
a) Ep(ichf(/%ﬁ)) = \/ge@ ca€lR,p>0.

b) L,(Jy Siry‘ydy) = %arctan(%) ; p> 0.

c) Ep(f_”LOO COSydy) l (1+p?); p>0.

T

d) L,(<5%) =In(E2) ; p>a,p > b.
e) L (fﬁoe “dy) = 1 (1+p); p>0.

Solution: a) Par le changement de variables x = y?, il vient

I= Cp((m\/\i@) = / - e V" 2ch(ay)dy

(=)

+oo R R
= / [eay—py +e WY | gy,
0

Or, on dispose des formules

pyz—ay=(fy—27) —pr
py° +ay = (Vpy + \f) e

Par changement de variables, on en tire que

1 +oo +oo .
I= —ea2/4p(/ eftht+/ eftzdt).
VP —a/2p a/2\/p

D’ou la conclusion par Poisson.
b) On sait par un exercice précédent que

sinx

Lp(

1
) = arctan(=) ; p > 0.
p

Or *-% est continu, donc

flz) = /0 Si;ydy

Chapitre 7.
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est de classe C!' NL! & dérivée transformable par Laplace pour p > 0 et

Ly(Df) = —f(0) +pLy(f)

d’ou la conclusion.
¢) Pour tout m € IN, posons

“+o0 m
I, :/ dx e_p”’/ dy cosy/y
0 T

et calculons cette intégrale. On a

m m +oo T
I, :/ dme‘px/ dycosy —/ dme‘px/ dycosy.
0 T Y m m Yy

Apres vérification de I'intégrabilité par rapport aux deux variables et permutation
de l'ordre d’intégration, on obtient

m v coS oo oo coS
I :/ dy/ dze P2 S2Y —/ dy/ dzePe Y
0 0 Yy m y Y

Le calcul fournit alors 1’égalité

Iy :pile 7p71<]ma (71)

ol on a posé

+oo

Lm:/ dy(cosy)(l—e*py) et Jm:/ dye*pycosy.
0 Y m Y

Une application directe du théoreme de Lebesgue entraine J,,, — 0. Calculons alors
Ly,.

En exprimant que y~! = f0+°o e~ Ytdt pour tout y > 0 et en permutant ’ordre
d’intégration, on obtient

+oo m
L, = / dtR dy (el =D — li=t=Ply),
0 0
ce qui, apres calcul, donne
+oo
Ly, = / dt2~ (DyIn(1 +¢*) — Dy In [1 + (t +p)?]) + L),
0
oll on a posé
+oo
L. = / dtle™ "™ (1 +t*) ! (sinm — t cosm)
0

—e~ P (1 4 (£ + p)2) " Ysinm — (¢ + p) cosm)].
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Comme le module de U'intégrand de L est majoré par la fonction intégrable fixe
A+ ) A+ 1)+ e 14+ (t+p)2] (L +t+p),

le théoreme de Lebesgue entraine que L/, converge vers 0 si m — +oo. (Variante.

On a »
1—e™P = [e_ty]g = / dt ye .
0
Des lors
m P
L, = / dy Cosy/ dt e” %
0 0
D m
= / dt/ dy cosye™ ™
0 0
P +o0 ) P +o00
= 3‘%/ dt/ dy e vt —/ dt/ dy cosye Yt
0 0 0 m
/p t P +oo .
= dt —/ dt/ dy cosye Y
o t+1 Jo m
avec

IN

P +oo
/ dt ‘/ dy cosye Yt
0 m

P
< 2/ dte”™( majoration intégrale trigonom.)
0

P +oo
/ dt/ dy cosye Yt
0 m

ol le majorant tend vers 0 si m — +00.) Par conséquent, on obtient

lim L, =2 'In(1 4 p?).

m——+oo

Finalement, en tenant compte de 7.1, on a

lim I, = (2p) ' In(1 + p?).

m— 00

Pour conclure, il suffit maintenant d’établir que

— 400
L, / Coysydy) = lim I,

m—0o0

ou encore que 'on peut appliquer le théoreme de Lebesgue a la suite

F,(x) = efp””/ COsydy.
z Y
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De fait, pour tout m, on a

[Fm ()]

IN

1
efp"”/ dycosy‘jL - /m dycosy’
x Yy 1 Yy

1
e’p‘”/ dycosy‘+26pg;
P Y

IN

ou la deuxieme majoration est obtenue en utilisant I'inégalité des intégrales trigono-
métriques.

Comme la fonction majorante est intégrable sur |0, +oo[, le théoreme de Lebes-
gue peut s’appliquer et on conclut.

d)
‘oo Jax _ bz
I:/ £ T gy
0 X

L’intégrand est intégrable si p > a,p > b. De plus, on a

1T e~ PT
0T _ obw e x 6(0,717):6
D a ( T € ) = = 76(b7p):r .
7$6bxefpa:

En appliquant le théoreme de dérivation des intégrales paramétriques, on obtient

e(afp)w Foo

1
“+o0 e(a—p)z a—p 0 p—a

b 0 e(b—p)x 1
5 ol b—p

Par primitivation, il vient
I=In(p—>5)—In(p—a)+C.
Or, si a = b, il est clair que I = 0 donc C' = 0. Ainsi,

p—>b
p—a)'

+oo +oo 675
I:/ dxe*pZ/ —d£.
0 T 5

I =1In(
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Inversons 'ordre d’intégration :

~
I

+oo 3 e—¢
/ df/ dxe PP —
0 0 3

too o= b |
= - d
/0 § b ¢

0
tooepe

- e

1 eV _ o—pE
“Ly(———
3

et si 'on tient compte de ’exercice précédent, il vient :

]:11n1+p:1n(1+p),

p 1-0 D

Exercice 7.7 Soit la constante d’Euler
¢ =lim (Z k- 1n(m)> :
k=1

Montrer que
a) —C = DI'(1) = £, In(x)
b) £,1In(z) = —p~(In(p) + C) pour p > 0
¢) —C= [ a7t (e (1+2z)") dr
(Les transformations de Laplace sont des transformations unilatérales.)

Solution: a) et b) voir livre de théorie pp 171 — 173.
(Pour rappel : si p > 0, il vient, en posant y = pz,

+oo +oo —y
/ e PPlnxdr = / S gdy
0 0 p p

1 +oo +oo
- {/ e YVinydy — lnp/ eydy]
p lJo 0
L[ [*ee
= - {/ eylnydy—lnp].
P LJo

Or on a oo
DI(1) = / e 'Intdt = -C
0
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(voir cours).)
¢) On sait que pour tous a,b > 0, on a

+oo —at __ ,—bt b
/ it % —m 2
0 t a

Des lors,

+o0 +oo +o0 et — gt
fC’:/ dzx efxlnz:/ dx efx/ dt ——.
0 0 0 t

Une permutation des intégrales donne alors

+oo 1 +oo

-C = / dt 7/ dz (eftefmfefxtfr)
0 tJo

+oo

1

/ gt (et - L)

o t t+1

Justification pour la permutation : Tonelli-Fubini : la fonction

flz,t) =P ———

- est continue sur I = 0, +o0[ x |0, 4o00[
- est intégrable en ¢ sur |0, +-o00[ pour tout = > 0 et

+oo
| a1 0] = e gy (@) - ¢ o (@)
0
- la fonction f0+°° dt |f(z,t)| est intégrable sur ]0, +o00[. O

Exercice 7.8 Trouver les transformées de Laplace unilatérales in-

verses de
2p 6p 10

(p+3)2 p*+4p+13° p(P*+2p+5)

Solution: Pour p > —3, on a

Pour p > —2, on a

6p

£y (672 cos(3z) — 4™ sin(32)) = .
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Pour p > 0, 0on a

10

L, (2 —2e % cos(2x) — e Fsin(2 = .
» ( e~ " cos(2z) — e~ " sin(2z)) D212 55

Exercice 7.9 Résoudre par Laplace le systeme :
Du+v=0
Dv—u—2v=0.

Solution: Par la formule donnant la transformée de Laplace d’une dérivée, il vient
pLp(u) = u(0) + Lp(v) =0
pLp(v) — v(0) = Ly(u) — 2L, (v) = 0.

Il faut donc résoudre le systéme linéaire suivant

(42e) (20)-(0)
On obtient alors

(50) = mm (%" 5) (16

Il en résulte que

= P U 1 v
‘Cp(u) - (p _ 1)2 (O) (p _ 1)2 ( )
= L U P v
‘CP(U) - (p _ 1)2 (O) + (p _ 1)2 (0)
Or
p—2 B 1 1
-1  p-1 (p—1)7?
P _ 1 1
p—12  p—-1 (p—1)?
et
o 1
Ly(e*) = E
Ly(we”) = —
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(1) ) (1)

Exercice 7.10 Utiliser la transformation de Laplace pour résoudre
les systemes suivants :

1 D>*uw+u=x
"1 u(0) =1, Du(0) = 4

D’ou la solution :

O

D?>u+2Du+ u = cosz

2\ w(0) = 1, Du(0) = 2

Du+ Dy =—e*
Du+u+v=0
u(0) =0,v(0) =1

Du — Dv = ze®
Du—u—v=0
u(0) =0,v(0) =1

D*>u+Dv=cz
5. { D?*v+u=¢"
u(0) = v(0) = Du(0) = Dv(0) =0
D?>u— Dv=2-—2x
{ Dv+u=2%>+2x+cosx
u(0) =1, Du(0) =v(0) =0

Du— Dv=zxsinzx
D*v+2u+v=0
u(0) =v(0) =0, Dv(0) =1

Du+u+v=0
Du+Dv—-—u=20
u(0) =0,v(0) =1
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Solution:
1. u(x) =z 4 cosz + 3sinz.
2. u(z) = (sinz + (5z + 2)e~")/2.
3. u(x)=e"—1, v(z) =1.
4. u(z) = v(z) = e®.
5. u(z) = =1+ (2/3)e” — (z/3)e” + (1/3)e=*/ cos [(V/3/2)z]
— (1/3v/3)e~*/2 sin [(V3/2)2],
o(@) = 22/2 = (1/3)e" + (1/3)ae® + (1/3)e*/? cos [(v3/2)a]
+ (1/3v/3)e"/?sin [(V3/2)x] .
6. u(z) = 2% + (1/2)zsinz + cosz, v(z) = 2% + (1/2)z cosz — (1/2) sinz.
7. u(x) =sinz, v(z) = rcosw.
8. u(x) = —sinz, v(xr) = cosx + sinx.

a

Exercice 7.11 Schématisons le passage d’une voiture sur une bosse
sinusoidale par le systeme dynamique suivant :

ou m est la masse du véhicule, k la constante du ressort, v la vitesse
de déplacement, x. la position d’équilibre. Le systeme est en équilibre
pour d < 0. Notons z(t) I'écart a la position d’équilibre et z((t) la
position du point d’appui p au cours du temps. Le systeme dynamique
est donc décrit par les équations :

mi = k(xg — x)

z(t) =0 pourt <0
#(t) =0 pourt <0
zo(t) = hSin(%tﬂ')X[O%] ().
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Notons w = \/% la pulsation propre du systeme et posons a = 9¢. Les
équations deviennent alors

¥+ wlr = Wl

z(0)=0

#(0) =0

xo(t) = hsin(at)x[o,l].

o

On demande de résoudre ce systeme par la transformation de Laplace
unilatérale.

Solution: Posons

To = Ls(z0(t)), T = Ls(x(t)).

Il vient :
. . T T
rg = h (Sm(at)X[o,+oo[ +sino(t — E)X[O,-‘roo[(t - a))
. « ae” s
o= h<s2+a2+s2+a2>
1+ea®
To = h———.
Zo (0% 82 n a2

On a également
wlah (14ea%)
@+ (P +a?)
1 ( 1 1
2 —w?'2+w? $2+a?

T =

= wlah(l +e 5% )
*ah S| 1
= ﬁ(l—l—e_a‘s)ﬁs(;sinwt— asinat).

Des lors,

2ah 1 1
z(t) = % (; sin wt — asinat)X[07+m[(t)

1 . i ]. . s e
+(; sinw(t — a) -3 sin(a(t — a)))X[O,-‘roo[(t - E)

w?ah (1 ot 1. ’
r = ——=(—sinwt— —sina

a? —w?w o

wah 2

. w .
= sinwt — ——— sin at.
a? — w? o? — w?
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Site [gpi—oo[,

w?ah 1 | 1. ™
x = m(; sinwt + " sinw(t — a))

wah . . T

= o [sma)t +sinw(t — a)
2wah . wT wT

= S5 sin(wt — %) cos o~
2wah wT . T

= 2 so. sinw(t — %)

Passage a basse vitesse Passage a grande vitesse

d

Exercice 7.12 Montrer que si Z est un polynoéme n’ayant que des
zéros simples, alors

1
7w Pl X )

a
a zéro de Z

Solution: On a

a p —a
Z(a)=0
d’ou
p—b_ 3 aa(p—b)
Z(p) - p—a
Z(a)=0
et
p—b_
= Z(p) "

si b est un zéro de Z.
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Ainsi

O

Exercice 7.13 Soit L(D) = X} _,aiD*, a, # 0 un opérateur de
dérivation a coefficients constants de degré n. Montrer que

L,(A) = 0] si Rp > L?B)EO(%CL)

ou A est la réponse impulsive associée a L(D) (cf. ex. 5.22).

Solution: Nous savons que
L(D)A=0
1
A(0) =0,...,D"2A(0) = 0, D" 1A(D) = —.
Ainsi
A@)= > Po, 1(x)e™.
L(a)=0

1l en résulte que A(x) admet une transformée de Laplace unilatérale en p si

Rp > RNa
pour tout a tel que L(a) = 0.
De plus,
Ly(Df) = pLy(f) — f(0).
Donc

Cp(DA) = PEP(A)
Ep(DnilA) : pnilﬁp(A)

L,(D"A) = p"L,(A)— D" LA(0).

Il en résulte que

Donc
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et
Ep (A) = ﬁ

comme annonce. O

Exercice 7.14 Soit f une fonction définie et mesurable sur IR, nulle
sur |—o0, 0]. Soient aussi les réels a € |1, +oo[, A€ R et py € I'y.

a) Si liI(I)1+ x%f(x) = A, alors lim p* L, (f) = AT (a +1).
T— p—T0oo

b) Si lim 7 “f(z) = 4, alors lim p*™'L,(f) = AT (a + 1).

T—00 p—0Tt

Solution: On se raméne au cas A = 0 en considérant la fonction

F(z) = f(x) - AfCaX]o,+oo[($)-

Cela étant, soit € > 0.
a) Il existe n > 0 tel que

x| f(x) si 0<z<n. (7.2)

€
< -
= (a+1)

D’une part, on a alors

+oo
lim pa+1/ 7| f(2)] dz = 0
n

p—+00
en vertu du théoreme de Lebesgue. En effet, pour tout x > n, on a

lim p@tle—P® |f(z)]=0
p—+o0

et il existe C' > 0 tel que, pour tout p > sup{0, po},

p* e | f(2))] p e (Prroe T | £ (g)]

Ce P | f(z)]

IAINA

pour z € |, +o0l.
D’autre part, la majoration 7.2 entraine

n
| e ls@ldn < gy

0
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pour tout p > sup{0,pg}. D’ou la conclusion car on a

+oo

|pa+1 (f)| < pot! /n e P | f(x)| da 4 p* Tt / e P | f(x)| dx
Ly, <
0

n

pour tout p > sup{0,pg}.
b) Comme f est intégrable sur tout intervalle du type [0, R] (R > 0) et vérifie
lim, 4o x™f(x) =0, L,(f) existe pour tout p > 0. Cela étant, soit n > 0 tel que

€

< —— i >n. .
|_2F(a+1) si x>n (7.3)

z= | f(x)

Pour tout p > 0, on a alors

n +oo
a+1£ a+1 d a—+1 —px d
"L, (f)] < p / @) de +p / | f(a)| da

donc aussi ;
€
] <o [ @) o+
0

en tenant compte de 7.3. D’ou la conclusion. O
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Chapitre 8

Transformation de Fourier
dans L?

Exercice 8.1 Calculer la transformée de Fourier dans L? de f pour
a) f :x_1X]—oo,—1]U]1,+oo[(‘r);
b) f=e /2
(Suggestion:
a) La suite de fonctions fr, = fX[—m.m] (m € IN) est une suite d’éléments de

L'NL? qui converge dans L? vers f et telle que la suite }'yi fm converge partout
dans IR vers la fonction g définie sur IR par

1 .
o) = 2Gsmy— [ ) 4 £0)

g(0) = 0.

b) La fonction f appartient aussi & L' donc les transformées de Fourier dans L!
et L2 sont égales presque partout. )

Exercice 8.2 [Transformation de Fourier L2 et transformation de
Laplace]

Soit f € L2([0, +oc[) nulle sous zéro. On demande de montrer que
L,+iy(f) a un sens pour x > 0 et que

Loxiy(f) ; F?:th

153
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pour z — 0%,

Solution: Comme e~ (FW)t est de classe L2([0, +oo[) en t si z > 0, il est clair que
la fonction ‘
ef(xﬂFzy)tf(t)

est intégrable sur [0, +oo[ comme produit de fonctions de carré intégrable.
La transformée de Laplace L7y (f) est donc définie si z > 0. I est clair que

() — (1)

si x — 07 et comme ,
e f)|” < If (@)

pour tout x et tout ¢ positifs, le théoreme de Lebesgue permet d’affirmer que
e () = (1)
pour z — 0. On en déduit que
+ —
FE(e ™ f(1)  Fi .

Or e ! f(t) est intégrable sur [0, +o0[ pour z > 0. On a donc

+oo
FE(e o f(1) = / e (1)t

Exiiy (f)

d’ou la conclusion. O

Exercice 8.3 Montrer que les fonctions suivantes appartiennent a
L?\ L}(IR) et calculer leur transformée de Fourier dans L*(IR) (a > 0).

, sin(z)  cos(zx) 1 — cos(x)
et sign(z)— =, — Xl—se—alUlatocl, T

Exercice 8.4 Pour tout n € IN, on définit la fonction de C. Hermite
H,(x) en posant
. 12/2 n_—x2
Ho(x) =" /2Dle
pour z € IR. Montrer que

T Ha(z) = V2r(£) " Ha(y).
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Solution:
On constate aisément par récurrence sur n que

22
Hu(z) = e 2 Pyy(x)

ou P, est un polynéme de degré inférieur a n. On a donc
H,, € L' (]—00, +00])

Cela étant, on obtient successivement

—+oo
FE Ha(z) = / eiizyef/ZDZe*szz

T—Y n
— 00

“+oo
— / e:i:7lzy+(:v2/2)19.;7:67:62d'r
+ix z? n—1_—z?
_ b)) prelg=a |+oo
“+o0
o D, (eiiwy+(w2/2))D;z—le—a:2 dr
Foo +i 2/9 2

= (-1 Dr (et /2y e=2" gy

— 00

Foo 2 \2 2 2
= (71)”/ D7 (el @EW) +y7)/2) =27 gy

2 + 2 2
= (=1)"e¥ /2/ (Dge(xiiy) /2)671 dx.
Mais
zdiy)?2 2
Dye( = = (DX6X2

(z+iy)? x2
2

Dye = = (Dxe

donc
(ziy)? (ztiy)?
2

D.e = FiDye 2

Ainsi

Yy oo (ziy)?
9 / (D2e =5 e dy

2 400 (xtiy)2
= (ii)"ey?D;L [/ e 7 e_”zdx]

+
Fo—yHn(z)

Il
—
|
—_
~—

3
—
_H
~
~—
3
(@]
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O

Exercice 8.5 Soit I un élément de L. Alors il existe f € L2 tel
que F' = f x f si et seulement sil existe ¢ € L! tel que F' = F¥o.

(Suggestion: La condition est nécessaire. De fait, vu le théoréme de Parseval (dans
L?), on a
F=fxf=Qn) "FT(FXfFEf).

La condition est suffisante. Si ¢ est intégrable, alors il s’écrit sous la forme
¢ = g% avec g € L? (prendre g = e(//2) @12 % /[o]), donc aussi sous la forme du carré
d’une transformée de Fourier dans L2. D’ou la conclusion en se rappelant que I'on
a F' = F*y par hypothése et en appliquant le théoréme de Parseval. )

Exercice 8.6 Soit f € L'. On a
Ftfel? < fel
Solution: Si f € L2N LY, alors F©f = F+f e L2

Réciproquement, démontrons que f = (2r) " F~F T f. Pour cela, démontrons
que

[ o f@e@ = @0 [ do plop 7

pour tout ¢ € D(IR™). De fait, on a successivement

dr o) FrFr ) = [ de FroFrs
Rn R7l
= / dx f;gof;rf
Rn
- / dz FHF f(z)

— ey [ doola) f@
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en utilisant le théoreme de transfert dans L?, dans L' et le théoréme de Fourier. O

Exercice 8.7 Soit A une partie intégrable de IR". On pose f =
Ftxa. Calculer fx f.

Solution: Pour tous g,h € L?, on a
FF¥ (F*g F*h) = 2m)"g*h
sur IR". Avec g = f = h, on obtient
frf=Ft(F fF f)=02m)"Ftxa=02m)"f

donc aussi
(2m)~"f) = ((2m) " f) = 2m) " f.

A comparer avec G * G = G,G € L', voir exercice 6.1. O

Exercice 8.8 a) Soit f € L? tel que F f # 0 pour presque tout z.
Alors

(g€ L? (g, f(. +¢));2 =0 pour tout c € R") = ¢ =0.
b) Soit f € L* N L? tel que F,f f # 0 Vo € IR". Alors

(9€L27 <97h*f>L2=0pOurtouthEL2) = ¢g=0.

Solution: a) Comme ‘
Fff(+c) = IFsf

la formule de Parseval conduit a

0=02m)" (g, f(.+¢) =(F g, FTf(.+¢)) = F,_(F g F*[).
1l s’ensuit que FTg Ft f = 0 pp donc que (vu ’hypothese) F*g = 0 pp et finalement
g =0 pp.

b) On a g = 0 si et seulement si F'~g = 0, ou encore (vu la condition sur f) si
et seulement si F~g F*f=F g F f=0. Et ceci a lieu si et seulement si

FY(FgF [)=Ft(F gF f)=02m)"g=f=0.
De plus, comme §* f € L?, on a

g*?:() <= (9*7)*@*?)*:0
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Pour conclure, il suffit donc de prouver que
(G f)*G=g*(fxG)=0

pour tout G € L2. De fait, on a

(f+G)y+z)=(f+Glx—))(Y)

donc

g+ (F+G)(x) /dyg(y)(f*G)(a:+y)

vu I’hypothese.

Exercice 8.9 [Espace de Sobolev H!|

Placons-nous sur la droite réelle et définissons 1'espace H! comme
étant 1'ensemble des fonctions de L? qui ont une dérivée généralisée
dans L2. Rappelons que cette dérivée est caractérisée par le fait que
pour tout ¢ € D(IR), on a I'égalité

(Df,¢) = (f,=Dg).
Pour tout f € H!, on pose
[l = [1f e + (Dl
On demande de montrer que
a) H! est un sous-espace linéaire de L2,
b) (H', ||-|l;) est un espace de Banach,

c) si feH et g€ L? (resp. L), alors f* g € L™ (resp. L?) admet
une dérivée généralisée dans L>° (resp. L?) donnée par

D(f*g)=Df g,
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d) toute fonction de H' est limite dans H' d’une suite de fonctions
C* a support compact,

e) si f et g sont des fonctions de H', alors
<Df7g> = - <f7Dg>a

f) on dispose d’une inclusion naturelle continue de I’espace de Banach
H!(IR) dans I'espace de Banach C9(IR).

Solution: Le point (a) est évident.

Pour démontrer (b), considérons une suite f,, de Cauchy dans (H, ||-[|;:). Vu
la définition de |||, il est clair que cela implique que Ve > 0, IM. tel que Vm,
n> M on a

[fm = frllz + 1D fim = Dfnllp < e (8.1)

On en déduit que f,, et Df,, sont de Cauchy dans L. Notons f et g leur limite
respective. Soit ¢ € D(IR), il est clair que

(fms—=Dg) — (f,—Dyp)

(D frn, o) — (g, ) -

Donc, vu 'unicité des limites des suites dans @, on a

(fi=Dy) = (g,¢)

Cette relation montre que g = Df, d’ot1 I'on tire que f € H'. De plus, en passant
a la limite dans la relation (8.1), on voit que Ym > M., on a

If = fmllz +[IDf = Dfmll> <€
Cette relation montre que f,, — f dans Pespace H!, ce qui acheve d’établir (b).
Passons au point (c). Soient f € H* et g € L2. Pour tout ¢ € D(IR), on a la
suite d’égalités
(fxg,=Dp) = (f*9)*Dp

g+ (f = D)

=0

=0

Or, on a

(f+D%), = / F(0) DB — y)dy



160 Chapitre 8.

= /f(y) — Do(y — x)dy
— [ty - )iy

= (Df)*é

Donc, on obtient

(fxg9,—Dy) = g=(Df*p)

=0

= ((Df*g)#),

ce qui permet de conclure.

Pour le point (d), remarquons d’abord que si f € H' et est & support compact,
alors f * p1/m, est une suite de fonctions de D(IR) qui converge vers f dans H! car
le point (¢) montre que

D(f * pl/m) =Df x P1/m
et cela entraine la convergence de D(f * p1/p,) vers D f dans L2. 1l nous suffit donc
d’établir que tout f € H! est limite dans H* d’une suite d’éléments de H! & support
compact.
Pour construire cette suite, considérons une fonction o € D(IR) égale & 1 sur
[—1,1] et nulle sur C[—2, 2] et posons

fm(x) = f(x)oz( )

T
m

11 est clair que f,, converge vers f dans L2. De plus, on vérifie aisément que

)

Df’m:Df O[(%)—f—f DOé( %

38

Pour conclure, il suffit alors de constater que

f Da(—)

EAREI
m’ m L2
puisque
FORE) | < £l sup [Da()
a)(—)— — sup |Da(z)].
momily T m L wEIIF){
Le point (e) est une conséquence directe de (c).
Pour établir (f), remarquons que

2mp(x) = F, Fro
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pour tout € IR et pour tout ¢ € D(IR) . Ainsi, pour tout z € R
/ |7y el dy

1
/Ilstﬂldw/Uylsto!;dy

IA

2m ()|

IN

oul=[-1,1].
Comme %XC 7 est une fonction de classe L2(IR), I'inégalité de Schwarz montre
que

2m [ ()| < v/mes(D) |7l . + [[uFy e

Ainsi, il existe une constante A telle que

1
~Xcr
Yy

L2

(@) < Al -

Soient f un élément de H' et ¢, une suite de D(IR) qui approche f dans H!.
Comme ¢,, est de Cauchy dans H', la majoration précédente montre que ¢,, est
de Cauchy dans Cg (IR). Notons g sa limite. Comme on peut extraire de ¢,, une
sous-suite qui converge pp vers f, il est clair que f = g. De plus, la majoration

obtenue montre en passant a la limite que

lg(x)] < Al fllg -
La loi qui, & tout f € H', associe la seule fonction continue g qui lui est égale pp
est donc une inclusion continue comme annoncé. O

Exercice 8.10 Si f € L?(IR), montrer que
a) F£f € H! ssi 2f € L2(IR) et que dans ce cas, on a
DF*f = F*(xixf)
b) f e H' ssiyF, f € L*(R) et que dans ce cas, on a
+ _ . +
F*Df = FiyF, f.
Solution: 1l suffit d’établir (b) car (a) s’en déduit par transformation de Fourier
L2. Supposons donc que f € H'. L’exercice sur I'espace de Sobolev H' montre
qu’il existe une suite ¢, € D(IR) qui converge vers f dans H:. On en déduit que

F*y,, — F*f dans L2. Et quitte & remplacer ¢,, par une sous-suite, on peut
également supposer que cette convergence a lieu presque partout.
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Done, d'une part, FiyF*¢,, — FiyF*f presque partout. Or, d’autre part,
FiyF*p,, = F¥(Dy,,), donc FiyF*p,, — FX(Df) dans L2. Ainsi
F5(Df) = FiyFy f

d’ou la conclusion.
Supposons maintenant que yF:yt f € L3(IR). Pour tout ¢ € D(IR), on a succes-
sivement

1 . 1 .
<%F¢(¢zyF§f), <p> o (FwFy [ Fy )

1 + ot

= o <Fy f, :tzyFy <p>
1 + +

= 5o (Fy[.F*(-Dy))

= <f7 _DSD> .

Ainsi f € H! et
1
_ Tt

d’ott la conclusion par transformation de Fourier L2. O

Exercice 8.11  Si f,x f, yF; f sont des fonctions de classe L?, montrer
que f et F¥f € H! et que
2
a) ||fllz < 2|z fllpz [Dfl1
+
1 _ Jefl 955
25 e [F2/

1.2

b)

L2

Solution: Le fait que f et Fz:/t f € H! a déja été établi dans les exercices sur 1’espace
de Sobolev H!. Un calcul rapide montre que ’on a

Comme f € H! et (zf) € L?, chacun des produits de convolution ci-dessus se trouve

dans LN C% et admet une dérivée généralisée dans L] . Si Pon dérive 'égalité

obtenue en tenant compte des propriétés de I'espace H! (cf. Ex 8.8), on voit que
Dfsaf*—af«(Df)" =f*f"+z(Df=[).

En évaluant cette relation en 0, il vient

_<Df7$f>_<$f7Df>:<faf>
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d’ot1 'on tire que
—2R(Df,zf) =(f. )

L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre alors que I'on a

2
[flle < 2[1DFla [l £l e

comme annoncé. Tenant compte de la relation |[FEf||;. = v27 ||f|.2, on en tire

que

[l 2IE-DI]

[1£1l» < £l
V2 V2T

d’ou la conclusion. O

Remarque: L’exercice précédent fournit une version mathématique du célebre
principe d’incertitude de Heisenberg.

Exercice 8.12 Montrer que si f € H! et si of € L2, alors il existe
une suite ¢, € D(IR) telle que

(pm;fa m@m;}va D‘PmSDf
Solution: On peut se limiter au cas ou f est a support compact. En effet, soit «

une fonction de D(IR) égale a 1 sur [—1, 1] et nulle sur C[—2,2].
Nous avons déja montré que

Ja(o) = f

et le théoreme de Lebesgue montre que

xT

zf(x)a(—) — zf(x).
F@a() = wf (@)
Soit donc f € LZ,,,. La théorie des unités approchées de convolution combinée

aux résultats sur espace H! obtenus précédemment nous montre que
I *p1/m o I
Pour conclure, il suffit alors de remarquer que
l2(f = p1jm) = 2fllz < sup lel [ £ # prpm = £l
xTE

ou K est le compact
{z : d(z, Supp(f)) < 1}.
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Remarque: Ce résultat permet de démontrer que
(af, DfYy+(Df,xf)+(f. f)=0

si f € H! et si f € L2 . En effet, cette formule est une conséquence directe de la
formule de Leibnitz si f € D(IR) et elle s’étend par continuité au cas envisagé vu la
propriété d’approximation établie dans I’exercice ci-dessus.
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Séries de Fourier dans L2

Exercice 9.1 Développer la fonction

m™T—X

2

fz) =

en série de Fourier trigonométrique dans l'intervalle [0, 27]. En déduire

la valeur de la somme
+oo 1

>

—-
m=1 m

(Suggestion: Pour tout m € IN, posons

27
=7 ! (z) cosma dx
0

et
2
by =7t / f(z) sinma dx
0
posons aussi

ag = (27r)_1/0 ! f(x) dx.

On obtient alors les valeurs a,, = 0 pour tout m et b,,, = % pour tout m. Il s’ensuit
que la suite

M .
S]u (1‘) _ Z simmmax

m

m=1

165
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converge dans L2(]0,2x]) vers f et presque partout sur |0,27[ vers f. De plus,

comme la fonction
= sinmx
S(x) == Z
m

m=1

est continue sur l'ouvert |0, 27[, on obtient finalement S(x) = f(x) pour tout = €
10, 27].
De plus, la formule de Parseval donne 'égalité

27 +oo 1
2
dr=7Y —;
; fx)de =7 3
m=1

2
et par suite 3%, L =)

Exercice 9.2 Développer les fonctions suivantes en série trigonomé-
trique de Fourier dans I'intervalle [—7, 7] :

f(CL’) = X]-n,—7/2] — X]-n/2,7/2] + X /2,7]
9(x) = Xj—m—n/2 — XJ=n/2,0 T XJ0,7/2] = Xjn/2,7]-

Solution:
+oo m
(=1

flx)= % Z am-1 cos(2m — 1)x;

+oo

g(z) = % z;l ﬁ sin2(2m — 1)z.

Les graphiques suivants représentent successivement

4 Z(_l)mcos@m -1z

i - X]— t -
X]—m,—n/2] = X]-n/2,7/2] T X]n/2,7[ € o — 1

4 Z(_l)mcos@m -1z

i — X]— t -
X]—m,—n/2] = X]—n/2,7/2] T X]=n/2,7[ € o — 1

4 Z(_l)mcos@m -1z

X]-m,—n/2] = X]-n/2,x/2] + X]m/2,x[ €t =

™= 2m —1

4 & cos(2m — 1)x

ol — X t = —ym—s
X|—m,—n/2] = X]—n/2,7/2] T X|z/2,x[ € - Z( ) om — 1
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Exercice 9.3 Développer en série trigonométrique de Fourier
a) sin(x) dans L?([0,27]) et dans L?([0, 7])
) 2® dans L?([—7,7]) et dans L?([0, 27])
) * dans L?([—m,7]) et dans L*([0, 27])
) TX[—r0(x) dans L*([—m,n]) et dans L*([0, 27])
) sin®(z) dans L*([0, 7])
)si ( ) | sin(z)| dans L?([0, 27])
g) sin®(x) dans L%([0, 27])
h) sin(z) cos?(x) dans L?([0, 27]).

Solution: a) On a sin(x) = sin(z) dans L?([0, 27]) et

+
2 4 me
Sln = ; — ; Ez

167
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dans L?([—m,7]) et

cos(max)
m2

—+o0
22 =213 + 121 Z

m=1

dans L?([0, 27]).

c) On a

e’ =

sh(m)

+o0o
(1 +2) (-1
m=1

dans L?([-m,7]) et

2
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+
Sy 82

12 = > sin(maz)

(5

m=1

m Cos(maz) — msin(maz)
1+ m?

)

oo e2m — 1 1 = cos(mz) — msin(max)
I 2~ 14+ m?
dans L?([0,27]).
d) On a
o -, 2 X cos((2m — 1)z) n JrXO:Q(_l)mﬂsin(rrw:)
Xm0 4 w4 (2m—1)? — m
dans L?([-m,7]) et
77 = cos(mz) = m1 Sin(ma)
TX[-m,0] (l‘) - Z - m2 + Z(i]‘) T
m=1 m=1
dans L?([0,27]).
e) On a
.o, v 1 cos(22)
sin®(z) = 5 5
dans L%([0,7]).
f) On a
10 2 X 1 1
sin(z) |sin(z)| = 3 sin(z) + - mzz:l <4(m oy o 1) sin((2m + 1)x)

dans L2([0, 27]).
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g) On a
sin®(z) = zsin(x) - isin(?)x)
dans L2([0, 27]).
h) On a
sin(z) cos?(z) = %sin(x) + isin(?)x)
dans L2([0, 27]). O

Exercice 9.4 Soit g une fonction continue sur IR, 27-périodique et
f une fonction continue sur [—m, w]. On pose

Ga)i= [ dt F(tg(e =) = (Fx-nm * 9)(x).

a) Montrer que G est continu sur IR et 27-périodique

b) Calculer les coefficients du développement de G en série trigono-
métrique de Fourier dans L?([—m,7]) en fonction des coefficients du
développement de f et de g.

Solution: a) La fonction G est définie sur IR car pour tout x € IR, la fonction
t — f(t)g(x —t) est continue sur le compact [—m, 7]. La continuité de G s’obtient
directement par application du théoreme de Lebesgue. La périodicité de G est due
a la périodicité de g.

b) Pour tout = € IR, on a

G(z) = (£, 9= = )N r2((rm)) -

Pour tout m € Z , posons u,,(z) = e™* /v/2r. Comme g est 27-périodique, on a

dans leoc et pp sur IR, donc

gz —.) = NEIEOO bptt_p (T — )
n=—N

dans L?  pour tout z € IR. On a aussi

loc

= lim Z bu
M—+oo mem
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—in

dans L?([—n,7]) et pp sur [—7,7]. Comme u_,(z—.) =e¢
pour tout z € IR, on a

Up(.), il s’ensuit que

M
G(z) = Ml_igOo Z U bme™®. (9.1)
m=—M
Comme "M am|? et M [bim|? convergent, la suite SN |apbm|? con-
verge aussi. Ceci implique que la convergence de (9.1) a lieu aussi dans L?([—, 7)),
donc que cette égalité fournit le développement de G demandé. O

Exercice 9.5 [Corde vibrante amortie]
Rappelons que le mouvement d’une corde vibrante amortie est régi
par ’équation
(D? — aD? — bDy)u(z,t) =0

oua > 0,b>0et ol u(z,t)désigne I'écart a la position d’équilibre. On
demande de déterminer u(x,t) en supposant que la corde est fixée en
(0,0) et en (m,0), que I’écart initial a la position d’équilibre est donné
par g(z) € C3(IR) et que la vitesse initiale D;u(z,0) est nulle.

Solution:
I) — Une méthode de résolution formelle consiste a trouver u(zx,t) sous la forme
suivante

+oo +oo
u(z,t) = Z cm/(t) cosmz + Z Sm (t) sinma.
m=0 m=1

Cela étant, on constate que les conditions de fixation sont réalisées si les ¢, (t) sont
tous nuls. En tenant compte de ceci et en dérivant terme a terme, on obtient la

relation suivante
+oo

Z (aD? +bD; + m?)s,, (t) sinmax = 0.

m=1

Cette derniere relation a lieu si les fonctions s,,(t) vérifient

P(m, Dy)sm(t) =0
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oll on a posé
P(m,Dy) = aD} + bD; +m?.

Le réalisant p,,, de P(m,t) est égal & b*> — 4am?; par conséquent, p,, finit par étre
négatif. Soit mg la plus petite valeur de m telle que p,, < 0. Si on suppose que P,
differe de 0 pour tout m, on obtient

a) pour 1 < m < mg : $m(t) = Bre ™t 4y, e?@EmE ot 2(1,m) = (prl> —b)/2a
et x(2,m) = —(p,ly{2 + b)/2a sont les racines de P(m,t) et ou Gy, et v, sont

des constantes;

b) pour m > mg : sm(t) = e~222(3,, cos(|pm| > t/2a) + Y sin(|pm|? t/2a))
ou By, et v, sont des constantes.

On obtient alors u(x,t) sous la forme suivante

mo—1
u(z,t) = Z (BBt 4y, e 2™ sinma +
m=1
= t t
S B cos(lpm|"? 5=) + Y sin(lpm |2 -))e /) sinma,
2a 2a
m=mqg
IT) — Tenons compte & présent de la perturbation initiale.
Comme g est antisymétrique et périodique, on a

+o00 2
E Jm SIn T ﬁ g(x), avec g, = 7!

m=1

dzg(z) sinmz.
0

Des lors la relation u(z,0) = g(z) se traduit par

mo—1 —+o00 “+oo
E (Bm + Ym) sinmaz + E Bm sinma = E Gm SIDN M.
m=1 m=mgo m=1

Cette derniere égalité est vérifiée si les constantes (3, et v, satisfont a

ﬁm + Ym = gm (m < mO) et ﬁm =39m (m > mO)' (92)

ITI) — En tenant compte & présent de la vitesse initiale nulle et du développe-
ment de u(x,t), on obtient la relation

mofl
Z [2(1,m)Bm + (2, M) Y] sinmz +
m=1

— b 1/2

5 | gd8n+lonl " a3 sinma 0.

m=mg
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Cette derniere égalité est vérifiée si
2(1,m)Bm + x(2,m)ym = 0 (m < mg)

(_%)ﬁm +lpml? (20) Yy = 0 (m > my). (9-3)

IV) — Si m < mg, vu (9.2) et (9.3) et en tenant compte du fait que p,, et
x(2,m) different de 0, on obtient

ﬁm = _a'r(zam)p;nl/ng
et
Y = az(1,m) g
Si m > mg, on obtient (voir (9.2) et (9.3) )
Bm =gm €t ym = b|pm|71/2 Im-

Au total, u(z,t) est égal a

mo—1

Z agmpt/? [a:(?, m)e® ™t _ (1, m)ew(z’m)t} sinma +
m=1

> e [cos(lpml/* (20)7) 4 blpml 2 sin(pml? (20) 714 sinma.

m=mg

V) — Pour vérifier que cette fonction est bien une solution, il suffit de vérifier
que les dérivées (terme & terme) d’ordre 0,1,2 convergent uniformément sur tout
compact (de IR). On peut alors effectivement dériver u(-,-) terme a terme et les
expressions obtenues satisfont aux relations de départ.

VI) — Etude de la solution. La fonction u est en fait une superposition
d’harmoniques. Considérons le cas ou g, est nul sauf pour une valeur de m.

Si m < my, le réalisant p,, est strictement positif et u s’écrit

u(z,t) = agmpyt/? |x(2, m)er ™t — x(l,m)ex@’m)t} sinmax

avec x(1,m) et x(2,m) strictement négatifs. Il n’y a donc pas d’oscillation tem-
porelle (amortissement fort).
Si m > my, le réalisant p,, est strictement négatif et u s’écrit

u(zx,t)
= gpe Y% [Cos(|pm|1/2 (2a)7't) +b \pmrl/2 sin(|pm|1/2 (Qa)*lt)} sin ma

= gme b2 sin(|pm\1/2 (2a) "'t + 6,,) sinma.
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Il s’agit d’une oscillation amortie au cours du temps.

NB: cas b = 0 : corde non amortie. Dans ce cas, on a p,, > 0 et on est toujours
dans le deuxieme cas (i.e. m > mg = 1). De plus, on constate qu’il n’y a pas
d’amortissement au cours du temps (exponentielle égale & 1). O

Exercice 9.6 [Membranes vibrantes|
La physique théorique nous apprend que toute membrane d’équation

z = L(x,y,t)

se déforme au cours du temps en respectant I’équation aux dérivées
partielles
D?L(z,y,t) — AL(x,y,t) =0

Si la membrane est fixée le long d’une courbe plane I'; il faut encore
tenir compte de la condition aux limites

L(z,y,t) =0 V(z,y) €T

Nous nous proposons de déterminer explicitement L(z,y,t) dans le cas
ou I' est le bord du rectangle [0, A] x [0, B] en nous limitant aux solutions
de classe C.

Solution: Nous allons procéder en deux étapes.
Solutions Stationnaires — Cherchons tout d’abord les solutions non iden-
tiquement nulles du type
L(J?, Y, t) = U(J?, y)V(t)

L’équation aux dérivées partielles devient:
U(z,y)D?V (t) — AU (z,y)V(t) =0
et la condition aux limites donne:
Ul,y)V(t) =0 VY(z,y) el

Comme V (t) n’est pas identiquement nul, on en déduit qu’il existe t( tel que V (tg) #
0. Il vient alors par division:

Ur,y) =0 V(z,y) el
et

AU(z,y) _ DiV(to)
Uz,y)  V(to)

=AsiU(z,y) #0
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On en déduit que
AU-XU = 0
DIV(t)—=AV(t) = 0

Le probleme est donc réduit & déterminer les fonctions de classe Coo U(x,y) et V(1)
non identiquement nulles et les nombres réels A tels que

AU-XU = 0
Upr = 0
D2V ()= AV (t) =0

Ce qui précede nous suggére de traiter tout d’abord le probleme aux valeurs
propres consistant & déterminer les fonctions U(z,y) de classe C et les réels A tels
que

AU-XU = 0
L 2

Nous aborderons le probleme précédent en déterminant d’abord les solutions
non triviales a variables séparées:

Ulz,y) = M(x)L(y)
L’équation AU — AU = 0 devient alors
DM (x)L(y) + M(x)DyL(y) — AM (z)L(y) = 0
On en déduit que si M(x) # 0 et si L(y) # 0 alors

DIM(x) | DyLly) _
M(z) L(y)

Quant aux conditions aux limites, elles deviennent

M@O) = M(A) = 0
LO) = L(B) = 0

De la premiére équation, on déduit 'existence de réels « et 3 tels que

D?M —aM = 0
D’L—-BL = 0
a+p = A

Sia>0,ona
M(z) = CreVer 4 Che=Vor
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et les conditions aux limites montrent que 'on a

C1+ Cy
CreVoA 4 Che VoA

1 1
det(e\/aA 6\/&14):6_\/&14_6\/&14

et ce déterminant est non nul car A # 0. Ainsi C7, = Cy = 0 et M est la solution
triviale.
Sia=0,o0na
M(ZZ?) = C’lx + 02

et M est de nouveau la solution triviale car les conditions initiales montrent que

Cy=0=CA

Sia<0,ona
M (z) = Cy cos(vV—ax) + Cysin(v/—ax)
et les conditions initiales montrent que
C1 =0 = Cysin(v/—aA)
Les seules solutions non triviales sont donc de la forme
M(z) = Csin(v—az) C#0

pour lesquelles il existe un naturel k tel que

V—aA =kr

En procédant de méme pour L(y), on voit que les solutions non triviales a
variables séparées sont les fonctions U(x,y) de la forme

Iy

U(z,y) = C’sin(kLAx) sin(g) C#0

le parametre A correspondant étant donné par
k2 2 9
A= (A2 + B2> T

lﬂ/)
B

Posons 2
Uni(,y) = sin(~) sin(
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et
k2 2
Wkl = T\[ 73 + 53

Nous allons montrer que toute fonction U(x,y) qui s’annule avec ses dérivées
paires en tout point de T" est la limite dans C,(]0, A[x]0, B[) de la série

chklUkl z,y)

k=11=1

ou

4 B
Chl = E/O d:z:/o dyU(z,y)Uki(z, y)

Pour cela, considérons la fonction U’ (x, y) définie sur [— A, A]x[—B, B] en posant

U/(xay) = —U(—x,y) sur ] —A,O[X[O,B[
Ulz,y) = Ulx,y) sur [0, A[x[0, B]
Ulx,y) = U(-z,—y) sur |—A,0[x]—B,0]
Ulz,y) = -U(x,—y) sur [0, A[x] — B, 0]

et étendons la en une fonction U” de classe C, périodique de période 2A selon x
et 2B selon y. Cela est licite puisque U s’annule avec ses dérivées paires sur I'. Le
théoreme de Fourier appliqué & U” et combiné aux relations d’antisymétrie

U (=z,y) =U"(z,—y) = -U"(2,y)

montre que cette fonction est limite dans Cy, de la série

> . kmx o lmy
; Ckl bln(T) bln(f)

WE

>
Il
—

ou

lmy

1 A B krx . .
Cr = A—/ d:c/ dyU” (x,y) sin(—— 1 ) sin( B)

" krx, . lmy
= /dm/dyUzysm(A) (B)
Pour établir le développement annoncé, il suffit alors de remarquer que U” (x,y) =
U(z,y) sur ]0, A[x]0, B|.
Considérons maintenant une solution U de classe C'», du probleme aux valeurs
propres
AU-XU = 0
1% 2
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Il est clair qu’une telle solution s’annule avec ses dérivées paires sur I' et ce qui
précede nous permet d’affirmer que

U=> > culu

k=11=1

Par dérivation sous le signe de sommation, il vient alors

AU - )\U =0 = chkl -\ — wkl)Ukl

Ainsi, ¢y = 0 si A # —w}, et comme Pensemble {(k,1) : wf, = —A} est fini, nous
pouvons en déduire que I’ensemble des valeurs propres du probleme étudié est donné

par
A= {~wiy: (k1) € NG}

et que l'espace propre correspondant a une valeur propre A € A est donné par
I’enveloppe linéaire de I’ensemble

{Ukl :wil = —)\}

Comme A est constitué de nombres réels négatifs, la solution générale de I’équa-
tion différentielle
DIV (t) = AV (t) =

est donnée par

V(t) = Csin(v/=\t + ¢)

ou C est une constante réelle arbitraire et ol ¢ est un angle de phase arbitraire. Ce
qui précede montre alors que les solutions stationnaires de I’équation des membranes
vibrantes sont données par la formule

L(z,y,t) = Z ckiUp | sin(wt + ¢)

2
Wi =w

ou les ci; sont des constantes arbitraires et oll w est une des pulsations propres wg;.

A toute pulsation propre w , on associe ’espace propre U,, correspondant & la
valeur propre —w?. Une pulsation propre est dite dégénérée si 'on a dim(U,,) > 1.

Les zéros des fonctlons propres de pulsation propre w représentent les lignes de
noeuds de la vibration correspondante de la membrane. Dans le cas dégénéré, ces
lignes de noeuds peuvent présenter un aspect curieux comme on le voit sur la figure
9.1.

On constatera également sur ce schéma que la forme prise par la membrane au
cours de ses oscillations propres est, elle aussi, assez originale.
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Figure 9.1: Lignes nodales et graphe de la fonction propre U4 + Ugy

Solutions générales — Revenons a présent au probleme de départ et con-
sidérons donc une fonction L(x,y,t) de classe C, telle que

0
0 si(z,y)el

D2L — AL
L(z,y,t)

Pour chaque ¢ > 0 fixé, L(x,y,t) est de classe Co sur [0, A] x [0, B] et s’annule avec
ses dérivées paires sur I'. Il en résulte que

oo o0

L(z,y,t) ZZC Ui (z,y)

k=1

~

=

ou

cult) = AB/ dx/ dyL(z,y, ) Un(z, )

De plus, le théoreme de dérivation sous le signe d’intégration montre que

DiL(x,y,t) =YY Dicx(t)Un(w,y)
k=11=1

Ces relations permettent d’obtenir la suite d’équivalences ci-dessous:

DIL—-AL = 0
& S S Dicu(t)Un(z,y) — e () AUk (z,y) = 0
& D?Ckl(t) + Ckl(t)w,%l = 0
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De la derniere relation, on déduit que
Ckl(t) = Ay COS(wklt) + B sin(wklt)

Ainsi, la solution L(x,y,t) s'écrit

M8
M8

L(z,y,t) = AU (x,y) cos(wpt)

=~
Il
_
o~
Il
i

M8
M8

+ BUri(z,y) sin(wpt)

=~
Il
-
-~
Il

1

Pour conclure, nous allons montrer que les coefficients Ay; et By, sont déterminés
par les valeurs de L(z,y,t) et D;L(x,y,t) pour t = 0. En effet, ce qui précéde montre
que

e}
Z AU (z,y)

Wit BriUki(x,y)

L(xvyvt)ht:() =

M8 T2
Mg m

DtL($7 Y, t)|t:0

=~
Il

11

Il
_

et les résultats obtenus sur les séries de fonctions propres montrent que

A = — d dyL
Kkl AB J, I/O yL(x,y,0)Uki(z,y)
4 A
Bu = g | dr [ duDiL@ )y Uatey)

Enfin, on vérifie aisément que les formules ci-dessus pour Ay; et By; combinées au
développement en série de L(z,y,t) permettent de résoudre le probleme de Cauchy
pour t = 0. O

Exercice 9.7 [Fonctions de Bessel d’indice entier]

Pour tout z € IR, la fonction e®s"¥ est périodique de période
2m sur la droite réelle. Comme elle est de classe C,, on sait que le
développement de Fourier

za: sing __ Z J zngp

n=—0oo

est convergent dans I'espace C*°(IR). Les coefficients J,,(x) de ce déve-
loppement sont, par définition, les fonctions de Bessel d’indice entier.
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On demande de montrer que si n > 0, alors le développement de Taylor
de J,(x) a lorigine est donné par

= —1)" L'\ n+2k
In(z) :kZ:O k!<(n+)k)! ST

et que

Solution: Par définition, nous savons que

1 . .
Jn<.’L‘) — 27 el sin gae—zmpd(p
T J_n
1 s
_ 27 efix sin goeixcpd(p.
™ J_x
Comme
400 S k
e—z@ sing _ Z (—ZZ‘ S 90)
= k!

et comme cette série est uniformément absolument convergente pour ¢ € [—m, 7], il
vient

1 m (—izsin)* ing
) = > [ ey,
k=0Y"T ’

+oo . k T
_ 1 (—’LiC) . k _iny
= %kzo o /777(5111@) e dp.

Or

. eilape—iap(k—l)

k k—1
B D

Il
—

(sin o)k

Ainsi
k
"o in Cl -1 bt T i —k+n
/ (smgp)ke Pdp = Z 7’“(2]%_2 / elP(2l—k+ )dcp
—T l —Tr

Ol (_1)k—
%27752l7k+n,0
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et cette intégrale differe de zéro si et seulement s’il existe un naturel I < k tel que
k = 2l + n auquel cas sa valeur est

Cllc k—I1
-1 2.
Il en résulte que
(@) = 11X (—iz)m*"(i - (21 +n)!(2n)
T @) N+ n)l(20) 2+
LY
£ 1(I+ n)! '

Vu ce qui précede, il est clair que
Jon(=2) = Jn(2)
et le développement ci-dessus montre que
In(=z) = (=1)" (),

d’ou la conclusion. O

Exercice 9.8 [Mouvement Keplérien)

Considérons le mouvement d’une planete autour du soleil et négli-
geons les interactions des autres planectes. L’orbite sera une ellipse
d’excentricité e < 1. La mécanique céleste nous apprend que ce mou-
vement est régi par I’équation de Kepler

E —esinE =M.

Rappelons que dans cette relation, M désigne I’anomalie moyenne don-
née par la formule
27T<t - to)

T

ol ty est le temps de passage au périhélie et ou T est la période du mou-
vement planétaire encore appelée année tropique. Quant a la grandeur
E, il s’agit de ’anomalie excentrique dont la définition est clarifiée par
le schéma ci-dessous

M=
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Cela étant, on demande de montrer que pour e fixé, la solution E(e, M)
de ’équation de Kepler est une fonction de classe C', en M et que dans
C*(IR), on a

> 2
E(e,M)=M+)_ %Jk(ek) sin kM.

k=1

Solution: Définissons la fonction f : IR — IR par la relation
f(E)=FE —esinkE.
Il est clair que f est de classe C'y sur IR et que
Dgf=1—ecosE > 0.

Il en résulte que f est strictement croissant et on en déduit ’existence d’une fonction

inverse f~! de classe Oy, sur IR. Comme cette fonction f~! coincide visiblement

avec la solution F(e, M) de 1’équation de Kepler, la premiére question est résolue.
Remarquons maintenant que si

E—esinE =M,

alors
(E + 2km) — esin(E + 2kw) = M + 2km.

Ainsi, on a
E(e,M + 2km) = E(e, M) + 2k~

pour tout M et la fonction g(M) = E(e, M) — M est périodique de période 2.
Comme cette fonction est également impaire et de classe C, sur IR, le théoreme de
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Fourier montre que :
oo
g(M) = ZC’“ sin kM,
k=1
la série étant convergente dans Cy, et les coefficients C}, étant donnés par la formule

27
C’k:l/ g(M)sin kMdM.
™ Jo

Une intégration par partie montre de suite que

1 —coskM _|*T 1 [ cos kM
Cr=~- (g(M)—— - D dM.
o= 0On=E | o [ o)
Ainsi,
1 27
Cpy = — (DmE —1)coskMdM
km Jo
1 27
= — DyrE coskMdM.
kﬂ' 0

Or E(e, M) définit un changement de variables de classe C* entre ]0, 27| et 0, 27,
donc on peut calculer Cy par la formule

2w

Ck cosk(E — esin E)dE.

:EO

Par la définition des fonctions de Bessel d’indice entier, on a :

o
Jn(.’ﬂ) — % elrsin Lp—zmpdso
1 T
= 5 (cos(zsin ¢ — np) + isin(xsinp — ny)) de.
)7

En tenant compte de la parité du premier terme et de 'imparité et du second terme
de l'intégrand ci-dessus, on voit que

1

T oor

27
In(x) /0 cos(z sin p — np)dep.

De cette formule, on déduit directement que

2
Cy = EJk(ek)

d’ou la conclusion. O



184 Chapitre 9.



Chapitre 10

Suites orthonormées dans 12

Exercice 10.1 Le procédé d’orthonormation de Schmidt appliqué
dans lespace L?([—1, 1]) aux polynémes 1, x, 2?2, ... fournit les polyno-
mes de Legendre.

Solution:

1) — Remarque : Si p, et p/, (m € IN) sont deux suites de polyndémes a
coefficients réels telles que pour tout m, p,, et p,, soient de degré m et (p,,) (resp.
(pl,)) soit une suite orthonormée dans L2([—1,1]), alors p,, = 4p/,, pour tout m.

De fait, pour m = 0, on a py = constante et ||pg|| = 1; po est donc égal & +1/+/2.
Pour m =1, on a

x = (x,po) po + (x,p1) p1 = (x,p1) P1

(car lintervalle [—1, 1] est symétrique par rapport a l'origine) et par conséquent,
[(z,p1)| = V/ (@, z).
Comme p; s’écrit aussi
-1 -1
p1=(z,p) = —(z,p1)  (z,p0)Po,

on en déduit son expression (au signe pres).
Procédons par récurrence pour conclure : supposons que les polynomes pg, p1, po,
.., Pm soient déterminés (au signe pres). On a

xm-‘rl — <xm+l’p0>p0 + <xm+17p1>p1 + -4 <xm+1,pm+1>pm+17
donc

|<$m+1’pm+1>| _ (<Im+17xm+1> _ <xm+17p0>2 o <$m+17pm>2)1/2-

185
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Comme p,, 41 s’écrit aussi

_ <xm+1

P 41 m+1 <xm+1
m =

Pmi1) @ Pmr1) (@ po) po — -

. <xm+1 -1 <xm+1

apm+1> 7pm>pm7

on en déduit que p,,41 est déterminé au signe pres.

2) — lere démonstration (basée sur la remarque précédente).

Par le procédé d’orthonormation de Schmidt, & partir des polynémes 1, z, 2, . . .,
on obtient des polynémes de degré 0,1,2,... orthogonaux et normés. Il suffit des lors
de prouver que les polynomes de Legendre sont orthonormés.

3) — 2éme démonstration. Le procédé d’orthonormation de Schmidt appliqué

aux polynomes 1,z, 22, ... (baptisés ug, u, us, ...), fournit les fonctions
uy = 1,
m—1
* — * * *\\—1, *
Up, 1= Um — (i, ujp) ((ugs ug)) ™ ug (m > 1).
k=0

On en déduit que
(™ up) =0 (10.1)

pour tous m, k tels que m < k (car u,, = 2™ est combinaison linéaire de u{, u3,...,
uy, et car les uj sont orthogonaux deux & deux par construction).

Cela étant, pour trouver la forme canonique des w},, considérons les fonctions
suivantes

fo = ug

fnl) = /j %u;(vs)dt (m > 1).

Ces fonctions sont en fait des primitives m-iemes des fonctions u}, : on a
m %

pour tout m.

De plus, comme u}, est un polynéme de degré m (démonstration par récurrence
en se servant de la formule récurrente du procédé de Schmidt), f,,, est un polynéme
de degré 2m. Cherchons-en les racines afin d’en trouver une expression.

Soit m > 1. Comme on a

Dl;fm(x)‘x:il =0

pour tout £ = 0,...,m — 1 et comme f,, est un polynéme de degré 2m, on peut
écrire

fm(z) = Cpp(2® — 1)™.
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Il s’ensuit que
up,(2) = D fu(x) = Cp Dy (2 — 1)™.

Il faut maintenant calculer la norme de w, afin d’orthonormer la suite. Soit m > 1.
On a

1
[ |12 = Con / (@)D (22 — 1) da.
-1

Vu la relation (10.1), quand on développe 'expression D™ (z% — 1)™ (qui est un
polynome de degré m) et que l'on calcule l'intégrale, le seul terme non nul est le
terme correspondant au monoéme x. Le coefficient de " dans le développement
de D™ (2% — 1)™ est (2m)!/m!, d’ou I'on tire

2m)! [
hus 2 = 2, [ Z2) [ ompm (a2 — 1ymae,
m m m x

S V)
En intégrant successivement m fois par parties, on obtient

1
[ 051(277%)‘(—1)"”‘/1(962 —1)"dz = C,(2m)12*" 1 B(m + 1,m + 1)
C2 (2m + 1)~ 122 (m))2,

Dos lors, comme |[uf]|> = 2, et |[u},]| = |Cp| 27™m! ,/2mz+1 (car Cy, est réel), on

obtient une suite orthonormée ;> définie par

u = V2/2

1/2

2 1

wite) = w2n) |2 pr? <0y ez ),
c’est-a-dire les polynomes de Legendre si on considere le signe +. O

Remarque: En appliquant le procédé d’orthonormation de Schmidt

x

a) dans L2([0, +00]) aux fonctions 2™e~* (m = 0,1,...), on obtient les fonctions

de Laguerre;

b) dans L%(]0, +o0]) aux fonctions gme=" (m=0,1,...), on obtient les fonctions
d’Hermite.
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Exercice 10.2 Désignons par p,, les polynémes de Legendre (m =
0,...) et par p;,, les fonctions associées de Legendre, c’est-a-dire les
fonctions

P = (1= a?)"™2 D py(x)
(x € [=1,1]; m, 1 naturels positifs ou nuls tels que m < ). Alors, dans
L%([-1,1]), on a les relations

(m+1)!
s PUm) = 01y
<pl, b, > (l—m)! 1,0

pour tous [, 1" et m tels que m < inf(l,!").

Solution: Supposons que l'on ait [ < {’. Désignons par ¢,,; le polynéme de degré
m+ 1 égal & (1 — 22)™D™p;(z). Des lors, on a

1
(Dt DU m) = / Gm+1(x) D'y (z)dz.
-1
Par des intégrations successives par parties, en remarquant que ’on a
(™, pp) =0 (10.2)
pour m, k € IN tels que m < k, on obtient
<pl,m7pl’,m> =0.

Supposons que m < [ = I’. Par m intégrations par parties successives, on obtient

1
(Do i) = (—1)™ / D s ()1 ()
—1

Cela étant, comme le coefficient de z' du polynome (de degré 1) D7 q,,+;(x) vaut

(m+1)!

204 1)Y227 72N 2 () (20—
(21 +1) e
et comme on a les relations (10.2), on obtient

1
(P1ms> PLm) = (20 + 1)1/22l1/2(”)2(21)!m [1 alpi(x)dz.

En reprenant I’expression du polynome de Legendre, en intégrant [ fois par parties
et en faisant appel a la fonction B, on trouve

<pl,m7pl,m> = m
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Exercice 10.3 Soit E une partie mesurable de R" et soit u,, (m €
IN) une suite orthonormée totale dans L?(FE) pour laquelle il existe
C' > 0 tel que |u,,| < C pp sur E pour tout m € IN. Alors, pour tout
feLYE), ona
lim /f(as)um(x)dx:().
E

m—-+00

Solution: Pour tout m € IN, posons A, := {z € E : |f(z)] < m et |z|] < m} et
®,, == fxa,, Alors ®,, (m € IN) est une suite d’éléments de L'(E)NL3(E) qui
converge dans L' (E) vers la fonctions f. Cela étant, soit € > 0. D’une part, il existe
N € IN tel que

€
1f = @nlliim) < Yok
D’autre part, il existe M € IN tel que
_ €
(@ Tm)| < 5

pour tout m > M. D’ou la conclusion, car on a

’/E fumdz

pour tout m € IN. O

<C|f- ‘I)NHLl(E) + (PN, Umm)|
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Appendice A

Rappel théorique

A.1 Topologie d’un sous-espace
Définition

e Un ouvert de A C IR" est une partie de A de la forme QN A, ou
Q2 est un ouvert de IR";

e Un fermé de A C IR" est une partie de A de la forme FN A ou F
est un fermé de IR".

Exemples
a) L’intervalle [0, 1[ est un ouvert de [0, 2[;

b) L’intervalle |0, 1] est un fermé de ]0, 2].

A.2 Densité

Définition
Une partie D de A C IR" est dense dans A si A C D~. Il revient au

méme de dire que tout point de A est limite d’une suite de points de
D.

Proposition Si D est une partie dense de A alors

a) tout fermé de A qui contient D est égal a A;
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b) deux fonctions réelles continues f, g sur A vérifient la relation

/() g(x)

(AVARRVAN

sur A ssi elles la vérifient sur D.

A.3 Connexité

Définition

Une partie A de IR" est connexe si elle n’admet pas de partition en
deux ouverts non vides. Il revient au méme d’exiger que A ne contienne
aucune partie propre non vide a la fois ouverte et fermée.

Une composante connexe de A C IR"™ est un connexe maximal de A
(i.e. un connexe de A égal a tout connexe de A qui le contient).

Une partie A de IR" est connexe par arcs si, pour tous z,y € A, il
existe un chemin v a valeurs dans A d’origine x et d’extrémité y.

Proposition

a) Les composantes connexes de A C IR" forment une partition de
A.

b) Tout espace connexe par arcs est connexe mais la réciproque est
fausse en général.

¢) Un ouvert de IR™ est connexe si et seulement s'il est connexe par
arcs.

A.4 Convergence uniforme

Définition Soit E une partie de IR" et soient f, f,, (m € IN) des
fonctions définies sur E.
Nous dirons que

a) la suite f,, converge ponctuellement vers f sur E si

Ve € EVe>03M >0m > M = |fu(x) — f(z)] <¢€)
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et nous écrirons alors

b) la suite f,, converge uniformément vers f sur E si
Ve>03dM >0(m>M,x € E=|fn(x)— f(x) <e€)

et nous écrirons alors

fm=f
Remarquons que
fm— [ & VeeE lim |fn(z) = f(z)] =0

Critére de Cauchy uniforme
La suite f,, de fonctions définies sur £ converge uniformément sur
E si et seulement si
Ve>03dM >0 (m,n>M = sup|fn(zx) — fu(x)] <¢€)

zeFE

Une des motivations de l'introduction de la convergence uniforme
est le fait qu'une limite ponctuelle de fonctions continues n’est pas
nécessairement continue alors que c’est le cas pour une limite uniforme.

Par exemple, sur IR, on a

— arctan(maz) T sen

alors que la fonction sgn x est discontinue. Ce phénomene est visualisé
sur le schéma suivant:
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A.5 Suite d’éléments de CP(12)

Proposition Si f,, est une suite de CP(2) ou €2 est un ouvert de R"
et si

a) la suite D®f,, converge uniformément sur tout compact de {2
lorsque |a| = p

b) la suite D*f,,(x) converge en un point x de chaque composante
connexe de €2 lorsque |a| < p

alors il existe une fonction f € CP(Q) telle que
D% fn= D°f
pour tout compact K de Q lorsque || < p.

Pour tout f € C°(£2), posons

[/l e = sup [f()]
zeK

Cette notation nous permet de déduire du résultat précédent le critere
pratique suivant.

Critére de dérivation des séries Soit f,, € CP(Q2), Q ouvert de
IR"™. Si les séries numériques

+0o0
> D finll e
m=0

convergent pour tout compact K de € et tout multiindice o tel que
la| < p, alors il existe un élément f € CP(Q) tel que

+oo
Df=3% D%m

m=0

si |a] < p.
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A.6 Théoréme de Stone-Weierstrass

Proposition Si K est un compact de IR™ alors pour tout f € Cy(K)
et tout € > 0, il existe un polynome P tel que sup,.x | f(z) — P(x)| <€
(i.e. I'ensemble des polynomes est dense dans C°(K)).

Corollaire Si f est une fonction périodique continue de période T
sur IR alors pour tout compact K de IR et tout € > 0 il existe M € IN
et des complexes 7y, s, (0 < m < M) tels que

M
f(x) = > (rm cos(2mm %) + S sin(27rm%)) <e VreK.

m=0
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