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Introduction

Ce cahier d’exercices est destiné aux étudiants de seconde candida-
ture en sciences mathématiques et physiques. Il a pour but de compléter
le cours d’analyse du Professeur J. Schmets et à servir de base aux
séances de travaux pratiques.

Les exercices sont nombreux et ont un degré de difficulté très vari-
able. Certains sont uniquement destinés à aider l’étudiant à acquérir
les automatismes de base pour la manipulation des différents concepts
introduits dans la partie théorique du cours. D’autres ne sont pas à pro-
prement parler des exercices mais plutôt des applications de la théorie à
la résolution de problèmes concrets. Leur but est de mettre en évidence
comment tirer parti des méthodes enseignées dans des situations en re-
lation directe avec la pratique.

La plupart des exercices sont fournis avec leur solution détaillée, ceci
afin que l’étudiant qui désire travailler par lui-même puisse contrôler
ses résultats. Il va sans dire que seule la recherche personnelle des
solutions peut faire progresser dans la connaissance de la matière et
que ces solutions ne devraient être utilisées que comme contrôle.

L’origine des exercices est très variée. La plupart proviennent des
livres classiques d’analyse cités dans la bibliographie. Dans de nom-
breux cas, ils ont été modifiés pour s’intégrer dans le cadre du cours et
parfois leurs solutions ont été simplifiées par des arguments originaux.

Nous pensons que le but principal d’un cahier d’exercices est d’aider
l’étudiant à mâıtriser la matière du cours. Pour atteindre ce but, la
collaboration des étudiants est nécessaire. Nous sommes donc ouverts
à toute suggestion concernant l’incorporation de nouveaux exercices ou
la considération de nouveaux problèmes entrant dans le cadre du cours.
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pour leur aide lors de la relecture des épreuves.
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Chapitre 1

Espaces métriques et normés

Exercice 1.1 Par définition, un ensemble est infini s’il est en bijection
avec l’une de ses parties propres; un ensemble est fini s’il n’est pas infini.

a) Si A est un ensemble fini et non vide, toute injection de A dans A
est une bijection.

b) Si A est un ensemble qui contient une suite de points deux à deux
distincts, alors A est infini.

Solution:
a) Si f : A→ A est injectif mais non surjectif, alors f(A) est une partie propre

de A et g : A→ f(A) a 7→ f(a) est une bijection. D’où la conclusion.
b) Soit D := {xm : m ∈ IN} une partie de A telle que xm 6= xn si m 6= n. Posons

B := A\{x1} et définissons f : A → B par f(a) = a si a ∈ A\D et f(xm) = xm+1

pour tout m ∈ IN. Dès lors A est infini car f est une bijection et B est une partie
propre de A. 2

Exercice 1.2 Donner l’expression d’une bijection entre [0, 1[ et ]0, 1[.

Solution: L’application T : [0, 1[→]0, 1[ définie par

T (x) =

 1/2 si x = 0
1/(m+ 1) si x = 1/m

x sinon

est une bijection entre les intervalles [0, 1[ et ]0, 1[. 2
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2 Chapitre 1.

Exercice 1.3 Soit (X, d) un espace métrique.

a) Pour toute partie A de X et tout ouvert Ω on a (Ω∩A)− =
(Ω∩A−)−.

b) Une partie D de X est partout dense si et seulement si D rencontre
tout ouvert non vide de X.

c) Si A,B et Aj (j ∈ J) sont des parties de X, on a

(A∩B)◦ = A◦ ∩B◦ (A∪B)− = A− ∪B−
A◦ ∪B◦ ⊂ (A∪B)◦ (A∩B)− ⊂ A− ∩B−
(∩j∈J Aj)◦ = (∩j∈J A◦j)

◦ (∪j∈J Aj)− = (∪j∈J A−j )
−
.

d) Si A et B sont des parties de X telles que A− ∩B = A∩B− = ∅
alors

(A∪B)◦ = A◦ ∪B◦ (A∪B)• = A• ∪B•.

e) Si A et B sont des parties de X et si A ou B est ouvert alors

A−◦ ∩B−◦ = (A∩B)−◦.

f) Si A est une partie non vide de X, alors

A− = {x ∈ X : d(x,A) = 0}.

On en déduit que tout fermé (resp. tout ouvert) de X est inter-
section (resp. union) dénombrable d’ouverts (resp. de fermés).

Solution: a) Bien sûr, on a (A∩Ω)− ⊂ (A− ∩Ω)−. Soit alors a ∈ A− ∩Ω et soit
V un voisinage de a. Comme Ω∩V est encore un voisinage de a, et comme a est
adhérent à A, l’intersection A∩(Ω∩V ) n’est pas vide. De A− ∩Ω ⊂ (A∩Ω)−, on
déduit alors la thèse.

b) découle du fait que tout ouvert est voisinage de chacun de ses points et que
tout voisinage de x contient un ouvert auquel x appartient.

c) est direct vu les propriétés de l’intérieur et de l’adhérence d’une partie de X.
d) On a toujours A◦ ∪B◦ ⊂ (A∪B)◦ et par conséquent aussi (A∪B)• ⊂

A• ∪B•. Supposons que A− ∩B = A∩B− = ∅(?). Soit x ∈ (A∪B)◦. Si x appar-
tient à A (resp. à B), on déduit de (?) que l’ensemble CB (resp. CA) est un voisinage
de x; par conséquent (A∪B)∩CB = A∩CB (resp. (A∪B)∩CA = B ∩CA) est
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aussi un voisinage de x. Dès lors A (resp. B) est voisinage de x et x ∈ A◦ ∪B◦.
Comme on a A− ⊂ CB ⊂ CB◦ et B− ⊂ CA ⊂ CA◦, l’égalité

A• ∪B• = (A−\A◦)∪(B−\B◦)

conduit à

A• ∪B• ⊂ (A∪B)−\(A◦ ∪B◦) = (A∪B)−\(A∪B)◦

= (A∪B)•

.
e) Pour toutes parties A et B de X, on a A∩B ⊂ A− ∩B−; par conséquent

(A∩B)− ⊂ A− ∩B− donc (A∩B)◦ ⊂ (A− ∩B−)◦ = A◦ ∩B◦. Cela étant, sup-
posons par exemple que A soit ouvert et démontrons que l’ouvert A−◦ ∩B−◦ est
inclus dans (A∩B)−. Comme A est ouvert, on a (A∩B)− = (A∩B−)−. Soit
alors un élément x de A◦− ∩B◦− et un voisinage V de x. L’ensemble A− ∩B− ∩V
étant encore un voisinage de x, on en déduit que A∩B− ∩V n’est pas vide. D’où
la conclusion.

f) L’adhérence A− de A s’écrit encore

A− = ∩
m∈IN

∪
a∈A
{x ∈ X : d(x, a) <

1
m
}.

Dès lors, par définition de la fonction d(·, A), on a

A− = ∩
m∈IN
{x ∈ X : d(x, a) <

1
m
}

d’où
A− = {x ∈ X : d(x,A) = 0}.

2

Exercice 1.4 Soient (X, d) un espace métrique, B un sous-espace de
(X, d) et A une partie de B. Alors

a) A−B = A−X ∩B; A◦X = A◦B ∩B◦X ; A•B ⊂ A•X ∩B;

b) si B est ouvert dans (X, d) alors A◦X = A◦B et A•B = A•X ∩B; si
B est fermé alors A−B = A−X .

Solution: Il suffit d’appliquer les définitions de l’adhérence, de l’intérieur et de la
frontière d’un ensemble dans un espace métrique.
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Exemples :
(i) Dans X = IR : l’ensemble A =]0, 1] est fermé dans B =]0,+∞[, ouvert dans

B =]−∞, 1]; l’ensemble A = {0} cöıncide avec sa frontière dans X = IR alors que
sa frontière dans B = {0}∪[1, 2] est l’ensemble vide ({0} est voisinage de lui-même
dans cet espace).

(ii) Dans X = IR3 : l’ensemble A = {(x, y, 0) : x2 + y2 < 1} est ouvert dans
B = IR2 et son intérieur dans IR3 est vide. 2

Exercice 1.5 Soient Ω un ouvert non vide de IRn et f une fonction
définie sur Ω telle que limx→x0,x 6=x0 f(x) = 0 pour tout x0 ∈ Ω. Alors
l’ensemble des points d’annulation de f est partout dense dans Ω.

Solution: Soit N l’ensemble {x ∈ Ω : f(x) = 0} et soit ω un ouvert non vide de
Ω. Si ω ∩N = ∅ alors ω = ∪m∈IN{x ∈ ω : |f(x)| ≥ 1

m}. Comme ω est un ouvert
non vide de IRn, il n’est pas dénombrable; il s’ensuit qu’il existe M ∈ IN tel que
l’ensemble {x ∈ ω : |f(x)| ≥ 1

M } ne soit pas dénombrable. Cela étant, soit Km

(m ∈ IN) une suite croissante de compacts telle que ω = ∪m∈INKm. On obtient
donc un M0 ∈ IN tel que l’ensemble {x ∈ KM0 : |f(x)| ≥ 1

M } soit non dénombrable;
soit xm (m ∈ IN) une suite d’éléments distincts de cet ensemble. Comme KM0 est
compact, quitte à passer à une sous-suite, on peut supposer que la suite xm converge
vers x ∈ KM0 et que xm 6= x pour tout m ∈ IN. Dès lors, vu l’hypothèse sur f , on
a limm→+∞ f(xm) = 0, ce qui contredit |f(xm)| ≥ 1

M pour tout m ∈ IN. 2

Exercice 1.6 Soit (X, dX) l’espace discret introduit au cours.

a) Pour tout espace métrique (Y, dY ), toute application

f : (X, dX)→ (Y, dY )

est continue.

b) (X, dX) est complet.

c) (X, dX) est compact si et seulement si X est fini.

d) (X, dX) est séparable si et seulement si X est dénombrable.

e) Les seules parties connexes non vides de (X, dX) sont les singletons.

Solution: Il suffit de se rappeler que tous les sous-ensembles de X sont des ouverts
de (X, dX). 2
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Exercice 1.7 Soit (X, d) un espace métrique et soit A une partie non
vide de X. Alors

a) A est borné si et seulement si A− est borné;

b) si A est borné, alors diam A = diam A−;

c) si A est précompact, alors A est borné;

d) si (X, d) est complet, si Am (m ∈ IN) est une suite décroissante de
parties bornées, fermées et non vides de (X, d) telle que

diamAm → 0,

alors ∩+∞
m=1Am est un singleton.

Solution:
a) est immédiat car d’une part A ⊂ A− et d’autre part les boules b(x, r) de

(X, d) sont fermées.
b) Comme A ⊂ A−, on a bien sûr diamA ≤ diam A−. Réciproquement, soient

x, y deux éléments de A− et soit ε > 0. Il existe a, b ∈ A tels que d(x, a) ≤ ε/2 et
d(y, b) ≤ ε/2. Dès lors on obtient d(x, y) ≤ d(x, a) + d(a, b) + d(y, b) ≤ ε+ diam A.
Finalement, on a diamA− ≤ diamA.

c) Comme A est précompact, il existe N ∈ IN et an ∈ X (n ≤ N) tels que

A ⊂
N
∪
n=1

b(an, 1).

Soit x ∈ X. Alors pour tout élément a de A, on a

d(x, a) ≤ d(x, an) + d(an, a) ≤ sup(d(x, aj) : j ≤ N) + 1

si n est choisi tel que d(a, an) ≤ 1. Il s’ensuit que A est inclus dans la boule de
centre x et de rayon égal à sup(d(x, an) : n ≤ N) + 1.

d) Pour tout m ∈ IN, choisissons un élément am de Am. Cela étant, comme la
suite diam Am converge vers 0 et comme les Am sont embôıtés en décroissant,la
suite am est de Cauchy. Dès lors, comme l’espace (X, d) est complet, il existe a ∈ X
tel que la suite am converge dans (X, d) vers a. Démontrons que l’intersection des
Am cöıncide avec {a}.

De fait, en se rappelant que les Am sont fermés et que l’on a an ∈ AN pour tout
N ∈ IN et tout n ≥ N , on obtient que la limite a de la suite am appartient à chacun
des AN (N ∈ IN). De plus, si x et y sont deux éléments de ∩m∈INAm, alors on a
d(x, y) ≤ diam Am pour tout m ∈ IN, donc d(x, y) = 0 et finalement x = y. 2
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Exercice 1.8 Soient (X, dX) et (Y, dY ) deux espaces métriques.

a) Si f : (X, dX)→ (Y, dY ) est continu et si A est une partie relative-
ment compacte de X, alors f(A−) = (f(A))−.

b) Si f, g : (X, dX) → (Y, dY ) sont continus, alors l’ensemble
F := {x ∈ X : f(x) = g(x)} est fermé.

c) Pour toute fonction continue f sur IRn × [a, b], la fonction
S(x) = supa≤y≤b |f(x, y)| est continue sur IRn.

Solution:

a) D’une part, comme f est continu, on a A− ⊂ f−1(f(A))− donc f(A−) ⊂
(f(A))−. D’autre part, comme A− est compact et comme f est continu, l’ensemble
f(A−) est compact, donc fermé. D’où la conclusion car on a f(A) ⊂ f(A−).

b) est direct en se rappelant qu’un ensemble est fermé si et seulement s’il contient
les limites de ses suites convergentes.

c) Montrons que S est continu en tout x0 ∈ IRn. Posons B0 = {x ∈ IRn :
|x−x0| ≤ 1}. Comme la fonction f est continue sur IRn×[a, b], elle est uniformément
continue sur le compact B0 × [a, b] de IRn+1. Etant donné ε > 0, il existe donc
0 < r ≤ 1 tel que{

x, x′ ∈ B0, t, t
′ ∈ [a, b]

|(x, t)− (x′, t′)| ≤ r =⇒ |f(x, t)− f(x′, t′)| ≤ ε. (1.1)

Dès lors, pour tout x ∈ IRn, |x− x0| ≤ r, vu (1.1), on a

|f(x, t)| ≤ |f(x, t)− f(x0, t)|+ |f(x0, t)| ≤ ε+ S(x0) ∀t ∈ [a, b]

donc
S(x) ≤ ε+ S(x0)

et de même
S(x0) ≤ ε+ S(x).

D’où la conclusion. 2

Exercice 1.9

a) Si A est une matrice réelle de dimension m×n, alors l’application
T : IRn → IRm x 7→ Ax est linéaire et continue.
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b) Soit [a, b] un intervalle compact de IR et soit E l’espace normé
(C0([a, b]), supa≤x≤b |·(x)|). Etablir que l’application S : E → E
f 7→

∫ y
a f(x)dx est définie, linéaire et continue (l’image de la boule

unité de E est même relativement compacte dans E).

Solution:
a) est immédiat.
b) Vu le théorème de Lebesgue, S est bien défini. Il est alors immédiat de voir

que S est linéaire et continu. 2

Exercice 1.10 Si deux fermés (resp. ouverts) de l’espace (X, d) ont
une réunion et une intersection connexes, alors ils sont connexes.

Solution: Soient F1 et F2 deux fermés tels que F1 ∪F2 et F1 ∩F2 soient connexes.
Procédons par l’absurde et supposons par exemple que F1 n’est pas connexe. Alors
il existe deux ouverts Ω1 et Ω2 de (X, d) tels que Ω1 ∩F1 et Ω2 ∩F1 forment une
partition de F1. Considérons alors les ensembles

Ω1 ∩(F1 ∩F2) et Ω2 ∩(F1 ∩F2).

Il s’agit d’ouverts de F1 ∩F2, dont l’intersection est vide et dont la réunion est
F1 ∩F2. Comme F1 ∩F2 est connexe, l’un (au moins) d’entre eux est vide. Par
exemple Ω1 ∩F1 ⊂ C F2; d’où il vient

F1 ∩F2 ⊂ Ω2.

Considérons ensuite les ensembles

(F1 ∩Ω2)∪(F2\F1) et F1 ∩Ω1.

Il s’agit d’ouverts de F1 ∪F2 car ils s’écrivent (F1 ∪F2)∩(Ω2 ∪C F1) d’une part
et (F1 ∪F2)∩(Ω1 ∪C F2) d’autre part. De plus, F1 ∪F2 est égal à leur réunion.
Comme F1 ∪F2 est connexe, l’un (au moins) de ces ensembles est vide. Comme
F1 ∩Ω1 et F1 ∩Ω2 forment une partition de F1, on doit avoir F2\F1 = ∅ donc
F2 ⊂ F1. Mais ceci est absurde car par hypothèse F1 ∪F2 est connexe alors qu’on
vient de supposer F1 non connexe.

On peut procéder de manière analogue lorsqu’il s’agit d’ouverts.
Il faut cependant remarquer que ce résultat n’est plus valable lorsque les deux

ensembles ne sont pas simultanément ouverts ou fermés.
De fait, dans IR, les ensembles A1 = [1, 2]∪[3, 4] et A2 =]0, 1[∪]2, 3[ sont de

réunion et d’intersection connexes (A1 ∪A2 =]0, 4] et A1 ∩A2 = ∅) bien que ni A1

ni A2 ne soit connexe. 2
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Exercice 1.11 Soit (X, dX) un espace métrique.

a) L’espace (X, dX) est connexe si et seulement si toute partie propre
et non vide de X a une frontière non vide.

b) Si A et B sont deux parties connexes non vides de (X, dX) alors
A∪B est connexe si et seulement si l’un des ensembles A∩B− et
A− ∩B est non vide.

Solution:
a) La condition est nécessaire. En effet, soit A une partie propre non vide de

X. Si A• = ∅ alors A− = A◦ = A, donc A est à la fois ouvert et fermé dans X, ce
qui est absurde.

La condition est suffisante. En effet, si Ω1,Ω2 est une disconnexion de X, alors
Ω1 est une partie propre et non vide de X qui est à la fois ouverte et fermée, donc
qui a une frontière vide. D’où une contradiction.

b) La condition est nécessaire. Supposons que A∪B soit connexe et que
A∩B− = ∅. Si on a aussi A− ∩B = ∅, alors (C A−)∩(A∪B) et (C B−)∩(A∪B)
forment un recouvrement disjoint ouvert de A∪B. Comme A∪B est connexe, l’un
au moins de ces ensembles est vide, par exemple C A− ∩(A∪B) = C A− ∩B. Dès
lors B ⊂ A− donc ∅ = A− ∩B = B. D’où une contradiction.

La condition est suffisante. Supposons que A− ∩B 6= ∅. S’il existe des ouverts
Ω1,Ω2 de (X, dX) tels que Ω1 ∩(A∪B) et Ω2 ∩(A∪B) forment une partition binaire
ouverte de A∪B, alors (Ω1 ∩A)∪(Ω1 ∩B) 6= ∅ donc Ω1 ∩A 6= ∅ ou Ω1 ∩B 6= ∅.
Raisonnons en supposant Ω1 ∩A 6= ∅. Comme A est connexe, on en déduit que
A∩Ω2 = ∅ et par suite Ω2 ∩B 6= ∅. Vu la connexité de B, on obtient B ∩Ω1 = ∅.
Par conséquent A− ∩B ⊂ A− ∩Ω2 ⊂ (A∩Ω2)− = ∅; d’où une contradiction. 2

Exercice 1.12 Plaçons nous dans IR2.

a) Le complémentaire de la boule unité B = {x ∈ IR2 : |x| ≤ 1} est
connexe par arcs.

b) L’espace E = {0} × [−1, 1])∪{(x, sin 1/x) : x ∈]0, 1/π]} est con-
nexe mais n’est pas connexe par arcs.

Solution: a) Soient a et b deux points distincts de IR2\B tels que |a| ≤ |b|.

(i) Si |a| = |b| = R et si arg(a) < arg(b) (par exemple), alors l’application

f ′ = [arg(a), arg(b)]→ IR2\B t 7→ (R cos t, R sin t)
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est continue (car les fonctions cos et sin sont continues sur IR) et telle que
f ′(arg(a)) = a et f ′(arg(b)) = b. Si l’on veut revenir à l’intervalle [0, 1], il
suffit de considérer la fonction continue

g : [0, 1]→ [arg(a), arg(b)] t 7→ arg(a) + t(arg(b)− arg(a))

et l’application f ′ ◦ g : [0, 1]→ IR2\B.

(ii) Si |a| < |b| et arg(a) = arg(b), alors l’application

f : [0, 1]→ IR2\B t 7→ a+ t(b− a)

est continue et telle que f(0) = a et f(1) = b.

(iii) Si |a| < |b| et arg(a) < arg(b), alors d’une part

f1 : [arg(a), arg(b)]→ IR2\B t 7→ (|a| cos t, |a| sin t)

est continu et tel que f1(arg(a)) = a, c := f1(arg(b)). D’autre part,

f2 : [0, 1]→ IR2\B t 7→ c+ t(b− c)

est continu et tel que f2(0) = c et f2(1) = b. Il s’ensuit que f : [0, 1]→ IR2\B
défini par f(t) = f1(g(2t)) si t ∈ [0, 1/2]; f(t) = f2(2t − 1) si t ∈ [1/2, 1] est
continu et tel que f(0) = a et f(1) = b.

(iv) Si |a| < |b| et arg(a) > arg(b), on procède comme dans le cas précédent en
considérant par exemple d’abord

g1 : [arg(b), arg(a)]→ IR2\B t 7→ (|b| cos t, |b| sin t)

puis
g2 : [0, 1]→ IR2\B t 7→ d+ t(a− d)

(où on pose d := (|b| cos arg(a), |b| sin arg(a)).

b) Posons S := {0}×[−1, 1] et G = {(x, sin 1
x ) : x ∈]0, 1/π]}. Comme S ∩G− 6= ∅

(car la suite (1/kπ, 0) (k ∈ IN) appartient à G et converge dans IR2 vers (0,0)) et
comme S et G sont des parties connexes de IR2, leur réunion E est connexe.

Cela étant, démontrons par l’absurde que E n’est pas connexe par arcs. De fait,
supposons qu’il existe une application continue γ : [0, 1]→ E telle que γ(0) = (0, 0)
et γ(1) = (1/π, 0). Soit r0 = sup{t ∈ [0, 1] : γ(t) ∈ S}. Comme γ(1) appartient
à G et comme γ est continu, on obtient 0 ≤ r0 < 1; de plus, la continuité de γ
permet aussi de démontrer que γ(r0) appartient à S. Supposons par exemple que
γ(r0) ∈ {0} × [0, 1]. Il existe alors un voisinage V de γ(r0) dans IR2 et par suite
ε > 0 tels que γ([r0, r0 + ε]) ⊂ V \(IR × [−1,− 1

2 ]). On construit alors directement
une partition binaire ouverte U1, U2 de γ([r0, r0 + ε]). D’où une contradiction car
γ([r0, r0 + ε]) est connexe.
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2

Exercice 1.13

a) Toute partie connexe de IR est connexe par arcs.

b) Tout ouvert connexe de IRn est connexe par arcs.

c) Toute partie de QI (sous-espace de IR) contenant plus d’un point
n’est pas connexe.

Solution: a) et c) sont directs.
b) Si Ω est vide, il est bien sûr connexe par arcs. S’il ne l’est pas, pour tout

élément x de Ω considérons l’ensemble

Ωx := {y ∈ Ω : ∃ un chemin γ : [0, 1]→ Ω tel que γ(0) = x et γ(1) = y}.

La famille Ωx (x ∈ Ω) est une famille d’ouverts non vides de IRn (pour prouver que
Ωx est ouvert, on peut procéder comme suit : pour tout y ∈ Ωx, il existe r > 0 tel
que la boule b de centre y et de rayon r soit incluse dans l’ouvert Ω. Pour conclure,
il suffit alors de noter que la boule b est en fait incluse dans Ωx) telle que pour tous
x, x′ ∈ Ω, on ait

Ωx ∩Ωx′ = ∅ ou Ωx ∩Ωx′ = Ωx = Ωx′ .

Pour conclure, il suffit de prouver que tous les Ωx cöıncident.
De fait, si ce n’est pas le cas, il existe des éléments x et x′ de Ω tels que Ωx 6= Ωx′

donc tels que Ωx ∩Ωx′ = ∅. Les ensembles

Ωx et ∪
y∈Ω,Ωy 6=Ωx

Ωy

forment par conséquent une partition binaire ouverte de Ω, ce qui est contradictoire.
2
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Exercice 1.14

a) Soit (X, dX) un espace métrique (X 6= ∅). Une partie C de X
est une composante connexe de (X, dX) si et seulement si c’est un
connexe maximal (c’est-à-dire un connexe tel que, si A est une
partie connexe de (X, dX) contenant C, alors A = C).

b) Toute composante connexe d’un ouvert de IRn est ouverte.

c) Soient (X, dX) et (Y, dY ) deux espaces métriques et soit f une
application continue de (X, dX) dans (Y, dY ). Pour toute com-
posante connexe C de (Y, dY ), l’ensemble f−1(C) est réunion de
composantes connexes de (X, dX).

Solution: a) La condition est nécessaire. Par définition des composantes connexes,
C est la classe d’équivalence de l’un de ses éléments; soit C = Cc. Dès lors pour
toute partie connexe A de (X, d) contenant C, A contient c, donc est inclus dans
C. De plus, C est connexe comme réunion de connexes d’intersection deux à deux
non vide.

La condition est suffisante. D’une part, si X n’est pas vide, il en est de même
pour C. Soit donc un élément c de C. Démontrons que C est la réunion des connexes
de (X, d) contenant c. De fait, si B est connexe et contient c, l’ensemble B ∪C est
connexe et contient C; dès lors B ⊂ B ∪C = C. Pour conclure, il suffit alors de
constater que C est lui-même un connexe contenant c.

b) Soit C une composante connexe de Ω et soit x ∈ C. Il existe b(x, r) inclus
dans Ω. Comme b(x, r) est connexe (car convexe) et d’intersection non vide avec
C, la boule b(x, r) est incluse dans C, d’où la conclusion.

c) Pour toute composante connexe A de (X, dX) telle que A∩ f−1(C) 6= ∅, on
a A ⊂ f−1(C) (de fait : f(A) est connexe et f(A)∩C 6= ∅; dès lors f(A)∪C
est un connexe contenant C, donc égal à C). Comme X est égal à la réunion de
ses composantes connexes, f−1(C) est l’union des traces (non vides) sur f−1(C)
des composantes connexes de (X, dX); par conséquent f−1(C) est l’union de ces
composantes connexes. 2

Exercice 1.15 Soit (X, d) un espace métrique. Etablir qu’une partie
compacte K de (X, d) est connexe si et seulement si pour tous x, y ∈ K
et tout ε > 0, il existe un nombre fini d’éléments

x0 := x, x1, . . . , xN , xN+1 := y

de K tels que d(xj, xj+1) < ε pour tout j ∈ {0, . . . , N}.
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Solution: La condition est nécessaire (on n’utilise pas l’hypothèse de compacité de
K); il suffit de remarquer que, pour tout x ∈ K et tout ε > 0, l’ensemble

{y ∈ K : ∃x0 = x, x1, . . . , xN , xN+1 = y ∈ K : d(xj , xj+1) < ε ∀j = 0, . . . , N}

est une partie ouverte, fermée, non vide de K et par conséquent est égale au connexe
K.

La condition est suffisante. De fait, si le compact K n’est pas connexe, il existe
une partition fermée F1, F2 de K. Comme F1 et F2 sont compacts et d’intersection
vide, il existe f1 ∈ F1 et f2 ∈ F2 tels que ε := d(F1, F2) = d(f1, f2) soit strictement
positif. Il existe ensuite des éléments x0 := f1, x1, . . . , xN , xN+1 := f2 de K tels
que d(xj , xj+1) < ε

2 pour tout j = 0, . . . , N . Il s’ensuit qu’il existe j ∈ {0, . . . , N}
tel que xj ∈ F1 et xj+1 ∈ F2, ce qui est absurde car d(F1, F2) = ε. 2

Exercice 1.16 Pour tout compact K de IR2, l’ensemble Pr(K) :=
{x ∈ IR : ∃y ∈ IR (x, y) ∈ K} est un compact de IR. Ce résultat
est-il encore valable si on remplace “compact” par “fermé” (resp. par
“ouvert”) ?

Solution: Pour démontrer que Pr(K) est compact, on peut soit démontrer qu’il est
extractable, soit démontrer que l’application Pr : IR2 → IR1(x, y) 7→ x est continue.

Cas fermé non valable : le fermé F := {(x, y) ∈ IR2 : xy = 1, x ≥ 0, y ≥ 0} de
IR2 est tel que Pr(F) =]0,+∞[.

Cas ouvert valable : soit θ un ouvert de IR2 et soit x un élément de Pr(θ). Il
existe y ∈ IR tel que (x, y) ∈ θ et par suite r > 0 tel que b(x, r) × b(y, r) ⊂ θ. Dès
lors b(x, r) ⊂ Pr(θ). 2

Exercice 1.17 Soit d une distance sur X. La loi δ := d/(1 + d) est
alors une distance sur X telle que

a) l’application identité est continue de (X, d) dans (X, δ) et de (X, δ)
dans (X, d) (on dit que les espaces (X, d) et (X, δ) sont homéo-
morphes);

b) X est borné pour δ (alors qu’il ne l’est pas nécessairement pour d
comme le montre l’exemple de X = IR et d = |·|);

c) d et δ définissent les mêmes suites de Cauchy.

Solution: La loi δ est bien définie sur X × X et est à valeurs dans [0,+∞[. Bien
sûr, on a aussi δ(x, y) = δ(y, x) et δ(x, y) = 0 si et seulement si d(x, y) = 0, donc
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si et seulement si x = y. Pour prouver que δ est une distance, il reste donc à
prouver que cette application vérifie l’inégalité triangulaire. De fait, la fonction
f(x) := x/(1 + x) est une fonction croissante sur ] − 1,+∞[. Dès lors, pour tous
x, y, z ∈ X, on a d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) donc aussi

δ(x, y) = f(d(x, y)) ≤ f(d(x, z) + d(z, y)) ≤ d(x, z)
1 + d(x, z)

+
d(z, y)

1 + d(z, y)
= δ(x, z) + δ(z, y).

a) D’une part, pour tous x, x0 ∈ X et tout 0 < ε < 1, on a δ(x, x0) < ε ⇔
d(x, x0) < ε/(1 − ε) donc id : (X, d) → (X, δ) est continu. D’autre part, pour
tous x, x0 ∈ X et tout ε > 0, on a d(x, x0) < ε ⇔ δ(x, x0) < ε/(1 + ε), donc
id : (X, δ)→ (X, d) est continu.

b) est évident car δ est à valeurs dans [0, 1].
c) se démontre comme a). 2

Exercice 1.18 La loi d(x, y) = |arctanx− arctan y|

a) est une distance sur IR équivalente au module (c’est-à-dire que
l’identité est continue de (IR, |·|) dans (IR, d) et de (IR, d) dans
IR, |·|);

b) est telle que toute suite de Cauchy pour |·| est de Cauchy pour d
mais la réciproque n’est pas vraie;

c) est telle que (IR, d) n’est pas complet, mais il existe un espace
métrique complet F tel que (IR, d) soit un sous-espace dense de F .

Solution: a) Le fait que d soit une distance est évident (se rappeler que arctan est
une bijection de IR dans ]− π

2 ,
π
2 [). De plus, comme les fonctions tan et arctan sont

continues et inverses l’une de l’autre, on vérifie immédiatement que |·| et d sont des
distances équivalentes.

b) Comme Dx arctan x ≤ 1 pour tout x ∈ IR, on a d(x, y) ≤ |x− y| pour tous
x, y ∈ IR; dès lors, toute suite de Cauchy pour |·| est de Cauchy pour d. De plus, la
suite xm := m (m ∈ IN) est de Cauchy pour d mais non pour |·|.

c) Comme xm := m (m ∈ IN) ne converge pas dans IR, l’espace (IR, d) n’est pas
complet. L’espace F obtenu en munissant IR∪{−∞,+∞} de la distance d? définie
par

d?(x, y) = d(x, y) si x, y ∈ IR
d?(−∞, y) = |(π/2) + arctan y| si y ∈ IR
d?(x,+∞) = |(π/2)− arctanx| si x ∈ IR
d?(−∞,+∞) = π
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est un espace métrique complet dont (IR, d) est un sous-espace dense. 2

Exercice 1.19

a) Vérifier que les lois suivantes sont des normes sur les espaces
linéaires correspondants :

supx∈K |·(x)| sur C0(K) (K compact de IRn∫ b
a |·(x)| dx sur C0([a, b]) (a, b ∈ IR et a < b)

supx∈Ω |·(x)| sur C0
0(Ω) (Ω ouvert de IRn)

supm∈IN |·m| sur l∞ et C0∑+∞
m=1 |·m| sur l1(∑+∞

m=1 |·m|
2
)1/2

sur l2

b) Soit M l’ensemble

{f ∈ C0([0, 1]) : f(0) = 0, f(1) = 1, sup
0≤x≤1

|f(x)| ≤ 1}

muni de la distance d(f, g) := sup
0≤x≤1

|f(x)− g(x)|. Vérifier que

l’opérateur T : M → [0, 1] défini par

f 7→
∫ 1

0
|f(x)|2 dx

est continu; en déduire que M n’est pas compact (mais il est borné
et fermé dans C([0, 1])).

Solution: a) est direct.
b) On vérifie directement que T est bien défini. De plus, il est continu car on a,

pour tous f, g ∈M :

|Tf − Tg| =
∣∣∣∣∫ 1

0

(|f |2 − |g|2)dx
∣∣∣∣ ≤ 2

∫ 1

0

| |f | − |g| | dx ≤ 2 d(f, g).

Considérons la suite fm(x) = xm (m ∈ IN) de M . Si M est compact, il existe f ∈M
et une sous-suite fk(m) de f tels que fk(m) → f dans M . Comme T est continu, la
suite Tfk(m) = 1/(2k(m) + 1) converge vers Tf . Dès lors, Tf =

∫ 1

0
|f |2 dx = 0 et

par suite f = 0 sur [0, 1]. D’où une contradiction car f appartient à M. 2
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Exercice 1.20 [Ensembles convexes et cônes conormaux]
Soit c un convexe fermé de IRn. On définit le conormal à c en x ∈ c

comme l’ensemble des vecteurs ξ ∈ IRn tels que

y ∈ c⇒ 〈y − x, ξ〉 ≤ 0,

on le note N?
x(c) et on définit le fibré normal à c en posant

N?(c) = ∪
x∈c
{x} ×N?

x(c) ⊂ IRn × IRn.

On vérifie aisément que N?(c) est fermé. On demande de montrer que

a) N?
x(c) est un cône convexe fermé.

b) N?
x(c) = {0} ⇔ x ∈ c◦.

c) Pour tout x, la distance d(x, c) est réalisée en un et un seul point
p(x) de c.

d) On a l’égalité
p−1(x) = x+N?

x(c)

et en particulier, on a

x− p(x) ∈ N?
p(x)(c).

e) L’application p est continue et p(x) ∈ c• si x /∈ c.

f) On a l’égalité

c = ∩
(x,ξ)∈N?(c)

{y : 〈y − x, ξ〉 ≤ 0}.

g) La fonction
d2(x, c) : IRn → IR

est de classe C1 et on a

gradxd
2(x, c) = 2(x− p(x)).

h) Si ψ : U → V est une application C1 d’un voisinage U de c sur un
voisinage V de ψ(c) et si ψ(c) est convexe, alors

∂̃ψ

∂x
(N?

ψ(x)ψ(c)) = N?
xc.
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i) En déduire que pour tout ε > 0

cε = {x : d(x, c) ≤ ε}

est une variété à bord de classe C1 et que

N?
x(cε) ⊂ N?

p(x)(c).

Solution:
a) C’est trivial. En effet, il est clair que N?(c) est fermé et que N?

x(c) est convexe
et conique.

b) Si x ∈ c0, il existe une bouleB centrée en x et incluse dans c ainsiNx(c) = {0}.
Si x ∈ c, il existe une suite xm /∈ c telle que xm → x. Dès lors,

ξm =
xm − p(xm)
|xm − p(xm)|

est une suite bornée et (xm, ξm) ∈ N?(c). On peut donc trouver une sous-suite
(xm, ξm) ∈ N?(c) qui converge vers (x, ξ), |ξ| = 1. Il en résulte que ξ ∈ N?

x(c) et
que N?

x(c) 6= {0}.
c) Comme IRn est localement compact, la distance d(x, c) est réalisée en un point

y1 ∈ c. Elle est réalisée en y2 ∈ c et si y2 6= y1, il est clair que

d(x,
y1 + y2

2
) <

d(x, y1) + d(x, y2)
2

= d(x, c)

et comme c est convexe, y1+y2
2 ∈ c et on doit également avoir

d(x, c) ≤ d(x,
y1 + y2

2
),

d’où une contradiction.
d) Soit h un vecteur tel que p(x) + h ∈ c. Par convexité, p(x) + th ∈ c pour

t ∈ [0, 1]. Ainsi, on a successivement

|p(x) + th− x|2 ≥ |p(x)− x|2

|p(x)− x|2 + 2t 〈p(x)− x, h〉+ t2 |h|2 ≥ |p(x)− x|2
2 〈p(x)− x, h〉+ t |h| ≥ 0

pour tout t ∈ [0, 1]. En laissant t tendre vers 0, on voit que

〈x− p(x), h〉 ≤ 0.

De cette majoration, il résulte que

x− p(x) ∈ N?
p(x)(c).
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Comme x = (x− p(x)) + p(x), on a p−1(y) ⊂ y +N?
y (c).

Soit maintenant un ξ ∈ N?
y (c)\{0}. Par définition,

c ⊂ {x : 〈x− y, ξ〉 ≤ 0}.

Il en résulte que d(y+ ξ, c) ≥ d(y+ ξ, y) ≥ d(y+ ξ, c). Ainsi d(z+ ξ, c) = d(y+ ξ, y)
et p(y + ξ) = y d’où l’on tire que

y +N?
y (c) ⊂ p−1(y).

e) On a les majorations suivantes

|x− y|2 = |x− p(x) + p(x)− p(y) + p(y)− y|2

= |x− p(x) + p(y)− y|2 + |p(x)− p(y)|2

+2 〈x− p(x) + p(y)− y, p(x)− p(y)〉
≥ |p(x)− p(y)|2 − 2 〈x− p(x), p(y)− p(x)〉
−2 〈y − p(y), p(x)− p(y)〉

≥ |p(x)− p(y)|2

d’où la continuité de p. Si x ∈ c, x− p(x) 6= 0 et N?
p(x)(c) 6= {0} d’où l’on tire que

p(x) ∈ c•.
f) Il suffit de montrer que si y /∈ c, il existe (x, ξ) ∈ N?(c) tel que 〈y − x, ξ〉 > 0.

Or le couple (p(y), y − p(y)) vérifie trivialement cette propriété.
g) On a successivement

d2(y, c)− d2(x, c)− 2 〈x− p(x), y − x〉
≥ |y − p(y)|2 − |x− p(y)|2 − 2 〈x− p(x), y − x〉
≥ |y − x|2 + 2 〈y − x, x− p(y)〉 − 2 〈x− p(x), y − x〉
≥ 2 〈y − x, p(x)− p(y)〉
≥ −2 |y − x| |p(x)− p(y)|

et

d2(y, c)− d2(x, c)− 2 〈x− p(x), y − x〉
≤ |y − p(x)|2 − |x− p(x)|2 − 2 〈x− p(x), y − x〉
≤ |y − x|2 + 2 〈y − x, x− p(x)〉 − 2 〈x− p(x), y − x〉
≤ |y − x|2 .

D’où l’on tire que

lim
y→∞

d2(y, c)− d2(x, c)− 2 〈x− p(x), y − x〉
|y − x|

= 0
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et la conclusion en résulte.
h) Soit ξ ∈ N?

ϕ(x)ψ(c). Par définition, il est clair que

ψ(c) ⊂ {y : 〈y − ψ(x), ξ〉 ≤ 0}.

On en tire que
c ⊂ {y : 〈ψ(y)− ψ(x), ξ〉 ≤ 0}.

Comme c est convexe, si y ∈ c, x + t(y − x) ∈ c pour t ∈ [0, 1]. On en tire que si
y ∈ c, 〈

ψ(x+ t(y − x))− ψ(x)
t

, ξ

〉
≤ 0

pour tout t ∈]0, 1].
Un passage à la limite pour t→ 0+ montre que〈

∂ψ

∂x
(y − x), ξ

〉
≤ 0.

Ainsi, pour tout y ∈ c, on a 〈
y − x, ∂̃ψ

∂x
ξ

〉
≤ 0

et ∂̃ψ
∂x ξ ∈ N

?
x(c). La conclusion en découle aussitôt.

i) C’est une conséquence directe de g) et h) et du théorème du rang constant. 2
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Espaces Cp

Exercice 2.1 Etudier la convergence ponctuelle et la convergence
uniforme sur IR des suites

f (1)
m = (1/m)χ[1/m,2/m]

f (2)
m = χ[1/m,2/m]

f (3)
m = mχ[1/m,2/m]

f (4)
m = (1 +mx2)−1

f (5)
m = m2xχ]0,1/m] + (2m−m2x)χ]1/m,2/m]

f (6)
m = m2x e−m(x−1/m)χ[0,+∞[

Solution: Les suites f (j)
m (j = 1, 2, 3, 5, 6) convergent ponctuellement vers 0. La

suite f
(4)
m converge ponctuellement vers χ{0}. La suite f

(1)
m converge aussi uni-

formément vers 0 sur IR. 2

Exercice 2.2

a) Etudier la convergence ponctuelle sur [0, 1], uniforme sur [0, 1],
uniforme sur un compact de ]0, 1] des suites de fonctions fm et gm
suivantes :

fm(x) = mx(1− x2)m

gm(x) = mxχ[0,1/m] + (m/(m− 1))(1− x)χ]1/m,1].

19
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b) Etudier la convergence ponctuelle et uniforme sur [0,+∞[ de la
suite de fonctions fm(x) = xe−mx (m ∈ IN).

c) Etudier la convergence ponctuelle et uniforme sur [0,+∞[, et sur
les compacts de ]0,+∞[ de la suite de fonctions

m2x

1 +m3x3
(m ∈ IN).

Solution:
a) La suite fm converge ponctuellement vers 0 sur [0, 1] et uniformément vers 0

sur tout compact de ]0, 1]; de plus on a sup0≤x≤1 |fm(x)| = fm((2m+1)−1/2)→ +∞
si m→ +∞.

La suite gm converge ponctuellement sur [0, 1] et uniformément sur tout compact
de ]0, 1] vers la fonction g(x) = (1−x) χ]0,1]; de plus on a

∣∣gm(1/m2)− g(1/m2)
∣∣→ 1

si m → +∞ donc gm ne converge pas uniformément sur [0, 1]. (On peut aussi
constater directement que la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1] car les gm
sont continus sur cet intervalle alors que g ne l’est pas.)

b) La suite fm converge ponctuellement vers 0 sur [0,+∞[. Etudions sa conver-
gence uniforme. Comme fm ∈ C∞(IR) pour tout m, on a Dxfm = e−mx(1 −mx)
pour tout m ∈ IN et tout x ∈ IR. Il s’ensuit que sup0≤x |fm(x)| = fm(1/m) =
(1/m)e−1 donc que fm ⇒

[0,+∞[
0.

c) La suite fm(x) = m2x/(1+m3x3) converge ponctuellement vers 0 sur [0,+∞[
et uniformément vers 0 sur tout compact de ]0,+∞[. De plus, on a sup0≤x |fm(x)| =
fm(2−1/3m−1)→ +∞ si m→ +∞. 2

Exercice 2.3 Etudier la convergence ponctuelle des suites fm (m ∈
IN) suivantes. Sur quels sous-intervalles de l’ensemble de définition la
convergence est-elle uniforme?
a) fm(x) = x/m (x ∈ IR)
b) fm(x) = e−mx (x ∈ [0,+∞[
c) fm(x) = x−1/m (x ∈ ]0,+∞[)
d) fm(x) = (x− 1)1/m (x ∈ [1,+∞[)

e) fm(x) =
x

1 +m2x2
(x ∈ [0,+∞[)

f) fm(x) =
mx

1 +m2x2
(x ∈ [0,+∞[)

g) fm(x) =
m2x

1 +m2x2
(x ∈ [0,+∞[)
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h) fm(x) = xe−mx (x ∈ [0,+∞[)
i) fm(x) = mxe−mx (x ∈ [0,+∞[)
j) fm(x) = m2xe−mx (x ∈ [0,+∞[)

k) fm(x) = cosh

(
mx

m(x2 − 1)

)
(x 6= ±1)

l) fm(x) = cosh
(

x

m2x2 − 1

)
(x 6= ±1/m)

m) fm(x) =
m∑
k=1

xk

n) fm(x) =
m∑
k=1

xk

k

o) fm(x) =
m∑
k=1

xk

k2

p) fm(x) =
m∑
k=1

ake
ikx (où ak ↓ 0)

q) fm(x) =
m∑
k=1

x

(1 + x)k
(x ∈ [0,+∞[)

r) fm(x) =
m∑
k=1

(
1

x+m
− 1

x+m+ 1

)
(x ∈ [0,+∞[)

Exercice 2.4 On considère la fonction

S : ]0, π[→ IR x 7→
+∞∑
m=1

2−m tan(x2−m).

Calculer cette fonction (i.e. sommer la série). La convergence de la
série est-elle uniforme sur ]0, π[?

Solution: Pour tout x ∈ ]0, π/2[, on a

tan(x) = cot(x)− 2 cot(2x).

Il s’ensuit que, pour tout M ∈ IN et tout x ∈ ]0, π[,

M∑
m=1

2−m tan(x2−m) =
M∑
m=1

2−m cot(x2−m) −
M∑
m=1

2−m+1 cot(x2−m+1)

= 2−M cot(x2−M )− cot(x)
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=
cos(x2−M )

x

x2−M

sin(x2−M )
− cot(x)

doù
+∞∑
m=1

2−m tan(x2−m) =
1
x
− cot(x).

De plus, la convergence de la série est uniforme sur ]0, π[. De fait, comme 2−mx ∈
]0, π/4[ pour tout x ∈ ]0, π[ et tout m ∈ IN,m ≥ 2, on a

sup
x∈]0,π[

∣∣∣∣∣
q∑

m=p

2−m tan(2−mx)

∣∣∣∣∣ ≤
q∑

m=p

2−m → 0 si p, q → +∞.

2

Exercice 2.5

a) Soit la série S(x) :=
∑+∞
m=1 e

−mx/(1 + m2). Démontrer que cette
série converge si x ≥ 0, diverge si x < 0 et que S(x) est un élément
de C0([0,+∞[).

b) Développer la fonction f(x) = (1+x)−1 en série de puissances de x
dans ]− 1, 1[. Le développement est-il valable en d’autres points ?
Etudier la convergence uniforme de la série obtenue sur ]− 1, 1[ et
sur un compact de ]− 1, 1[.

c) Etablir les égalités suivantes pour a > 0 et b > 0 :

∫ +∞

0
e−at/(1 + e−bt)dt =

+∞∑
m=0

(−1)m/(a+mb)

(en particulier 1− 1
2

+ 1
3
− 1

4
+ 1

5
· · · = ln2 et 1− 1

3
+ 1

5
· · · = π

4
);

∫ +∞

0
t e−at/(1− e−bt)dt =

+∞∑
m=0

1/(a+mb)2;

∫ +∞

0
t e−at/(1 + e−bt)dt =

+∞∑
m=0

(−1)m/(a+mb)2.
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Solution: a) est direct en se rappelant qu’une limite uniforme de fonctions continues
est continue.

b) Pour tout x ∈] − 1, 1[, on a f(x) =
∑+∞
m=0(−1)mxm (série géométrique). De

plus, si x /∈]− 1, 1[, la série ne converge pas car son terme général ne tend pas vers
0. Cela étant, pour tout M ∈ IN et tout x ∈]− 1, 1[, on a∣∣∣∣∣f(x)−

M∑
m=0

(−1)mxm
∣∣∣∣∣ =
|x|M+1

(1 + x)
;

par conséquent, on obtient

sup
x∈]−1,1[

∣∣∣∣∣f(x)−
M∑
m=0

(−1)mxm
∣∣∣∣∣ ≥ (1− 1

M + 1
)M+1.(M + 1) ≥ (M + 1)(2e)−1

pour tout M ∈ IN suffisamment grand. Dès lors, la série ne converge pas uni-
formément sur ] − 1, 1[. Cependant, si K est un compact inclus dans ] − 1, 1[, il
existe ε > 0 tel que K ⊂ [−1 + ε, 1− ε]. Il s’ensuit que

sup
x∈K

∣∣∣∣∣f(x)−
M∑
m=0

(−1)mxm
∣∣∣∣∣ = sup

x∈K

(
|x|M+1

/(1 + x)
)
≤ ε−1(1− ε)M+1

donc aussi que la série converge uniformément sur tout compact de ]− 1, 1[.
c) Ces égalités s’établissent en remarquant que, pour tous t, b > 0, on a

(1± e−bt)−1 =
+∞∑
m=0

{
(−1)m

1

}
e−mbt

et en passant à la limite sous le signe d’intégration. 2

Exercice 2.6

a) Soit fm (m ∈ IN) une suite de fonctions intégrables sur l’intervalle
borné ]a, b[ de IR. Si la suite fm converge uniformément vers f sur
]a, b[, alors f est intégrable sur ]a, b[ et la suite

∫ b
a fm(x)dx converge

vers
∫ b
a f(x)dx

b) En utilisant a) et la définition de la fonction exponentielle, établir
que

+∞∑
m=1

m−m =
∫ 1

0
x−xdx.
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c) Soient fm et gm (m ∈ IN) deux suites de fonctions définies sur une
partie A de IRn. Si la série

∑+∞
m=1 gm converge uniformément sur A

et s’il existe C > 0 tel que |fm+1(x)− fm(x)| ≤ Cgm(x) pour tout
x ∈ A et tout m ∈ IN, alors fm ⇒

A
.

d) Soit fm (m ∈ IN) une suite de C0(IR) telle que fm ⇒
IR
f . Pour tout

m ∈ IN et tout x ∈ IR, posons gm(x) = fm(x + 1/m). Alors la
suite gm converge ponctuellement vers f sur IR; si en outre les fm
sont uniformément continus, alors gm ⇒

IR
f .

Solution: a) Comme a, b ∈ IR et comme les fm sont intégrables, on déduit directe-
ment que f est intégrable sur ]a, b[. De plus, on a∣∣∣∣∣

∫ b

a

(fm(x)− f(x))dx

∣∣∣∣∣ ≤ (b− a) sup
a≤x≤b

|fm(x)− f(x)| .

D’où la conclusion.
b) est alors direct.
c) et d) sont des exercices standards. 2

Remarque: Dans le point (a) de l’exercice précédent, on ne peut remplacer la
convergence uniforme par la convergence ponctuellecomme le montre l’exemple de
la suite fm(x) = m/(mx+ 1) et de la fonction f(x) = 1/x sur l’intervalle ]0, 1[.

Exercice 2.7

a) Une fonction uniformément continue f sur ]0, 1] est bornée sur
]0, 1].

b) Une fonction continue sur [0,+∞[ qui admet une limite finie en
+∞ est uniformément continue sur [0,+∞[.

c) Si fm (m ∈ IN) est une suite de fonctions uniformément continues
sur D ⊂ IRn qui converge uniformément sur D vers f , alors f est
uniformément continu sur D.

Solution: a) Comme f est uniformément continu sur ]0, 1], il existe η ∈]0, 1[ tel
que (x, y ∈]0, 1], |x− y| < η)⇒ |f(x)− f(y)| < 1. Il s’ensuit que sup0<x≤1 |f(x)| ≤
supη≤x≤1 |f(x)|+ 1 + |f(η)|.
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b) Soit ε > 0. Comme il existe L ∈ IR tel que limx→+∞ f(x) = L, il existe aussi
η > 0 tel que supx≥η |f(x)− L| < ε

3 . Cela étant, vu la continuité uniforme de f sur
[0, η], il existe r > 0 tel que

x, y ∈ [0, η]
|x− y| ≤ r

}
⇒ |f(x)− f(y)| < ε/3.

On vérifie alors directement que l’on a aussi

x, y ∈ [0,+∞[
|x− y| ≤ r

}
⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

D’où la conclusion.
c) est direct. 2

Remarque: Le point (b) de l’exercice précédent n’admet pas de réciproque comme
le montre l’exemple d’une fonction périodique et continue sur [0,+∞[.

Exercice 2.8 [A comparer avec le théorème de Dini du cours]

a) Soit fm (m ∈ IN) une suite de fonctions réelles et continues sur le
compact K de IRn et soit f une fonction définie sur K. Si fm(x)
crôıt vers f(x) pour tout x ∈ K, alors pour toute fonction continue
g sur K telle que g < f sur K, il existe M ∈ IN tel que g ≤ fm sur
K pour tout m ≥ M . Dès lors, si fm et gm (m ∈ IN) sont deux
suites de fonctions réelles et continues sur K telles que pour tout
x ∈ K les suites fm(x) et gm(x) croissent strictement vers f(x),
alors il existe une suite strictement croissante k(m) (m ∈ IN) de
naturels telle que fm(1) ≤ gm(2) ≤ fm(3) ≤ gm(4) ≤ . . . sur K.

b) Soit [a, b] un intervalle compact de IR et soit fm (m ∈ IN) une
suite de fonctions réelles et croissantes définies sur [a, b]. S’il ex-
iste une fonction continue f sur [a, b] telle que la suite fm con-
verge ponctuellement vers f sur K, alors la suite fm converge
uniformément vers f sur K.

Solution: a) Pour tout m ∈ IN, posons Km = {x ∈ K : g(x)−fm(x) ≥ 0}. La suite
Km (m ∈ IN) est alors une suite décroissante de compacts de IRn. Si Km est non
vide pour tout m, il existe x appartenant à ∩m∈INKm. Dès lors, on a g(x) ≥ fm(x)
pour tout m, donc g(x) ≥ f(x), ce qui contredit l’hypothèse. Par conséquent, il
existe M ∈ IN tel que g ≤ fm sur K pour tout m ≥M .
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Posons k(1) = 1. Comme f1 < f sur K, vu a) appliqué à la suite gm, il existe
k(2) > 1 tel que f1 ≤ gk(2) sur K. Comme gk(2) < f sur K, une application de a) à
la suite fm fournit k(3) > k(2) tel que gk(2) ≤ fk(3) sur K. On construit ainsi par
récurrence une suite k(m) (m ∈ IN) satisfaisant à l’énoncé.

b) Etablissons d’abord que f est réel et croissant sur [a, b]. De fait, f est la
limite ponctuelle de fonctions réelles, donc est réel. De plus, si x et y sont deux
éléments de [a, b] tels que x ≤ y, alors fm(x) ≤ fm(y) pour tout m. Par passage à
la limite, on obtient f(x) ≤ f(y). Cela étant, soit ε > 0. D’une part, comme f est
continu sur le compact [a, b], f est uniformément continu sur [a, b]. D’où il existe
η = η(ε) > 0 tel que

(x, y ∈ [a, b] et |x− y| ≤ η)⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε

2
.

Soit alors un naturel J = J(ε) tel que (b − a) ≤ η J . Pour tout j ∈ {0, . . . , J),
posons xj = a + (j/J)(b − a). Il s’ensuite que pour tout j ∈ {1, . . . , J}, on a
0 < xj − xj−1 < η; dès lors pour tout x ∈ [xj−1, xj ], on a

f(x)− f(xj−1) = |f(x)− f(xj−1)| ≤ ε

2
et f(xj)− f(x) = |f(x)− f(xj)| ≤

ε

2
.

D’autre part, comme fm(x)→ f(x) ∀x ∈ K et comme les xj (j ∈ {0, . . . , J}) sont
en nombre fini, il existe M = M(ε) ∈ IN tel que

|fm(xj)− f(xj)| ≤
ε

2
pour tous j ∈ {0, . . . , J} et m ≥M. (??)

Finalement, soient x ∈ [a, b] et j ∈ {1, . . . , J} tels que x ∈ [xj−1, xj ]. Pour tout
m ≥ M , vu (??) et (?) et vu la croissance de la fonction fm (pour tout m), on
obtient

fm(x) ≤ fm(xj) ≤ f(xj) + ε/2 ≤ f(x) + ε

et
fm(x) ≥ fm(xj−1) ≥ f(xj−1)− ε/2 ≥ f(x)− ε

donc |fm(x)− f(x)| ≤ ε. Par conséquent, on a

sup{|fm(x)− f(x)| : x ∈ [a, b]} ≤ ε

d’où la conclusion. 2

Remarque: Le résultat (b) de l’exercice précédent s’applique à la suite

fm = (1− 1
m

)χ[0,1/m[ + χ[1/m,1[

et à la fonction f = χ[0,1] sur [a, b] = [0, 1] alors que dans ce cas le théorème de Dini
ne s’applique pas.
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Exercice 2.9

a) Soient K un compact de IRn, A une partie de IRm et f une fonction
continue sur K × A. Alors l’ensemble {f(x, .) : x ∈ K} est une
partie équicontinue de C0(A).

b) Soient A ⊂ IRn et F ⊂ C0(A). Etablir que F est uniformément
équicontinu sur A si et seulement si, pour toutes suites fm ∈
F , xm, ym ∈ A (m ∈ IN) telles que limm xm − ym = 0, on a
limm(fm(xm)− fm(ym)) = 0.

c) Si f est une fonction uniformément continue sur IRn, alors

{f(.+ h) : h ∈ IRn}

est un ensemble uniformément équicontinu sur IRn.

d) L’ensemble {xm : m ∈ IN} est-il uniformément équicontinu sur
[0, 1]?

Solution: a), b) et c) sont directs.
d) La suite fm(x) = xm (m ∈ IN) converge ponctuellement vers χ{1} sur [0, 1].

Vu la discontinuité de χ{1} sur [0, 1] et vu le théorème d’Arzela-Ascoli, l’ensemble
{xm : m ∈ IN} ne peut pas être uniformément équicontinu sur [0, 1]. 2

Exercice 2.10 Soient a, b ∈ IR tels que a < b et soit une fonction
K ∈ C0([a, b]× [a, b]). Etablir que l’opérateur

T : C0([a, b])→ C0([a, b]) f 7→
∫ b

a
f(x)K(x, y)dx

est compact (l’espace C0([a, b]) est muni de la topologie définie par la
norme ‖ · ‖= supa≤x≤b |.(x)|).

Solution: On vérifie directement que T est un opérateur bien défini et linéaire.
Cela étant, pour prouver que l’image par T de la boule unité b de C0([a, b]) est
d’adhérence compacte dans C0([a, b]), il suffit de prouver que Tb est précompact
dans C0([a, b]) ou encore, vu le théorème d’Arzela-Ascoli, que Tb est ponctuellement
borné et équicontinu sur [a, b]. Ceci résulte directement de la continuité uniforme
de K sur [a, b]× [a, b]. 2
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Exercice 2.11

a) Pour tout fermé F de IRn (resp. tout ouvert Ω de IRn) et tout
f ∈ C0(F ) (resp. f ∈ C0(Ω)), il existe une suite Pm (m ∈ IN) de
polynômes telle que Pm ⇒

K
f pour tout compact K de IRn inclus

dans F (resp. dans Ω).

b) La fonction caractéristique de l’ensemble {(x, y) : x ≥ 0} est limite
ponctuelle d’une suite de polynômes Pm

Solution: a) Soit Km (m ∈ IN) une suite fondamentale de compacts de F (resp.
de Ω). Pour tout m ∈ IN, il existe une suite P

(k)
m (k ∈ IN) de polynômes telle

que ‖ P (k)
m − f ‖Km≤ 1/k (k ∈ IN). On vérifie alors directement que la suite

Qm := P
(m)
m convient.

b) Pour tout m ∈ IN, posons K(1)
m := [−m,−1/m] × [−m,m], K(2)

m := [0,m] ×
[−m,m] et Km := K

(1)
m ∪K(2)

m . La fonction fm définie sur Km par fm(x, y) =
χ
K

(2)
m

est continue sur Km; par conséquent, il existe un polynôme Pm tel que
‖fm − Pm‖Km < 1/m. On vérifie alors directement que la suite Pm (m ∈ IN)
convient. 2

Exercice 2.12

a) Etablir que la fonction f(x) :=
∑+∞
m=0 1/(x + m)2 appartient à

C∞(]0,+∞[) et que ses dérivées peuvent être calculées terme à
terme.

b) Etablir que la fonction f(x) :=
∑+∞
m=1 e

−mx/(1 +m2) appartient à
C0([0,+∞[)∩C∞(]0,+∞[) et que ses dérivées se calculent terme
à terme.

c) Etablir que la fonction f(x) :=
∑+∞
m=1(1 + x2)−m appartient à C1

(C{0}) et que sa dérivée se calculent terme à terme. En déduire
la valeur de S =

∑+∞
m=1m2−m.

d) Pour tout α ∈ IR, α 6= 0, et tout k ∈ IN, posons Ck
α := α(α −

1) . . . (α − k + 1)(k!)−1; posons aussi C0
α := 1. Etablir que, pour

tout x ∈]− 1, 1[, on a

(1 + x)α =
+∞∑
k=0

Ck
αx

k.
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Solution: a), b), et c). Il suffit de démontrer que

(i) la série des dérivées p-ièmes (avec p ∈ IN∪{0} pour a) et b); p = 0, p = 1 pour
c)) converge uniformément sur tout compact de ]0,+∞[ (pour a),b) et c)) et
de ]−∞, 0[ (pour c));

(ii) la série
∑+∞
m=1 e

−mx/(1 +m2) converge uniformément sur ]0,+∞[.

d) Voici un procédé permettant de résoudre d) : établir que la somme de la série

+∞∑
k=0

Ckα
xk

(1 + x)α

appartient à C1(]−1, 1[), est dérivable terme à terme et que sa dérivée est nulle sur
]−1, 1[; conclure par le théorème de l’ouvert connexe. 2

Exercice 2.13 On sait que pour tout α ∈ IR \ (IN ∪ {0}), on a

(1 + x)α =
+∞∑
m=0

Ck
αx

k x ∈ ]−1, 1[

avec

C0
α = 1 Ck

α =
α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k!

Etudier le convergence ponctuelle et uniforme de la série
∑+∞
m=0 C

k
αx

k

en fonction des valeurs de α.

Solution: Pour tout α, par le critère du quotient, on a

lim
k→+∞

|Ck+1
α ||x|
|Ckα|

= |x|.

Dès lors, la série est absolument convergente pour x ∈ ]−1, 1[ et diverge si x 6∈
[−1, 1]. Etudions donc le cas |x| = 1 en fonction des valeurs de α.

Pour tout k suffisamment grand, on a

|Ckα| ≤ |Ck+1
α | ⇐⇒ α ≤ −1.

Dès lors, pour |x| = 1 et α ≤ −1, la série diverge car son terme général ne tend pas
vers 0 (on obtient 1+ dans le critère du quotient).

Pour étudier le cas α > −1 (i.e. 1− obtenu par le critère du quotient), appliquons
le second critère du quotient(*):
une série à termes strictement positifs

∑+∞
m=1 xm
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converge si limmm
(

xm
xm+1

− 1
)
> 1

diverge si limmm
(

xm
xm+1

− 1
)
< 1 ou 1−.

Dans notre cas, pour k >>,

k

(
|Ckα|
|Ck+1
α |

− 1
)

= k

(
k + 1
|α− k|

− 1
)

=
k(α+ 1)
k − α

→ α+ 1 si k → +∞.

Dès lors, dans le cas α > −1, la série
∑+∞
k=0

∣∣Ckα∣∣ est convergente si et seulement si
α > 0.

Pour terminer cet exercice, il nous reste à voir si
∑+∞
k=0 C

k
αx

k (**) est convergente
pour α ∈ ]−1, 0[ , x = ±1.

On a

Ckα =
α . . . (α− k + 1)

k!
= (−1)k

∣∣Ckα∣∣
donc la série (**) diverge pour x = −1. Pour x = 1, il s’agit d’une série alternée.
Comme on est dans le cas α > −1, on sait déjà que la suite |Ckα| est décroissante.
De plus, elle converge vers 0 car on a

1
|Ckα|

=
k∏
j=1

j

j − (α+ 1)

=
k∏
j=1

j(j + 1 + α)
j2 − (α+ 1)2

≥
k∏
j=1

j + 1 + α

j
=

k∏
j=1

(
1 +

α+ 1
j

)

≥ 1 + (α+ 1)
k∑
j=1

1
j
→ +∞ si k → +∞.

Ce qui précède concerne la convergence simple de la série

Sα(x) =
+∞∑
k=0

Ckαx
k.

Etudions sa convergence uniforme sur les sous-intervalles de l’intervalle d’extrémités
−1 et 1.

On sait déjà que pour tout α, la série est uniformément (et même normalement)
convergente sur [−r, r] (r ∈ ]0, 1[). Voyons si on peut améliorer la convergence en
fonction des valeurs de α.
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Cas α > 0. La série Sα converge uniformément (et même normalement) sur
[−1, 1] car la série

∑+∞
k=0 |Ckα| converge.

Cas α ∈ ]−1, 0[. La série Sα ne converge pas normalement sur [r, 1] (r ∈ [−1, 1])
car la série

∑+∞
k=0 |Ckα| diverge. Cependant, par le critère d’Abel, elle converge uni-

formément sur [0, 1]. De plus, elle ne converge pas uniformément sur les intervalles
du type ]−1,−r] (r ∈ ]0, 1[) car chacune des sommes partielles est bornée sur ce
type d’intervalle alors que la limite (1 + x)α ne l’est pas.

Cas α ≤ −1. La série Sα ne converge pas uniformément sur les intervalles du
type ]−1,−r] (r ∈ ]0, 1[) car chacune des sommes partielles est bornée sur ce type
d’intervalle alors que la limite (1 + x)α ne l’est pas. De plus, elle ne converge pas
non plus uniformément sur le intervalles du type [r, 1[ (r ∈ ]0, 1[) car

sup
r≤x<1

∣∣∣∣∣(1 + x)α −
M∑
k=0

Ckαx
k

∣∣∣∣∣ = sup
r≤x≤1

∣∣∣∣∣(1 + x)α −
M∑
k=0

Ckαx
k

∣∣∣∣∣ (fcn. cont.!)

≥

∣∣∣∣∣(1 + 1)α −
M∑
k=0

Ckα

∣∣∣∣∣ > R > 0

pour une infinité de valeurs de M (comme la suite
∑M
k=0 C

k
α ne converge pas, elle

ne converge pas vers 2α; d’où un R > 0 comme ci-dessus).

(*) Le second critère du quotient permet parfois de conclure là où le critère du
quotient ne donne rien : par exemple pour la série de terme général (am + b)−1

(a, b > 0). 2

Exercice 2.14 a) Développer les fonctions suivantes en série de puis-
sances de x:

f(x) = ln(1 + x) g(x) = arctan(x) h(x) = arcsin(x).

Etudier la convergence ponctuelle et uniforme des séries obtenues.

b) Sachant que

z

ez − 1
=

+∞∑
m=0

Bm

m!
zm ∀z ∈ CI , |z| < 2π

où les Bm sont les nombres de Bernoulli, c’est-à-dire

B0 = 1, Bm = −
m∑
k=1

Ck
mBm−k

k + 1
m ∈ IN,
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développer la fonction tan(x) en série de puissances de x.

c) Soit S(x) =
∑+∞
m=1 x

m et soit p ∈ IN. Développer la fonction Sp en
série de puissances de x.

Solution: a) Cas de ln(1 + x).
La fonction ln(1 + x) appartient à C∞(]−1,+∞[) et

Dx ln(1 + x) =
1

1 + x
=

+∞∑
m=0

(−1)mxm ∀x ∈ ]−1, 1[ .

Considérons alors la fonction

S(x) =
+∞∑
m=0

(−1)m

m+ 1
xm+1.

Cette fonction S est définie sur ]−1, 1[ et la suite

Dx

M∑
m=0

(−1)m

m+ 1
xm+1 =

M∑
m=0

(−1)mxm (M ∈ IN)

converge uniformément sur tout compact de ]−1, 1[. Il s’ensuit que S ∈ C1(]−1, 1[)
et

DxS(x) = lim
M
Dx

M∑
m=0

(−1)m

m+ 1
xm+1 =

+∞∑
m=0

(−1)mxm = Dx ln(1 + x) ∀x ∈ ]−1, 1[ .

Dès lors il existe r ∈ IR tel que

ln(1 + x) = r + S(x) ∀x ∈ ]−1, 1[ .

Pour x = 0, on obtient r = 0, d’où le développement de ln(1 + x).
La série S(x) converge absolument en tout x ∈ ]−1, 1[, est semi-convergente

pour x = 1 (série alternée) et diverge sinon. De plus, la convergence est uniforme
sur tout intervalle du type [−1 + ε, 1] (0 < ε < 1) car [−1 + ε, 0] est un intervalle
compact de ]−1, 1[ et

sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣∣
q∑

m=p

(−1)m

m+ 1
xm

∣∣∣∣∣ ≤ 1
p+ 1

par la majoration des séries alternées. On en déduit notamment que S est continu
sur ]−1, 1], donc que

ln(1 + x) = S(x) ∀x ∈ ]−1, 1] .
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Cependant, la convergence n’est pas uniforme sur ]−1,−1 + ε[ car chacune des
sommes partielles est une fonction bornée sur cet intervalle alors que ln(1 + x) ne
l’est pas.

Bien sûr, vu la question, il serait naturel de se demander ce que donne le
développement de Taylor en 0 de la fonction ln(1 + x).

On ne peut pas obtenir facilement la convergence vers 0 du reste pour toutes les
valeurs de x ∈ ]−1, 1[ (cela se passe de façon directe seulement pour x ∈ ]−1/2, 1[).
Cependant, la formule intégrale de Taylor permet, elle, de conclure très facilement.
En effet, pour tout x ∈ ]−1,+∞[, on a

ln(1 + x) =
M∑
m=1

(−1)m+1

m
xm +R(x,M)

où

R(x,M) = xM+1

∫ 1

0

dt
(1− t)M

M !
(DM+1 ln(1 + .))(tx).

Comme

xM+1 (1− t)M

M !
(DM+1 ln(1 + .))(tx) = (−1)MxM+1 (1− t)M

(1 + tx)M+1

et comme
0 < 1− t < 1 + tx ∀t ∈ ]0, 1[ , x > −1

on obtient ∣∣∣∣xM+1 (1− t)M

(1 + tx)M+1

∣∣∣∣ ≤ |xM+1|
1 + tx

.

Si x ∈ ]−1, 1[, on a dès lors

|R(x,M)| ≤ |x|M+1

∫ 1

0

dt
1

1 + tx
→ 0 si M → +∞.

Cas de arctan(x).
La fonction arctan(x) appartient à C∞(IR) et est telle que

Dx arctan(x) =
1

1 + x2
=

+∞∑
m=0

(−1)mx2m ∀x ∈ ]−1, 1[ .

En procédant comme ci-dessus, on obtient

arctan(x) =
+∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1
x2m+1 ∀x ∈ ]−1, 1[ .
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La série
∑+∞
m=0

(−1)m

2m+1 x
2m+1 converge absolument pour x ∈ ]−1, 1[, est semi-

convergente pour x = ±1 (série alternée) et diverge sinon. De plus, la convergence
est uniforme sur [−1, 1] car (fonction impaire !)

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣
q∑

m=p

(−1)m

2m+ 1
x2m+1

∣∣∣∣∣ ≤ sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣∣
q∑

m=p

(−1)m

2m+ 1
x2m

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2p+ 1

par la majoration des séries alternées. La fonction S1(x) =
∑+∞
m=0

(−1)m

2m+1 x
2m+1 est

donc continue sur [−1, 1] et vérifie

arctan(x) = S1(x) ∀x ∈ [−1, 1] .

On peut utiliser ce qui précède pour obtenir des approximations de π. De fait,

arctan(1) =
π

4
=

+∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

avec ∣∣∣∣∣π4 −
M∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2M + 3

.

On peut aussi remarquer que

arctan(
1
2

) + arctan(
1
3

) =
π

4

donc ∣∣∣∣∣π4 −
M∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

(
1

22m+1
− 1

32m+1

)∣∣∣∣∣ ≤ 1
2M + 3

(
1

22M+3
− 1

32M+3

)
ce qui est une meilleure approximation à l’ordre M .

Cas de arcsin(x).
La fonction arcsin(x) appartient à C∞(]−1, 1[) ∩ C0([−1, 1]) et vérifie

Dx arcsin(x) =
1√

1− x2
=

+∞∑
m=0

Cm−1/2x
2m ∀x ∈ ]−1, 1[

avec

Cm−1/2 = (−1)m
(2m)!

22m(m!)2
.

Remarquons que l’on a

Cm−1/2 = (−1)m
S2m√

πm(Sm)2
, avec Sm :=

m!
e−mmm

√
2πm

.
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En procédant comme ci-dessus, on obtient

arcsin(x) =
+∞∑
m=0

Cm−1/2

2m+ 1
x2m+1 ∀x ∈ ]−1, 1[ .

La série S2(x) =
∑+∞
m=0

Cm−1/2

2m+1x
2m+1 est absolument convergente pour x ∈ ]−1, 1[

et est semi-convergente pour x = ±1. La convergence est même uniforme (et même
normale) sur [−1, 1] car

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣
q∑

m=p

Cm−1/2

2m+ 1
x2m+1

∣∣∣∣∣ ≤
q∑

m=p

|Cm−1/2|
2m+ 1

avec

m3/2
|Cm−1/2|
2m+ 1

→ l ∈ IR

car limm→+∞ Sm = 1. On obtient donc finalement

arcsin(x) = S2(x) ∀x ∈ [−1, 1] .

b) Pour x 6= kπ/2, on a

tan(x) = −ie
ix − e−ix

eix + e−ix

= −ie
2ix + 1− 2
e2ix + 1

= −i+ 2i
e2ix + 1− 2
e4ix − 1

= −i+
2i

e2ix − 1
− 4i
e4ix − 1

.

Dès lors, pour x ∈ ]−π/2, π/2[, en prenant la partie réelle, on a

tan(x) = R(−i+
+∞∑
m=1

Bm
m!

(2m − 4m) imxm−1)

=
+∞∑
m=1

B2m

(2m)!
(
22m − 42m

)
(−1)mx2m−1.

c) S est défini pour x ∈ ]−1, 1[ et on a

S(x) =
1

1− x
.
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Il s’ensuit que

Sp(x) = (1 + x)−p =
+∞∑
m=0

Cm−px
m ∀x ∈ ]−1, 1[ .

2

Exercice 2.15 Considérons la fonction arg(z) définie dans l’ensemble
CI \ (]−∞, 0]× {0}) et à valeurs dans ]−π, π[. Pour z ∈ CI \ (]−∞, 0]×
{0}), on pose alors

ln(z) = ln(|z|) + i arg(z).

Pour tout z ∈ CI tel que |z| < 1 ou z = eiθ avec θ ∈ ]0, 2π[, on a aussi
(cf. fcts holomorphes)

ln(1− z) = −
+∞∑
m=1

zm

m
.

En déduire le développement des fonctions ln(2 sin(θ/2)) et (π − θ)/2
en termes de sin(mθ), cos(mθ) (série trigonométrique de Fourier, voir
plus tard).

Solution: Pour tout θ ∈ ]0, 2π[, on a

1− eiθ = 1− cos(θ)− i sin(θ)
= 2 sin2(θ/2)− 2i sin(θ/2) cos(θ/2)

= 2 sin(θ/2)
(

cos(
π − θ

2
)− i sin(

π − θ
2

)
)
.

Comme (θ − π)/2 ∈ ]−π/2, π/2[, on a

|1− eiθ| = 2 sin(θ/2) arg(1− eiθ) =
θ − π

2
donc

ln(2 sin
θ

2
) = ln(|1− eiθ|) = R ln(1− eiθ)

π − θ
2

= − arg(1− eiθ) = −I ln(1− eiθ).

Il s’ensuit que

ln(2 sin
θ

2
) = −R

+∞∑
m=1

eimθ

m
= −

+∞∑
m=1

cos(mθ)
m
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et
π − θ

2
=

+∞∑
m=1

sin(mθ)
m

.

Remarque. La théorie des fonctions holomorphes donne le développement

ln(1− z) = −
+∞∑
m=1

zm

m
(2.1)

pour |z| < 1. Pour obtenir l’égalité en z = eiθ, θ ∈ ]0, 2π[, on peut procéder comme
suit. Pour tout r ∈ [0, 1[, on a

ln(1− reiθ) = −
+∞∑
m=1

rmeimθ

m
.

Comme les fonctions arg et ln(|.|) sont continues en 1− eiθ, on a

lim
r→1−

ln(1− reiθ) = ln(1− eiθ).

De plus, la série S(r) =
∑+∞
m=1

rmeimθ

m converge uniformément sur [0, 1] car pour
tout r ∈ [0, 1], on a ∣∣∣∣∣

q∑
m=p

rmeimθ

m

∣∣∣∣∣ ≤ rp

p| sin(θ/2)|
≤ 1
p| sin(θ/2)|

vu la majoration d’Abel. Il s’ensuit que la fonction S(r) est continue sur [0, 1]. D’où
la conclusion. 2

Exercice 2.16 a) Montrer que

+∞∑
m=0

xm

m!

{
cos(my)
sin(my)

= ex cos(y)

{
cos(x sin(y))
sin(x sin(y))

∀x, y ∈ IR

et que, pour tous x, y ∈ IR, |x| < 1,

+∞∑
m=0

xm
{

cos(my)
sin(my)

=


1− x cos(y)

1− 2x cos(y) + x2

x sin(y)

1− 2x cos(y) + x2

+∞∑
m=1

xm

m

{
cos(my)
sin(my)

=


(−1/2) ln(1− 2x cos(y) + x2)

arctan(
x sin(y)

1− x cos(y)
)



38 Chapitre 2.

b) Développer le noyau de Poisson

Pr(x) =
1− r2

1− 2r cos(x) + r2
(r, x) ∈ ]−1, 1[× IR

en série de puissances de r. Démontrer que pour tout ε ∈ ]0, π[,
Pr =⇒

[ε,2π−ε]
0 si r → 1−.

Solution: a) Première série. Comme |xm/(m!) cos(my)|, |xm/(m!) sin(my)| ≤
|xm|/(m!) pour tous x, y ∈ IR, la convergence est assurée. Pour en calculer la
somme, on peut procéder comme suit : on a

+∞∑
m=0

xm

m!
eimy =

+∞∑
m=0

(xeiy)m

m!

= exe
iy

= ex cos(y)eix sin(y);

d’où la conclusion en passant aux parties réelles et imaginaires.

Deuxième série. Comme le module du terme général est majoré par |x|m, la
convergence est assurée pour |x| < 1 et y ∈ IR. Cela étant, on a

+∞∑
m=0

xmeimy =
+∞∑
m=0

(xeiy)m

=
1

1− xeiy

=
1− x cos(y) + i sin(y)

1 + x2 − 2x cos(y)
;

d’où la conclusion en passant aux parties réelles et imaginaires.

Troisième série. Comme le module du terme général est majoré par |xm|/m, la
convergence de la série est assurée pour |x| < 1 et y ∈ IR. Cela étant, on a

+∞∑
m=1

xm

m
eimy =

+∞∑
m=1

(xeiy)m

m

= − ln(1− xeiy)
= − ln |1− xeiy| − i arg(1− xeiy).

Comme 1 − xeiy = 1 − x cos(y) − ix sin(y) et 1 − x cos(y) > 0, on a |1 − xeiy| =
(1 + x2 − 2 cos(y))1/2 et arg(1− x cos(y)) = arctan

(
x sin(y)

1−x cos(y)

)
. D’où la conclusion

en passant aux parties réelles et imaginaires.
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b) On a 1− 2r cos(x) + r2 = |1− reix|2 et 0 < 1− r cos(x) = R(1− r cos(x) +
i sin(x)). Il s’ensuit que 1− 2r cos(x) + r2 = |1− reix|2 6= 0 et

1− r2

1− 2r cos(x) + r2
=

2− 2r cos(x)− 1− r2 + 2r cos(x)
1− 2r cos(x) + r2

= −1 +
2− 2r cos(x)

1− 2r cos(x) + r2

= −1 + 2R 1− re−ix

|1− reix|2

= −1 + 2R 1
1− reix

.

Comme
1

1− reix
=

+∞∑
m=0

rmeimx

on en déduit que

Pr(x) = 1 + 2
+∞∑
m=1

rm cos(mx).

Démontrons à présent le résultat concernant la convergence uniforme. Pour tout
x ∈ [ε, 2π − ε], on a cos(x) ≤ cos(ε), donc

1− 2r cos(x) + r2 ≥ 1− 2r cos(ε) + r2 = (1− r)2 + 2r(1− cos(ε)) ≥ 2r(1− cos(ε)).

Dès lors, pour tout r ∈ [1/2, 1[, on a

0 ≤ sup
x∈[ε,2π−ε]

Pr(x) ≤ 1− r2

1− cos(ε)
.

D’où la conclusion. 2

Exercice 2.17 Soit

S(x) = lim
M→+∞

M∑
m=1

xm

m2
.

a) Où la fonction S est-elle définie, continue, dérivable?
b) Etablir qu’il existe a ∈ IR tel que

S(x) + S(1− x) = a− ln(x) ln(1− x) ∀x ∈ ]0, 1[ .
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c) Etablir que

a =
+∞∑
m=1

1

m2

et que

a− (ln 2)2 =
+∞∑
m=1

1

m22m−1
.

Solution: a) Les critères du quotient et de Riemann nous apprennent que la série est
absolument convergente pour x ∈ [−1, 1] et diverge sinon. De plus, comme le module
du terme général est majoré par m−2, la convergence est uniforme sur [−1, 1]. La
fonction S est donc continue sur [−1, 1]. Enfin, comme la suite

∑M
m=1 x

m−1/m est
absolument convergente sur tout intervalle compact de ]−1, 1[, on en déduit que la
fonction S appartient à C1(]−1, 1[).

b) Les fonctions S(x), S(1 − x), ln(x), ln(1 − x) appartiennent à C1(]0, 1[) et
S(x) et S(1− x) sont dérivables terme à terme. Dès lors, pour tout x ∈ ]0, 1[, on a
successivement

DxS(x) =
+∞∑
m=1

xm−1

m

DxS(1− x) = −
+∞∑
m=1

(1− x)m−1

m

DxS(x) +DxS(1− x) = − 1
x

ln(1− x) +
1

1− x
ln(x)

= −Dx (ln(1− x) ln(x)) .

Il existe donc un nombre réel a tel que

S(x) + S(1− x) = a− ln(1− x) ln(x) ∀x ∈ ]0, 1[ . (2.2)

c) Les fonctions S(x) et S(1− x) sont continues sur [0, 1] et on a

lim
x→0+

ln(x) ln(1− x) = lim
x→0+

x ln(x)
ln(1− x)

x
= 0.

Par passage à la limite dans (2.2), on obtient

S(1) =
+∞∑
m=1

1
m2

= a.
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Enfin, en évaluant (2.2) en x = 1/2, on obtient

2S(
1
2

) =
+∞∑
m=1

1
m22m

= a− ln2(2).

2

Exercice 2.18 Soit P un polynôme de degré M ∈ IN. Calculer

S(x) =
+∞∑
m=1

P (m)xm

pour tous les x possibles.

Solution: On a P (m) 6= 0 ∀m >>,

lim
m→+∞

∣∣∣∣P (m+ 1)
P (m)

∣∣∣∣ = 1

et limm→+∞ P (m) = ∞. La série converge donc pour x ∈ ]−1, 1[ et diverge sinon.
Soit

P (x) = a0 + a1x+ . . .+ aMx
M , aM 6= 0.

Montrons qu’il existe des coefficients b0, . . . , bM tels que

P (x) = b0 + b1(x+ 1) + . . .+ bM (x+ 1) . . . (x+M) ∀x ∈ IR.

De fait, s’il existe de tels bj , on a

P (−1) = b0

P (−2) = b0 − b1
. . . . . .

P (−M) = combinaison linéaire de b0, . . . , bM−1

P (0) = combinaison linéaire de b0, . . . , bM

ce qui les détermine univoquement. De plus, si on considère les b0, . . . , bM détermi-
nés par ce système d’équations, on a l’égalité

P (x) = b0 + b1(x+ 1) + . . .+ bM (x+ 1) . . . (x+M) pour x = 0,−1, . . . ,−M,

ce qui est une égalité entre deux polynômes de degré M en M + 1 valeurs. On
obtient donc que cette égalité est vraie pour tout x ∈ IR (et même x ∈ CI ).
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Cela étant, sommons la série. Pour tout j = 1, . . . ,M et tout x ∈ ]−1, 1[, on a

+∞∑
m=0

(m+ 1) . . . (m+ j)xm = Dj
x

+∞∑
m=0

xm+j

= Dj
x

xj

1− x
= Dj

x

xj − 1 + 1
1− x

= −Dj
x

(
j−1∑
m=0

xm

)
+Dj

x

1
1− x

= Dj
x

1
1− x

(la dérivation sous le signe somme étant justifiée par le fait que la série des dérivées
terme à terme converge absolument pour tout x ∈ ]−1, 1[, donc uniformément sur
tout compact de ]−1, 1[). Dès lors, pour tout x ∈ ]−1, 1[, on obtient

+∞∑
m=0

P (m)xm =
M∑
j=0

bjD
j
x

1
1− x

.

2

Exercice 2.19 Montrer que, pour tout z ∈ CI , on a

ez =
+∞∑
m=0

zm

m!
= lim

m→+∞

(
1 +

z

m

)m
.

Solution: Pour tout z ∈ CI et tout m ∈ IN on a(
1 +

z

m

)m
=

m∑
k=0

Ckm
zk

mk

=
m∑
k=0

zk

k!

(
1− 1

m

)
. . .

(
1− k − 1

m

)
.

Pour tout m ∈ IN posons

uk(m) =


1 si 0 ≤ k ≤ 1(
1− 1

m

)
. . .
(
1− k−1

m

)
si 2 ≤ k ≤ m

0 si k > m.

Pour tout m ∈ IN on a alors(
1 +

z

m

)m
=

m∑
k=0

zk

k!
uk(m) =

+∞∑
k=0

zk

k!
uk(m).
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Pour conclure, il reste à prouver que

lim
m→+∞

uk(m) = 1 ∀k ∈ IN ∪ {0}

et que l’on peut permuter les limites.
De fait, pour tout k ≥ 2 et pour m ≥ k, uk(m) est le produit de k − 1 facteurs

qui sont tous inférieurs à 1 et qui tendent tous vers 1 si m → +∞. La première
chose est donc prouvée.

De plus, la suite

FM (.) =
M∑
k=0

zk

k!
uk(.) (M ∈ IN)

converge uniformément sur IN car on a

sup
m∈IN

|zk|
k!

uk(m) ≤ |z
k|
k!

= terme général d’une série convergente.

2
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Chapitre 3

Intégrales particulières

Exercice 3.1 Calculer les intégrales suivantes

a)
∫ +∞

0

e−ay
√
y
dy (a > 0) b)

∫ +∞

0

√
ye−aydy (a > 0)

(Suggestion: a) Effectuer le changement de variables x =
√
y et appliquer Poisson.

b) Effectuer le même changement de variables puis intégrer par partie en remar-
quant que Dye

−ay2
= −2aye−ay

2
, puis conclure par Poisson. )

Exercice 3.2 Calculer les limites suivantes pour p ∈ IN0

a) lim
m→+∞

(m!)1/m

m
b) lim

m→+∞

ln(m!)

m
− ln(m)

c) lim
m→+∞

(m!)
1

m ln(m) d) lim
m→+∞

(m!)2

(m− p)!(m+ p)!

e) lim
m→+∞

(
m!p!

(m+ p)!

)1/m

(Suggestion: Posons Sn = (n!)/(e−nnn
√

2πn) pour n > 0. La formule de Stirling
montre que la suite Sn converge vers 1. Pour obtenir les limites demandées, tout

45
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revient à transformer les factorielles qui y interviennent grâce à la formule n! =
Sne

−nnn
√

2πn et calculer la nouvelle limite par les méthodes usuelles.
a) Il est clair que

(m!)1/m

m
= S1/m

m e−1(2πm)1/2m

Or nous savons que a1/m → 1 si a > 0, que m1/m → 1 et que x1/m
m → 1 si xm → 1.

Il en résulte que la limite cherchée est égale à 1/e.
b) En utilisant les propriétés du logarithme, on voit que

ln(m!)
m

− ln(m) = ln(
(m!)1/m

m
)

Tenant compte de a), on en déduit que la limite proposée est égale à ln(1/e) = −1.
c) On dispose de la formule

(m!)
1

m ln(m) = S
1

m ln(m)
m e

−1
ln(m)m

1
ln(m) (2πm)

1
2m ln(m)

= S
1

m ln(m)
m e

−1
ln(m) e(2π)

1
2m ln(m) e

1
2m

De cette dernière relation, on déduit aisément que la limite cherchée est égale à e.
Variante. En posant

am =
(m!)1/m

m
on a

(m!)1/(m ln(m) =
(

(m!)1/m

m

)1/ ln(m)

m1/ ln(m)

= e
ln(am)
ln(m) e

ln(m)
ln(m)

= e e
ln(am)
ln(m) → e si m→ +∞

car limm am = e−1 vu a).
d) Si p ∈ IN0, on a les formules

m!mp

(m+ p)!
=

1
(1 + 1

m ) . . . (1 + p
m )

m!m−p

(m− p)!
= (1− 1

m
) . . . (1− p− 1

m
)

Ce qui montre aussitôt que la limite cherchée vaut 1.
e) On dispose de la formule(

m!p!
(m+ p)!

)1/m

=
(

m!mp

(m+ p)!

)1/m

(p!m−p)1/m
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Tenant compte de la formule utilisée en d) et de ce que m1/m → 1 on voit que la
limite cherchée vaut 1. )

Exercice 3.3 Exprimer Γ(2/6) et Γ(5/6) en fonction de Γ(1/6).

Solution: D’une part la formule d’Euler donne

B

(
1
6
,

5
6

)
= Γ

(
1
6

)
Γ
(

5
6

)
= 2π.

D’autre part, par la formule de Legendre :

Γ
(

1
6

)
Γ
(

4
6

)
=
√
π22/3Γ

(
2
6

)
.

La formule d’Euler donne encore

Γ
(

2
6

)
Γ
(

4
6

)
=

2π√
3
.

Il s’ensuit que

Γ
(

2
6

)
=
√

21/3(π/3)1/2Γ(1/6).

2

Exercice 3.4 Etablir que pour tout m > 0, n > −1, a > 0, on a∫ +∞

0
e−ax

m

xndx =
1

m
Γ(
n+ 1

m
)a−

n+1
m

(Suggestion: Effectuer le changement de variables y = axm et utiliser la définition
de Γ. )

Exercice 3.5 Posons

ζ(x) =
+∞∑
m=1

1

mx
(x ∈ ]1,+∞[) ϕ(x) =

+∞∑
m=1

(−1)m

mx
(x ∈ ]0,+∞[).

Alors
a) ϕ(x) = (21−x − 1) ζ(x) ∀x ∈ ]1,+∞[

b) ζ(x)Γ(x) =
∫+∞

0 dt tx−1

et−1
∀x ∈ ]1,+∞[.
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Solution: Par le critère de Riemann, ζ (donc ϕ) existe pour x > 1; par le critère
des séries alternées, ϕ est aussi défini (semi-convergence) pour x ∈ ]0, 1[.

a) Pour tout x > 1, on a

ϕ(x) =
+∞∑
m=1

(−1)m

mx

=
+∞∑
m=1

(−1)2m

(2m)x
+

+∞∑
m=0

(−1)2m+1

(2m+ 1)x

=
1
2x
ζ(x)−

(
+∞∑
m=0

1
(2m+ 1)x

+
+∞∑
m=1

1
(2m)x

−
+∞∑
m=1

1
(2m)x

)

=
1
2x
ζ(x)− ζ(x) +

1
2x
ζ(x)

=
(
21−x − 1

)
ζ(x).

b) Considérons la fonction fx(t) = tx−1/(et − 1) t ∈ ]0,+∞[. Pour x > 1, et
pour θ ∈ ]1, x[, on a 2− θ < 1 et

lim
t→0+

t2−θtx−1

et − 1
= lim
t→0+

tx−θ
t

et − 1
= 0.

Comme on a aussi
t2tx−1

et − 1
=
e−tt2tx−1

1− e−t
≤ 2e−ttx+1

si t >>, et comme fx(t) ∈ C(]0,+∞[) pour tout x ∈ IR, on conclut finalement à
l’intégrabilité de fx(t) sur ]0,+∞[ pour tout x > 1.

Cela étant, on a∫ +∞

0

dt fx(t) =
∫ +∞

0

dt e−ttx−1 1
1− e−t

=
∫ +∞

0

dt e−ttx−1
+∞∑
m=0

e−mt

=
+∞∑
m=0

∫ +∞

0

dt e−(1+m)ttx−1 (u = (m+ 1)t)

=
+∞∑
m=0

1
(m+ 1)x

∫ +∞

0

du e−uux−1

= Γ(x)ζ(x).

(La permutation des signes somme et d’intégration est justifiée par exemple par le
théorème de Lebesgue : pour tout x > 0, les fonctions fM (t) = e−ttx−1

∑M
m=0 e

−mt
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sont continues sur ]0,+∞[, positives, majorées par la fonction tx−1/(et − 1), inté-
grable sur ]0,+∞[.) 2

Exercice 3.6 [Définition de Gauss de Γ(x)] Démontrer que pour tout
x > 0, on a

Γ(x) = lim
m→+∞

mxm!

x(x+ 1) . . . (x+m)

Solution: Pour tout x > 0 et tout m ∈ IN, on a

Γ(x+m+ 1) = (x+m)(x+m− 1) . . . xΓ(x)

Il en résulte que

mxm!
x(x+ 1) . . . (x+m)

= Γ(x)
mxΓ(m+ 1)
Γ(x+m+ 1)

et la formule de Stirling permet de conclure. 2

Exercice 3.7 Démontrer que pour tout x > 0, a > 0 on a

Γ(x)Γ(a+ 1)

Γ(x+ a+ 1)
=

+∞∑
m=0

(−1)mCm
a

x+m

où on a posé

Cm
a =

a(a− 1) . . . (a−m+ 1)

m!
si m > 0 et C0

a = 1

Remarquer également que ce développement est fini si a est entier et
qu’il cöıncide dans ce cas avec la décomposition de

1

x(x+ 1) . . . (x+ a)

en fractions simples.

Solution: La théorie des fonctions Bêta nous dit que

Γ(x)Γ(a+ 1)
Γ(x+ a+ 1)

= B(x, a+ 1) =
∫ 1

0

ux−1(1− u)adu
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Or on dispose du développement de Taylor

(1− u)a =
+∞∑
m=0

(−1)mCma u
m

et ce développement est uniformément et absolument convergent dans tout compact
de ]− 1, 1[ comme on s’en assure aisément (cf. Ex. 2.12). La série

+∞∑
m=0

(−1)mCma u
x−1+m

converge donc partout sur ]0, 1[ vers ux−1(1− u)a. Remarquons à présent que pour
tout M ∈ IN, on a

M∑
m=0

∫ 1

0

|(−1)mCma u
x−1+m|du =

M∑
m=0

|Cma |
1

x+m

Le critère de Riemann combiné au fait que la suite mCma est bornée montre alors
que la série

+∞∑
m=0

∫ 1

0

|(−1)mCma u
x−1+m|du

est convergente. Cela nous permet d’utiliser le critère d’intégrabilité des séries pour
affirmer que

+∞∑
m=0

∫ 1

0

(−1)mCma u
x−1+mdu =

∫ 1

0

ux−1(1− u)adu

De cette relation, on tire de suite que

B(x, a+ 1) =
+∞∑
m=0

(−1)mCma
1

x+m

ce qui permet de conclure. 2

Exercice 3.8 Etudier la convergence des séries suivantes:

a)
+∞∑
m=1

(m!)2

(2m)!m
(z − 1)m b)

+∞∑
m=1

(2m)!

22m(m!)2m
zm

c)
+∞∑
m=1

(
∫ π

2

0
cos2m(x) dx)zm d)

+∞∑
m=1

(
∫ +∞

0
(1 + x2)−m dx)zm

e)
+∞∑
m=1

(
∫ 1

0
(1− x2)m dx)zm
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Solution: a) La formule de Stirling montre que

am =
(m!)2

(2m)!m
∼ e−2mm2m2πm
e−2m(2m)2m

√
2π2mm

∼
√
π

4m
√
m

On en déduit que am+1/am → 1/4. Ainsi, le critère du quotient permet d’affirmer
que la série étudiée est absolument convergente si |z−1| < 4 et divergente si |z−1| >
4. Pour |z − 1| = 4, le terme général de la série des modules est 4mam ∼

√
π/m et

le critère de Riemann montre que cette série diverge. Quant à la série elle même,
elle a pour terme général 4mameimθ où θ est l’argument de z − 1. Il est clair que

4m+1am+1

4mam
=

4(m+ 1)2m

(2m+ 1)(2m+ 2)(m+ 1)
=

2m
2m+ 1

< 1

Ainsi, 4mam ↓ 0 et le critère de convergence des séries trigonométriques montre
que la série est semi-convergente si θ ∈]0, 2π[. La série de départ est donc semi-
convergente pour |z − 1| = 4, z − 1 6= 4 et divergente pour z − 1 = 4.

b) Une application de la formule de Stirling conduit à

am ∼
e−2m(2m)2m

√
2π2m

22me−2mm2m2πmm
∼ 1√

π
m−

3
2

d’où il découle par les critères du quotient et de Riemann que la série proposée est
absolument convergente pour |z| ≤ 1 et divergente pour |z| > 1.

c) Posons

am =
∫ π

2

0

cos2m x dx

et effectuons le changement de variables y = cos2 x. Il vient,

am =
1
2

∫ 1

0

y(m+ 1
2 )−1(1− y)

1
2−1 dy

=
1
2

B(m+
1
2
,

1
2

)

Tenant compte de la formule de Stirling, on voit que

am ∼
1
2
√
π

√
mΓ(m)
mΓ(m)

∼ 1
2

√
π

m

D’où il découle que la série est absolument convergente si |z| < 1 et divergente si
|z| > 1. Pour |z| = 1, le critère de Riemann montre que la série des modules diverge.
Comme,

am+1

am
=
m+ 1

2

m+ 1
< 1
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il est clair que am ↓ 0 et le critère de convergence des séries trigonométriques
montre que la série étudiée est semi-convergente pour |z| = 1, z 6= 1 et divergente
pour z = 1.

d) Posons

am =
∫ +∞

0

(1 + x2)−m dx

et effectuons le changement de variables y = (1 + x2)−1. Il vient

am =
1
2

∫ 1

0

y(m− 1
2 )−1(1− y)

1
2−1 dy

=
1
2

Γ(m− 1
2 )Γ( 1

2 )
Γ(m)

et la formule de Stirling montre que

am ∼
1
2

√
π

m

On conclut alors comme en c) que la série proposée est absolument convergente pour
|z| < 1, divergente pour |z| > 1 et pour z = 1 et semi-convergente pour |z| = 1,
z 6= 1.

e) Posons

am =
∫ 1

0

(1− x2)m dx

et effectuons le changement de variables y = x2. Il vient

am =
∫ 1

0

(1− y)m
1

2
√
y
dy

=
1
2

Γ( 1
2 )Γ(m+ 1)
Γ(m+ 3

2 )

La formule de Stirling donne alors

am ∼
1
2

√
π

m

et on conclut comme en d). 2



Intégrales particulières 53

Exercice 3.9 Etablir les relations suivantes

a)
∫ 1

0
ln Γ(x) dx = ln

√
2π

b)
∫

IR

e−px

ch(x)
dx =

π

cos(πp
2

)
(p ∈]− 1, 1[)

Solution: a) La fonction ln Γ(x) est continue sur ]0, 1] et pour x > 0, on a

ln Γ(x+ 1) = lnx+ ln Γ(x)

d’où l’on déduit que ln Γ(x) est intégrable en 0+ puisqu’il en est ainsi de lnx. Posons

I =
∫ 1

0

ln Γ(x) dx

et effectuons dans cette intégrale le changement de variables y = 1− x. Il vient

I =
∫ 1

0

ln Γ(1− y) dy

Ainsi

2I =
∫ 1

0

(lnπ − ln(sin(πx))) dx

Posons

J =
∫ 1

0

ln(sin(πx)) dx

Il est clair que

J =
∫ 1/2

0

ln(sin(πx)) dx+
∫ 1

1/2

ln(sin(πx)) dx

et le changement de variables x = y + 1
2 dans le second terme conduit à

J =
∫ 1/2

0

ln(sin(πx)) dx+
∫ 1/2

0

ln(cos(πx)) dx

=
∫ 1/2

0

ln(
sin(2πx)

2
)dx

Si dans cette dernière intégrale, on effectue le changement de variables y = 2x, on
voit que

J =
1
2
J − 1

2
ln 2
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On en tire que J = − ln 2 et enfin que I = (lnπ + ln 2)/2 = ln(
√

2π).
b) La fonction e−px/chx est clairement intégrable sur IR puisque p ∈] − 1, 1[.

Effectuons le changement de variables y = ex, il vient

I =
∫ +∞

−∞

e−px

chx
dx = 2

∫ +∞

0

y−p

1 + y2
dy

Si nous effectuons à présent le changement de variables t = 1/(1+y2), nous obtenons

I =
∫ 1

0

(1− t)−
p+1
2 t

p+1
2 −1 dt

= B(1− p+ 1
2

,
p+ 1

2
)

=
π

cos(πp2 )

Ce qui permet de conclure. 2

Exercice 3.10 Démontrer que

a)
∫ 1

0

x2 dx√
1− x4

∫ 1

0

dx√
1− x4

=
π

4

b)
∫ +∞

0
e−x

n

dx
∫ +∞

0
xn−2e−x

n

dx =
π

n2 sin(π
n
)

(n > 1)

c) cos(
π

α
)
∫ +∞

0

dx√
1 + xα

=
∫ 1

0

dx√
1− xα

(α > 2)

d) (
∫ +∞

0
e−x

4

dx)2 =
1

8

√
π

2

∫ π

0

dx√
sinx

(Suggestion:
a) Effectuer le changement de variables y = x4 et les propriétés de la fonction

Beta.
b) Effectuer le changement de variables y = xn et se ramener à la définition de

la fonction Gamma. Conclure par la formule d’Euler.
c) Dans la première intégrale, effectuer le changement de variables y = 1/(1+xα)

et dans la seconde poser x = y1/α. Conclure grâce à la formule d’Euler.
d) Dans le premier membre, poser x = y1/4 et dans le second effectuer le change-

ment de variables t = sin(x) après avoir réduit l’intégration à l’intervalle
]
0, π2

[
.

Conclure grâce à la formule d’Euler. )
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Exercice 3.11 Montrer que la mesure d’une boule de IRn est donnée
par la formule

ωn(r) = mes({x : |x| < r}) =
πn/2rn

Γ(n
2

+ 1)

En déduire que ωn(r)→ 0 si n→ +∞.

Solution: Il est clair que le changement de variables x = ry donne

ωn(r) =
∫
|x|≤r

dx = rn
∫
|y|≤1

dy

Tout revient donc à déterminer ωn = ωn(1). Par le théorème de Fubini, on obtient
pour n > 1

ωn =
∫ 1

−1

dxn

∫
|(x1,...,xn−1)|≤

√
1−x2

n

dx1 . . . dxn−1

=
∫ 1

−1

ωn−1(
√

1− x2
n) dxn

= 2ωn−1

∫ 1

0

(1− x2
n)

(n−1)/2
dxn

Le changement de variables t = x2
n donne alors

ωn = ωn−1

∫ 1

0

(1− t)(n−1)/2t−1/2 dt

= ωn−1B(
n+ 1

2
,

1
2

)

Ainsi,

π−n/2ωnΓ(
n

2
+ 1) = π−(n−1)/2ωn−1Γ(

n− 1
2

+ 1)

d’où la conclusion puisque ω1 = 2. 2

Exercice 3.12 Montrer que pour tout α > 0, on a∫ +∞

0

1− e−αx2

x2
dx =

√
απ
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Solution: Une intégration par parties conduit à∫ +∞

0

1− e−αx2

x2
dx = (1− e−αx

2
)
−1
x

∣∣∣∣+∞
0

+
∫ +∞

0

e−αx
2
2αx

1
x
dx

d’où la conclusion par Poisson. 2

Exercice 3.13 Etablir que pour a > 0, on a∫ +∞

0

lnx

(x+ a)2
dx =

ln a

a

Solution: Posons

I(α) =
∫ +∞

0

xα

(x+ a)2
dx

pour tout α ∈] − 1, 1[. On vérifie aisément que cette intégrale à un sens. De plus,
si α ∈ [m,M ] ⊂]− 1, 1[,

Dp
α

[
xα

(x+ a)2

]
=

(lnx)pxα

(x+ a)2

≤ (lnx)pxm

a2
χ[0,1] +

(lnx)pxM

(x+ a)2
χ[1,+∞[

et comme la fonction majorante est clairement intégrable sur [0,+∞[, le théorème
de dérivation des intégrales paramétriques permet de montrer que

Dp
αI(α) =

∫ +∞

0

(lnx)pxα

(x+ a)2
dx

pour α ∈]− 1, 1[. Ainsi, l’intégrale proposée vaut DαI |α=0.
Effectuons dans I(α) le changement de variables y = a/(x+ a), il vient

I(α) = aα−1

∫ 1

0

(1− y)αy−α dy

= aα−1B(α+ 1, 1− α)

= aα−1 πα

sin(πα)

Ainsi,

DαI = ln aaα−1 πα

sin(πα)
+ aα−1π sin(πα)− παπ cos(πα)

sin2(πα)
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et une application directe du théorème de l’Hospital montre que

lim
α→0

DαI =
ln a
a

ce qui donne le résultat cherché. 2

Exercice 3.14 Montrer que si a > 0, on a∫ +∞

0
t−1/2e−a(t+t−1) dt =

√
π

a
e−2a

Solution: Posons

J(a) =
∫ +∞

0

t−1/2e−a(t+t−1) dt

Il est clair que

J(a) =
∫ 1

0

u−1/2e−a(u+u−1) du+
∫ +∞

1

t−1/2e−a(t+t−1) dt

Dans le premier terme, effectuons le changement de variables t = 1/u, il vient

J(a) =
∫ +∞

1

(t−3/2 + t−1/2)e−a(t+t−1) dt

Posons à présent, v =
√
a(t1/2 − t−1/2). On a bien sûr,

Dtv =
1
2
√
a(t−1/2 + t−3/2)

v2 = a(t+ t−1 − 2)

Donc, par substitution, il vient

J(a) =
∫ +∞

0

2√
a
e−v

2−2a dv =
√
π

a
e−2a

la dernière égalité provenant de l’intégrale de Poisson. 2

Exercice 3.15 Démontrer que Γ est la seule fonction Γ1 sur ]0,+∞[
telle que

a) ln Γ1 est convexe

b) Γ1(x+ 1) = xΓ1(x)
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c) Γ1(1) = 1

Solution: Il est clair que Γ vérifie les conditions (b) et (c) et on obtient aisément
(a) en utilisant la définition de Gauss de Γ. Supposons donc que Γ1 vérifie les
conditions (a), (b), (c) et montrons que Γ1 = Γ. Comme ln Γ1 est convexe, on a

ln Γ1((1− t)a+ tb) ≤ (1− t) ln Γ1(a) + t ln Γ1(b) t ∈ [0, 1]
ln Γ1((1− t)a+ tb) ≥ (1− t) ln Γ1(a) + t ln Γ1(b) t ∈ [1,+∞[

Soit x ∈]0, 1]. Prenons a = m, b = m + 1 et t = x dans la première majoration.
Cela donne

ln Γ1(x+m) ≤ (1− x) ln Γ1(m) + x ln Γ1(m+ 1)

donc
ln Γ1(x+m)− ln Γ1(m)− x ln m ≤ 0.

Prenons maintenant a = m− 1, b = m et t = x + 1 dans la seconde majoration, il
vient

ln Γ1(x+m) ≥ (−x) ln Γ1(m− 1) + (x+ 1) ln Γ1(m)

ln Γ1(x+m)− ln Γ1(m) ≥ x ln(m− 1)

ln Γ1(x+m)− ln Γ1(m)− x lnm ≥ x ln
m− 1
m

.

On en déduit que

lim
m→+∞

Γ1(m) mx

Γ1(x+m)
= 1

or
Γ1(x+m) = (x+m− 1) . . . x.Γ1(x).

Donc

lim
m→+∞

Γ1(m) mx

(x+m− 1) . . . x
= Γ1(x).

Et la conclusion résulte de l’égalité Γ1(m) = Γ(m), de la formule de Gauss pour Γ
et de ce que Γ est déterminée sur ]0,+∞[ par ses valeurs sur ]0, 1] grâce à la formule
Γ(x+ 1) = xΓ(x). 2

Exercice 3.16 [Développement de Taylor de ln Γ(x) au point 1]
Etablir que

ln Γ(1 + x) =
∞∑
k=1

(−1)kSk
xk

k
si x ∈]− 1, 1[
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où

Sk =
∞∑
m=1

1

mk

si k ≥ 2 et

S1 = lim
m→+∞

(
m∑
k=1

1

k
− lnm).

Signalons que S1 n’est autre que la “Constante d’Euler” γ ∼ 0.57721 . . ..

(Suggestion: Utiliser la définition de Gauss de Γ(x). )

Solution: On sait que

Γ(x+ 1) = lim
m→+∞

(m+ 1)!(m+ 1)x

(x+ 1) . . . (x+m+ 1)
.

Ainsi, si x ∈]− 1,+∞[,

ln Γ(x+ 1) = lim
m→+∞

[
x ln(m+ 1)−

m+1∑
k=1

ln(1 + x
k )
]

ln Γ(x+ 1) = lim
m→+∞

[
x lnm−

m∑
k=1

ln(1 + x
k )
]
.

Posons fm(x) = x lnm−
∑m
k=1 ln(1 + x

k ). On a

Dfm(x) = lnm−
m∑
k=1

1
1 + x

k

1
k

= lnm−
m∑
k=1

1
x+ k

Dlfm(x) = (−1)l(l − 1)!
m∑
k=1

1
(x+ k)l

si l ≥ 2.

Or, si k ≥ 2,
1

(x+ k)l
≤ 1

(k − 1)l

ainsi Dlfm ⇒
]−1,+∞[

si l ≥ 2. Si l = 1,

Dfm(0) = lnm−
m∑
k=1

1
k

= −1 +
m∑
k=2

(ln
k

k − 1
− 1

k
).

Or
1
k

+ ln(1− 1
k

) ≤ C

k2
;



60 Chapitre 3.

il résulte du critère de Riemann que Dfm(0)converge vers une limite que nous
noterons −S1. Le théorème de dérivation des limites de fonctions montre donc que
∀l ≥ 2

Dlfm ⇒
]−1,+∞[

Dl ln Γ(x+ 1).

En particulier, Dl ln Γ(x + 1)|x=0 = (−1)l(l − 1)!Sl si l ≥ 1 d’où la conclusion car
Sl est décroissant et minoré par 1.

Les graphiques suivants représentent successivement

ln Γ(x+ 1)
ln Γ(x+ 1) et −γx+ (π2/12)x2

ln Γ(x+ 1) et −γx+ (π2/12)x2 − (1.20206/3)x3 + (π4/360)x4

2

Exercice 3.17 Déduire de la formule de développement de ln Γ(1+x)
que

S2k =
kπ2k

(2k)!
D2k ln (

x

sinx
)|x=0.

Montrer que pour k = 1, 2 on obtient S2 = π2/6 et S4 = π4/90.

(Suggestion: Utiliser la formule des compléments pour la fonction Bêta. )

Solution: On a

ln Γ(1 + x) =
∞∑
k=1

(−1)kSk
xk

k
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si x ∈]− 1, 1[. De même, si x ∈]− 1, 1[

ln Γ(1− x) =
∞∑
k=1

Sk
xk

k
.

Ainsi pour x ∈ ]−1, 1[, on a

ln Γ(1 + x) + ln Γ(1− x) = 2
∞∑
k=1

S2k
x2k

2k
=
∞∑
k=1

S2k

k
x2k.

Mais
Γ(1 + x)Γ(1− x) = x B(x, 1− x) =

πx

sinπx
,

donc
∞∑
k=1

S2k

k
x2k = − ln(

sinπx
πx

);

on a donc
S2k

k
= − 1

(2k)!

[
D2k ln

sinπx
πx

]
x=0

S2k = −kπ
2k

(2k)!

[
D2k ln

sinu
u

]
u=0

.

Calculons S2 et S4. On a

sinu = u− 1
3!
u3 +

1
5!
u5 + 0(u7)

et

− ln(1− u) = u+
u2

2
+ 0(u3).

Ainsi

1− sinu
u

=
u2

6
− u4

120
+ 0(u6)

− ln
(

1−
(

1− sinu
u

))
=

u2

6
− u4

120
+

1
2

(
u2

6
− u4

120

)2

+ 0(u6)

=
u2

6
− u4

120
+

u4

2 · 36
+ 0(u6)

− ln
(

sinu
u

)
=

u2

6
+

u4

180
+ 0(u6)
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Par conséquent,

S2 =
π2

6
et S4 =

2π4

180
=
π4

90
.

2

Exercice 3.18 Déduire de la formule de développement de ln Γ(1+x)
que pour x ∈ ]−1, 1[,

ln Γ(1 + x) =
1

2
ln(

πx

sin πx
)− 1

2
ln(

1 + x

1− x
) + (1− γ)x

−(S3 − 1)
x3

3
− (S5 − 1)

x5

5
− · · ·

Signalons que cette formule converge rapidement et qu’elle a été utilisée
par Legendre pour le calcul des tables de la fonction Γ.

Solution: Dans l’exercice précédent, on a vu que

1
2

ln
πx

sinπx
=
∞∑
k=1

S2k

2k
x2k.

De plus, on sait que

− ln(1− x) =
∞∑
k=1

xk

k

donc

ln(1 + x) =
∞∑
k=1

(−1)k−1 x
k

k

et

ln(1 + x)− ln(1− x) = 2
∞∑
k=0

x2k+1

2k + 1
.

Ainsi
1
2

ln
1 + x

1− x
=
∞∑
k=0

x2k+1

2k + 1
.

On en déduit que

ln Γ(1 + x) =
1
2

ln(
πx

sinπx
)−

∞∑
k=0

S2k+1

2k + 1
x2k+1
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et enfin

ln Γ(1 + x) =
1
2

ln(
πx

sinπx
)− 1

2
ln (

1 + x

1− x
)−

∞∑
k=0

S2k+1 − 1
2k + 1

x2k+1.

D’où la conclusion.
Les graphiques suivants représentent successivement

ln Γ(x+ 1) et
1
2

ln
(

sinπx
πx

)
− 1

2
ln
(

1 + x

1− x

)
ln Γ(x+ 1) et

1
2

ln
(

sinπx
πx

)
− 1

2
ln
(

1 + x

1− x

)
+ (1− γ)x

ln Γ(x+ 1) et
1
2

ln
(

sinπx
πx

)
− 1

2
ln
(

1 + x

1− x

)
+ (1− γ)x− 0.20206

3
x3

2
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Chapitre 4

Espaces L1, L2 et L∞

Exercice 4.1

a) Etablir que sin(mx) ∈ L1,2,∞([0, 2π]), mais que ses normes dans
ces différents espaces sont distinctes.

b) Montrer que ‖ χQI ‖L∞= 0.

Solution: a) Comme sin(mx) est continu sur [0, 2π], il est évidemment de classe
L1,L2 et L∞. De plus,

‖sin(mx)‖L∞([0,2π]) = sup
x∈[0,2π]

(|sin(mx)|) = 1.

Dans le cas L1, on a

‖sin(mx)‖L1([0,2π]) =
∫ 2π

0

|sin(mx)| dx.

Comme la fonction |sin(mx)| est périodique de période π
m , on a

‖sin(mx)‖L1([0,2π]) = 2
∫ π

0

sin(y)dy

= 4.

Enfin, dans le cas L2, on a

‖sin(mx)‖2L2([0,2π]) =
∫ 2π

0

sin2(mx)dx

65
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=
∫ 2π

0

1− cos(2mx)
2

dx

= π.

b) La fonction χQI ne diffère de zéro qu’aux points de l’ensemble dénombrable QI
qui est donc négligeable. Ainsi

‖χQI ‖L∞ = ‖0‖L∞ = 0.

2

Exercice 4.2 Montrer que dans l’espace L2(E), on a les égalités sui-
vantes :

a) ‖f‖2 + ‖g‖2 =
‖f + g‖2 + ‖f − g‖2

2

b) 〈f, g〉+ 〈g, f〉 =
‖f + g‖2 − ‖f − g‖2

2

c) 〈f, g〉 =
1

4

3∑
k=0

ik
∥∥∥f + ikg

∥∥∥2

(Suggestion: Développer ‖f + g‖2 = 〈f + g, f + g〉 et ‖f − g‖2 = 〈f − g, f − g〉
par linéarité du produit scalaire dans L2(E). )

Exercice 4.3 Montrer que tout élément de L1(E) est le produit de
deux éléments de L2(E).

(Suggestion: Remarquer que f = (
√
|f | ei arg(f)/2)2. )

Exercice 4.4 Si f ∈ C1(]0,+∞[) et si f,Df ∈ L2(]0,+∞[), montrer
que limx→+∞ f(x) = 0.

Solution: Soit a > 0, il est clair que pour tout x > a,

f2(x) = f2(a) +
∫ x

a

Dtf
2(t)dt.

Or Dtf
2(t) = 2f(t)Dtf(t) et cette fonction est intégrable sur [0,+∞[ étant donné

les hypothèses. Il en résulte que f2(x) admet une limite l en +∞. Comme f2(x)
est intégrable, cette limite est nulle, d’où la conclusion. 2



Espaces L1, L2 et L∞ 67

Exercice 4.5 Soient a, b ∈ IR, a < b. Si f ∈ C1(]a, b[) ∩ C0([a, b]) et
si Df ∈ L2(]a, b[), démontrer que

|f(b)− f(a)|2 ≤ (b− a)‖Df‖2
L2(]a,b[).

Solution: On a f(b)− f(a) =
∫ b
a
dx Dxf(x) donc

|f(b)− f(a)|2 ≤ (b− a) ‖Df‖2L2([a,b])

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz. 2

Exercice 4.6 [Levi dans L2] Montrer que si fm est une suite crois-
sante de fonctions positives de L2 et s’il existe une constante C > 0
telle que ‖fm‖2 ≤ C alors il existe une fonction f de L2 telle que fm
converge vers f presque partout et dans L2.

Solution: L’application du théorème de Levi dans L1 à la suite f2
m fournit une

fonction positive g ∈ L1 telle que f2
m →

pp
g. Si l’on pose f =

√
g, il est clair que

f ∈ L2 et que fm ↑ f presque partout. La suite |fm − f |2 = (f − fm)2 décrôıt donc
vers zéro presque partout et une seconde application du théorème de Levi dans L1

montre que
∫
|fm − f |2 dx→ 0. Ainsi ‖fm − f‖2 → 0 et fm → f dans L2. 2

Exercice 4.7 [Lebesgue dans L2] Montrer que si fm est une suite de
fonctions de L2 qui converge pp versf et s’il existe une fonction F ∈ L2

telle que |fm| ≤ F pour tout naturel m alors la limite f ∈ L2 et fm → f
au sein de l’espace L2.

(Suggestion: Procéder comme pour le théorème de Levi dans L2 mais en partant
du théorème de Lebesgue dans L1. )

Exercice 4.8 Montrer que si f1, . . . , fJ sont des éléments de L2(E),
alors la matrice H = (〈fi, fj〉) est hermitienne semi-définie positive.
Elle est hermitienne définie positive si et seulement si les f1, . . . , fJ
sont linéairement indépendants.

Solution: Pour tout vecteur X = (x1, . . . , xJ) ∈ CI J , on a

〈HX,X〉 =
J∑
i=1

J∑
j=1

xjHijxi
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=
J∑
i=1

J∑
j=1

xj 〈fi, fj〉xi

=

〈
J∑
i=1

xifi,

J∑
j=1

xjfj

〉

=

∥∥∥∥∥
J∑
i=1

xifi

∥∥∥∥∥
2

.

De cette dernière égalité, il découle que H est hermitien semi-défini positif. De plus,
il est clair qu’un vecteur X ∈ CI J est tel que 〈HX,X〉 = 0 si et seulement si

J∑
i=1

xifi = 0.

Ainsi, H est h.d.p. si et seulement si les f1, . . . , fJ sont linéairement indépendants.
2

Exercice 4.9 Si f ∈ L2(]0, r[) pour un r > 0, on a

lim
x→0+

1√
x

∫ x

0
f(t)dt = 0.

Si f ∈ L2(]0,+∞[), on a

lim
x→+∞

1√
x

∫ x

0
f(t)dt = 0.

Solution: Remarquons d’abord que les intégrales ont un sens car le produit de
deux éléments de L2 est intégrable.

Cas 0+ — pour tout r > x > 0, l’inégalité de Schwarz procure la relation∣∣∣∣∫ x

0

f(t)dt
∣∣∣∣ ≤

√∫ x

0

|f |2 dt.
√
x

d’où la conclusion.
Cas +∞ — en appliquant la relation |a+ b|2 ≤ 2 |a|2 + 2 |b|2 (a, b ∈ CI ), on

obtient (pour tous x > 0 et N > 0)∣∣∣∣∫ x

0

f(t)dt
∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣
∫ N

0

f(t)dt+
∫ x

N

f(t)dt

∣∣∣∣∣
2

≤ 2

∣∣∣∣∣
∫ N

0

f(t)dt

∣∣∣∣∣
2

+ 2
∣∣∣∣∫ x

N

f(t)dt
∣∣∣∣2 .
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Vu l’inégalité de Schwarz (procéder comme en (a) ), on obtient∣∣∣∣∫ x

0

f(t)dt
∣∣∣∣2 ≤ 2N

∫ +∞

0

|f |2 dt+ 2x
∫ +∞

N

|f |2 dt,

donc aussi ∣∣∣∣ 1√
x

∫ x

0

f(t)dt
∣∣∣∣2 ≤ 2N

x
‖f‖2 + 2

∫ +∞

N

|f |2 dt.

Fixons à présent ε > 0. Il existe N = N(ε) > 0 tel que
∫ +∞
N
|f |2 dt ≤ ε/4. Dès lors,

pour tout x ≥ (4N/ε) ‖f‖2, on a∣∣∣∣ 1√
x

∫ x

0

f(t)dt
∣∣∣∣2 ≤ ε.

On peut alors conclure. 2

Exercice 4.10 [Théorème de F. Riesz] Si T : L2(Ω) → CI est une
fonctionnelle linéaire continue sur L2(Ω), alors il existe un et un seul
g ∈ L2(Ω) tel que T (f) = 〈f, g〉 pour tout f ∈ L2(Ω).

Solution: Le cas T = 0 étant évident, supposons que T 6= 0.
Posons H = ker T = {x : T (x) = 0} et soit f ∈ L2(Ω)\H. Posons

δ = inf
h∈H

(d(f, h)).

Soit hm une suite de H telle que

d(hm, f)→ δ.

On sait que

‖hm − f‖2 + ‖hn − f‖2 =
1
2

(‖hm + hn − 2f‖2 + ‖hm − hn‖2).

Ainsi

‖hm − hn‖2 = 2 ‖hm − f‖2 + 2 ‖hn − f‖2 − 4
∥∥∥∥hm + hn

2
− f

∥∥∥∥2

≤ 2 ‖hm − f‖2 + 2 ‖hn − f‖2 − 4δ2.

Donc hm est de Cauchy et converge vers h0 ∈ H tel que d(h0, f) = δ. Comme
∀t ∈ IR d(h0 + th, f) ≥ d(h0, f), si h ∈ H, il vient

∀t ∈ IR ∀h ∈ H t2 ‖h‖2 + 2t< 〈h, f − h0〉 ≥ 0.
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Il en résulte que ∀h ∈ H < 〈h, f − h0〉 = 0 et par conséquent que 〈h, f − h0〉 = 0.
Posons g = f − h0, il est clair que 〈h, g〉 = 0 ∀h ∈ H; il existe donc une constante
c ∈ CI telle que 〈h, g〉 = cT (h). On en déduit que T (h) = 〈h, g/c〉, d’où la conclusion.
2

Exercice 4.11 Si F est une fonction mesurable sur E telle que
fF appartienne à Lp(E) (p = 1, 2,∞) pour tout f appartenant à
Lq(E) (q = 1, 2,∞) avec ‖fF‖p ≤ C ‖f‖q, alors la fonction F est

un élément de Lr(E) et vérifie ‖F‖r ≤ C pour les valeurs de p, q, r
indiquées ci-dessous

f

fF L1(E) L2(E) L∞(E)

L1(E) ∞(a) 2(b) 1(d)

L2(E) ∞(c) 2(d)

L∞(E) ∞(d)

Solution:
a — f et fF ∈ L1(E).
On sait que E = ∪+∞

m=1 Em, avec Em intégrable pour tout m. Procédons alors
par l’absurde et supposons que F ne soit pas borné pp par C. Alors il existe M tel
que FχEM ne soit pas borné pp par C. Il existe ensuite ε > 0 tel que |F |χEM ≥ C+ε
dans un ensemble non négligeable inclus dans EM (pour s’en convaincre, il suffit de
procéder par l’absurde en se rappelant que toute union dénombrable d’ensembles
négligeables est négligeable). Posons f = χEM ; on obtient

‖fF‖1 ≥ (C + ε) mes(EM ).

Or on doit aussi avoir

‖fF‖1 ≤ C ‖f‖1 = C mes(EM ),

d’où une contradiction puisque mes(EM ) 6= 0.
b — Posons Fm = Fχ{x:|F (x)|<m,|x|<m}. Il est clair que Fm ∈ L2. Ainsi

FFm ∈ L1 et ∫
|FFm| dx ≤ C

√∫
|F |2 χ{x:|F (x)|<m,|x|<m}dx.
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Mais |FFm| = |F |2 χ{x:F (x)<m,|x|<m} donc∫
|F |2 χ{x:|F (x)|<m,|x|<m}dx ≤ C2.

La conclusion résulte alors du théorème de Levi.
c — Pour tout f ∈ L1(E), il est clair que

√
|f | ∈ L2(E). Ainsi

√
|f |F ∈ L2(E) et∥∥∥√|f |F∥∥∥

2
≤ C

∥∥∥√|f |∥∥∥
2
. Il en résulte que fF 2 ∈ L1(E) et que

∥∥fF 2
∥∥

1
≤ C2 ‖f‖1.

Tenant compte de a), on en déduit que F 2 ∈ L∞(E) et que
∥∥F 2

∥∥
∞ ≤ C2 d’où la

conclusion.
d — Comme χE ∈ L∞(E), il est clair que F = FχE ∈ L1,2,∞(E) et que

‖F‖1,2,∞ = ‖FχE‖1,2,∞ ≤ C ‖χE‖∞

d’où la conclusion. 2

Exercice 4.12 Si f(x, y) est mesurable et de classe L2 en x pour
presque tout y et si ‖f(·, y)‖L2 est L1 en y alors

a) f(x, y) est L1 en y pour presque tout x ;

b)
∫
f(x, y)dy est L2 en x ;

c) ‖
∫
f(·, y)dy‖L2 ≤

∫
‖f(·, y)‖L2 dy.

Solution: Comme f(x, y) et f(x, z) sont L2 en x pour presque tout y et presque
tout z, on a les majorations suivantes :∣∣∣∣∫ f(x, y)f(x, z)dx

∣∣∣∣ ≤ ‖f(·, y)‖L2 ‖f(·, z)‖L2∫
|f(x, y)| · |f(x, z)| dx ≤ ‖f(·, y)‖L2 ‖f(·, z)‖L2

Par le théorème de Tonelli, on en déduit que la fonctionf(x, y) f(x, z) est intégrable
en (x, y, z). Il en résulte que f(x, y) est intégrable en y pour presque tout x (Fubini).
De plus,∣∣∣∣∫ dy

∫
dz

∫
dxf(x, y).f(x, z)

∣∣∣∣ ≤ ∫ ‖f(·, y)‖L2 dy

∫
‖f(·, z)‖L2 dz

et par Fubini, on obtient∣∣∣∣∣
∫
dx

∫
f(x, y)dy

(∫
f(x, z)dz

)∣∣∣∣∣ ≤ (
∫
‖f(·, y)‖L2 dy)2.
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Cela montre que
∫
f(x, y)dy est L2 en x et que∥∥∥∥∫ f(·, y)dy

∥∥∥∥2

L2

≤ (
∫
‖f(·, y)‖L2 dy)2,

d’où la conclusion. 2

Exercice 4.13 Si K(x) est défini et positif sur [0,+∞[ et si∫ +∞

0

K(x)√
x
dx = C

alors

a)
∫+∞

0 K(xy)f(x)dx ∈ L2([0,+∞[) si f ∈ L2([0,+∞[);

b)
∥∥∥∫+∞

0 K(xy)f(x)dx
∥∥∥

L2
≤ C ‖f‖L2 .

Solution: Soit g une fonction de L2([0,+∞[). Montrons que K(xy)f(x)g(y) est
intégrable sur [0,+∞[× [0,+∞[. Pour cela, considérons le changement de variables{

u = x
v = xy

de jacobienne
∂(x, y)
∂(u, v)

=
(

1 0
−v/u2 1/u

)
.

Nous devrons donc étudier l’intégrabilité de

K(v)f(u)
g( vu )
u

sur ]0,+∞[× ]0,+∞[. Remarquons que∫ +∞

0

∣∣∣∣g( vu )
u

∣∣∣∣2 du =
1
v
‖g‖2L2

Ainsi, g( vu )/u est de classe L2 pour presque tout v ∈ [0,+∞[. Or f ∈ L2([0,+∞[)
donc il est clair que K(v) g(

v
u )

u f(u) est L1 en u pour presque tout v dans [0,+∞[.
De plus, ∫ +∞

0

K(v)
∣∣∣∣g( vu )
u

∣∣∣∣ |f(u)| du ≤ K(v)
1√
v
‖g‖L2 ‖f‖L2 .

L’hypothèse combinée au théorème de Tonelli montre alors que K(v) g(
v
u )

u f(u) est
intégrable sur [0,+∞[× [0,+∞[. De plus, on a montré que∣∣∣∣∫ +∞

0

dy

∫ +∞

0

dx K(xy)f(x)g(y)
∣∣∣∣ ≤ C ‖g‖L2 ‖f‖L2 .
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Le théorème de Fubini permet d’affirmer que

K(xy)f(x)g(y)

est intégrable en x sur [0,+∞[ pour presque tout y ∈ [0,+∞[ si g ∈ L2([0,+∞[); il
en est donc de même de

K(xy)f(x).

De plus, (∫ +∞

0

K(xy)f(x)dx
)
g(y) ∈ L1([0,+∞[)

si g ∈ L2([0,+∞[) et∫ +∞

0

∣∣∣∣(∫ +∞

0

K(xy)f(x)dx
)
g(y)

∣∣∣∣ dy ≤ C ‖f‖L2 ‖g‖L2 .

Il résulte alors de l’exercice (4.11) que∫ +∞

0

K(xy)f(x)dx ∈ L2([0,+∞[)

et que ∥∥∥∥∫ +∞

0

K(xy)f(x)dx
∥∥∥∥

L2

≤ C ‖f‖L2 .

2

Exercice 4.14 [Espace de Hölder] Soit E une partie mesurable de
IRn. Pour tout réel p ≥ 1, on définit l’espace de Hölder d’indice p par
la formule

Lp(E) = {f : f mesurable sur E, |f |p ∈ L1(E)}

et pour tout f ∈ Lp(E), on pose

‖f‖p = (
∫
E
|f |p dx)1/p.

On demande de montrer que

a) L’espace (Lp(E), ‖·‖p) est normé.

b) La fonction fg ∈ L1(E) si f ∈ Lp(E), g ∈ Lq(E) et si 1
p

+ 1
q

= 1.

De plus, on a l’inégalité de Hölder

|〈f, g〉| ≤ ‖f‖p ‖g‖q .
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c) S’il existe un réel p0 ≥ 1 tel que f ∈ Lp0(E)∩L∞(E), alors f ∈
Lp(E) pour tout p ≥ p0 et

‖f‖∞ = lim
p→+∞

‖f‖p .

d) Réciproquement, si f ∈ ∩p>p0 Lp(E) et s’il existe un réel l tel que

lim
p→+∞

‖f‖p = l

alors f ∈ L∞(E) et

‖f‖∞ = lim
p→+∞

‖f‖p .

Solution: Il est clair que cf ∈ Lp(E) si c ∈ CI , f ∈ Lp(E). Soient f, g des éléments
de Lp(E). Comme

(a+ b)p ≤ 2p(ap + bp)

si a, b ≥ 0, on voit que

|f + g|p ≤ (|f |+ |g|)p ≤ 2p(|f |p + |g|p)

et la majorante étant intégrable, on peut conclure que f + g ∈ Lp(E).
Supposons à présent que f ∈ Lp(E), que g ∈ Lq(E) et que 1

p + 1
q = 1. Comme

le logarithme est une fonction concave, on dispose de la majoration

ln(
1
p
a+

1
q
b) ≥ 1

p
ln a+

1
q

ln b

si a, b > 0. On en déduit que

ab ≤ 1
p
ap +

1
q
bq

si a, b ≥ 0. En appliquant cette relation à |f | et |g|, on voit que |fg| ∈ L1(E) et que∫
E

|fg| dx ≤ 1
p

∫
E

|f |p dx+
1
q

∫
E

|g|q dx.

Ainsi, si ‖f‖p = ‖g‖q = 1, on trouve que

|〈f, g〉| ≤ 1
p

+
1
q
≤ 1.
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Dans le cas général, si f 6= 0 et si g 6= 0, on a∣∣∣∣∣
〈

f

‖f‖p
,
g

‖g‖q

〉∣∣∣∣∣ ≤ 1

ce qui entrâıne l’inégalité de Hölder

|〈f, g〉| ≤ ‖f‖p ‖g‖q

et cette inégalité se maintient si f = 0 ou si g = 0.
Pour établir l’inégalité de Minkowsky, il suffit maintenant de supposer que f et

g sont dans Lp(E) et d’écrire∫
E

|f + g|p dx ≤
∫
E

|f | |f + g|p−1
dx+

∫
E

|g| |f + g|p−1
dx

puis d’utiliser l’inégalité de Hölder pour affirmer que

‖f + g‖pp ≤ ‖f‖p (
∫
|f + g|p dx)

p−1
p +

‖g‖p (
∫
|f + g|p dx)

p−1
p .

De cette relation, on tire aisément que

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p .

Passons maintenant au point c). Par hypothèse, ‖f‖∞ est fini et on a |f | ≤ ‖f‖∞
presque partout. Ainsi, si p ≥ p0

|f |p = |f |p−p0 |f |p0 ≤ ‖f‖p−p0∞ |f |p0 .

De cette relation, on tire que f ∈ Lp(E) et que

‖f‖p ≤ ‖f‖
1− p0p
∞ ‖f‖

p0
p
p0
.

Si l’on pose
Eε = {x : |f(x)| > ‖f‖∞ −

ε

2
}

on a, pour tout p > p0,

‖f‖pp ≥
∫
Eε

|f(x)|p dx ≥ (
∫
Eε

|f(x)|p0 dx)(‖f‖∞ −
ε

2
)p−p0 .

Ainsi,

(
∫
Eε

|f(x)|p0 dx)
1
p (‖f‖∞ −

ε

2
)1− p0p ≤ ‖f‖p ≤ ‖f‖

1− p0p
∞ ‖f‖

p0
p
p0
.
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Dans cette relation, la minorante tend vers ‖f‖∞ − ε/2 et la majorante vers ‖f‖∞
si p→ +∞, donc il existe pε > p0 tel que

‖f‖∞ − ε ≤ ‖f‖p ≤ ‖f‖∞ + ε

pour p > pε. D’où la conclusion.
Enfin, pour d), remarquons que

{x : |f(x)| > 1 + l} ⊂ ∪
p1>p0

Ep1

où on a posé
Ep1 = ∩

p>p1
{x : |x| ≤ p1, |f(x)| > 1 + ‖f‖p}.

Bien sûr, pour tout p > p1, on a

(1 + ‖f‖p)χEp1 ≤ |f | .

Il en résulte que
(1 + ‖f‖p)

p mes(Ep1) ≤ ‖f‖pp .

Donc, on a

mes(Ep1) ≤ (
‖f‖p

1 + ‖f‖p
)p

pour tout p > p1. En passant à la limite pour p→ +∞, on voit que mes(Ep1) = 0.
Il en résulte aussitôt que

{x : |f(x)| > 1 + l}

est négligeable et que |f(x)| ≤ 1 + l presque partout et on conclut par c). 2

Exercice 4.15 Montrer que les espaces Lp(E), (p ≥ 1) sont de Ba-
nach.

(Suggestion: Adapter la démonstration donnée au cours pour l’espace L2(E). )

Exercice 4.16 [Inégalité de Hölder généralisée] Etablir que si f1 ∈
Lk1(E), . . . , fp ∈ Lkp(E) et si 1

k1
+· · ·+ 1

kp
= 1 alors le produit f1 . . . fp ∈

L1(E) et ∣∣∣∣∫
E
f1 . . . fpdx

∣∣∣∣ ≤ ‖f1‖k1 . . . ‖fp‖kp
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Solution: Procédons par récurrence sur p, le cas p = 2 étant connu. Posons
q = 1/(1 − 1

k1
). Il est clair que |f2|q ∈ Lk2/q(E), . . . , |fp|q ∈ Lkp/q(E) comme

q
k2

+ · · · + q
kp

= 1, l’hypothèse de récurrence montre que |f2|q . . . |fp|q ∈ L1(E) et
que ∫

E

|f2|q . . . |fp|q dx ≤ ‖f2‖qk2 . . . ‖fp‖
q
kp
.

Il en résulte que f2 . . . fp ∈ Lq(E) et comme 1
q + 1

k1
= 1, on constate que

f1(f2 . . . fp) ∈ L1(E)

et que ∫
E

|f1| |f2 . . . fp| dx ≤ ‖f1‖k1 ‖f2 . . . fp‖q .

En rassemblant les résultats obtenus, il vient∫
E

|f1f2 . . . fp| dx ≤ ‖f‖k1 ‖f‖k2 . . . ‖fp‖kp

d’où la conclusion. 2

Exercice 4.17 Montrer que pour tout ε > 0, tout p ≥ 1 et tout
f ∈ Lp, il existe une fonction étagée α telle que

‖f − α‖p ≤ ε.

(Suggestion: Adapter l’argument donné au cours pour p = 1, 2. )

Exercice 4.18 Déduire de l’exercice précédent que pour tout p ≥ 1
et tout f ∈ Lp,

‖f(x+ h)− f(x)‖p → 0

si h→ 0.

(Suggestion: Adapter l’argument donné au cours pour p = 1, 2. )
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Chapitre 5

Produit de Convolution

Exercice 5.1 Soient E1 et E2 deux parties intégrables de IRn. Alors
la fonction

(χE1 ∗ χ̃E2)(x)

a) est définie sur IRn,

b) est intégrable et continue sur IRn,

c) vérifie (χE1 ∗ χ̃E2)(x) = mes[E1 ∩(E2 + x)] = mes[(E1 − x)∩E2],

d) vérifie
∫

IRn(χE1 ∗ χ̃E2)(x)dx = mesE1.mesE2.

(Suggestion: Utiliser la théorie du produit de composition en remarquant que la
fonction caractéristique d’un ensemble intégrable est un élément de L1 ∩L2 ∩L∞. )

Exercice 5.2 Soit f ∈ L2(]0,+∞[). Pour tout x ≥ 0, posons

h(x) =
∫ +∞

x
e−tf(t)dt

Alors

a) h est défini et continu sur [0,+∞[,

b) lim
x→+∞

exh(x) = 0.

79
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(Suggestion: Comme les fonctions fχ]0,+∞[(x) et exχ]−∞,0[(x) sont des éléments
de L2(IR), ces deux fonctions sont convolables et leur produit de convolution est
uniformément continu sur IR et tend vers 0 à l’infini. Calculons ce produit pour
x ≥ 0. On a

(fχ]0,+∞[ ∗ exχ]−∞,0[)(x) = exh(x).

Par conséquent, vu la continuité de la fonction e−x et vu les propriétés du produit
de convolution, on obtient la thèse. )

Exercice 5.3 Soient a et b des réels positifs tels que 0 < a < b. Si
l’on pose

f = e−axχ[0,+∞[, g = e−bxχ[0,+∞[,

montrer que

I =
∫ +∞

0

f ∗ g
x

dx =
ln(b/a)

b− a
.

Solution: Il est clair que f et g sont convolables et que l’on a

(f ∗ g)x =
e−ax − e−bx

b− a
χ[0,+∞[(x).

Il en résulte que (f ∗ g)/x est intégrable sur ]0,+∞[ et en remarquant que

1
x

=
∫ +∞

0

e−yxdy

il vient :

I =
∫ +∞

0

dx

∫ +∞

0

dy
e−(a+y)x − e−(b+y)x

b− a
.

Par Fubini, on obtient

I =
∫ +∞

0

dy

∫ +∞

0

dx
e−(a+y)x − e−(b+y)x

b− a
,

d’où l’on conclut que

(b− a)I =
∫ +∞

0

[
1

(a+y) −
1

(b+y)

]
dy

= [ln(a+ y)− ln(b+ y)]+∞0

= ln(b/a)

ce qui suffit. 2
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Exercice 5.4 Pour tout x ∈ IR, calculer et représenter graphique-
ment

g(x) = χ[0,1] ∗ χ[1,2] ∗ χ[2,3](x).

Solution: On a

g(x) := (χ[0,1] ∗ χ[1,2])(x) =

 x− 1 si 1 ≤ x ≤ 2
3− x si 2 ≤ x ≤ 3
0 sinon.

(5.1)

On a ensuite

(g ∗ χ[2,3])(x) =


(x− 3)2/2 si 3 ≤ x ≤ 4
−x2 + 9x− 39/2 si 4 ≤ x ≤ 5
(x− 6)2/2 si 5 ≤ x ≤ 6
0 sinon.

(5.2)

2

Exercice 5.5 a) Soient

f(x) = exχ[1,+∞[(x) et g(x) = xχ[−1,+∞[(x).

Montrer que la fonction f ∗ g est définie sur IR. Donner sa valeur en
tout point de IR.
b) Soit C = {(x, y) ∈ IR2 : |x| ≤ y}. Montrer que la fonction χC ∗ χC
est définie sur IR2. Donner sa valeur en tout point de IR2.

Solution: a) Pour tout x ∈ IR, on a

f(y)g(x− y) = eyχ[1,+∞[(y) (x− y)χ[−1,+∞[(x− y)
= ey(x− y)χ[1,+∞[∩]−∞,x+1](y)

=
{
ey(x− y)χ[1,x+1](y) si x ≥ 0
0 si x < 0.

Dès lors, la fonction (de y) f(y)g(x − y) est intégrable sur IR pour tout x ∈ IR et
on a (f ∗ g)(x) =

∫ x+1

1
ey(x− y) dy = −ex si x ≥ 0, 0 si x < 0.

b) On a (χC ∗χC)(x, y) = 0 si (x, y) 6∈ C et (χC ∗χC)(x, y) = (1/2)(y2−x2) sinon.

2



82 Chapitre 5.

Exercice 5.6 [Convolution et probabilités]
Rappelons qu’une variable aléatoire réelle x de densité de probabilité

f(x) est une variable dont la valeur est liée à l’issue d’un processus
aléatoire et pour laquelle la probabilité de trouver x dans [a, b] est
donnée par

P (x ∈ [a, b]) =
∫ b

a
f(x)dx.

Rappelons également que si deux variables aléatoires x et y de den-
sité respective f et g sont indépendantes, la probabilité de trouver (x, y)
dans une partie mesurable A de IR2 est donnée par

P ((x, y) ∈ A) =
∫
A
f(x)g(y)dxdy.

On demande de déduire de ces faits que si x et y sont des variables
aléatoires indépendantes de densité f et g alors x + y est une variable
aléatoire de densité f ∗ g.

Solution: Par hypothèse, f et g sont des fonctions intégrables et∫
f(x)dx =

∫
g(y)dy = 1.

De plus, on a évidemment

P (x+ y ∈ [a, b]) = P ((x, y) ∈ {(x, y) : x+ y ∈ [a, b]}).

Par conséquent,

P (x+ y ∈ [a, b]) =
∫
{(x,y):x+y∈[a,b]}

f(x)g(y)dxdy.

Si nous effectuons le changement de variables{
u = x+ y
v = x

dans cette intégrale, il vient

P (x+ y ∈ [a, b]) =
∫
{(u,v):u∈[a,b]}

f(v)g(u− v)dudv,

d’où la conclusion par Fubini. 2
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Exercice 5.7 [Densité d’une somme de variables gaussiennes]
La densité de probabilité d’une variable aléatoire gaussienne d’écart

type σ est donnée par

Gσ(x) =
1

σ
√

2π
e
−x2
2σ2 , σ > 0.

Vérifier que∫ +∞

−∞
Gσ(x)dx = 1

∫ +∞

−∞
xGσ(x)dx = 0 [Moyenne nulle]

∫ +∞

−∞
x2Gσ(x)dx = σ2 [Ecart type σ]

Etablir ensuite que

Gσ ∗Gτ = G√σ2+τ2 .

En déduire que la somme de deux variables gaussiennes indépendantes,
l’une d’écart type σ et l’autre d’écart type τ , est une variable gaussienne
d’écart type

√
σ2 + τ 2.

Solution: Rappelons d’abord que∫ +∞

−∞
e−ax

2
dx =

√
π

a
[Poisson]

∫ +∞

−∞
x2e−ax

2
dx =

1
2a

√
π

a
[Dérivation de Poisson]

Il résulte des formules précédentes que∫ +∞

−∞
Gσ(x)dx =

∫ +∞

−∞

1
σ
√

2π
e−

x2

2σ2 dx =
1

σ
√

2π

√
π
1

2σ2

= 1

∫ +∞

−∞
x2Gσ(x)dx =

∫ +∞

−∞

1
σ
√

2π
x2e−

x2

2σ2 dx =
1

σ
√

2π
1

2 1
2σ2

√
π
1

2σ2

= σ2.
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Comme xGσ est intégrable et impaire, son intégrale est nulle. Etablissons à présent
la formule de convolution. On a

(Gσ ∗Gτ )(x) =
∫ +∞

−∞

1
σ
√

2π
e−

(x−y)2

2σ2
1

τ
√

2π
e−

y2

2τ2 dy

=
1

2πτσ

∫ +∞

−∞
e−

x2

2σ2 + xy

σ2−
y2

2σ2−
y2

2τ2 dy

Transformons l’exposant de l’intégrand comme suit :

− x2

2σ2
+
xy

σ2
− y2

2σ2
− y2

2τ2

=
−τ2x2 + 2τ2xy − τ2y2 − σ2y2

2σ2τ2

=
−(
√
τ2 + σ2y − τ2

√
τ2+σ2x)2 + τ4

τ2+σ2x
2 − τ2x2

2σ2τ2

=
−x2

2(τ2 + σ2)
−

(
√
τ2 + σ2y − τ2

√
τ2+σ2x)2

2σ2τ2

On obtient donc la formule

(Gσ ∗Gτ )(x) =
e

−x2

2(τ2+σ2)

2πστ

∫ +∞

−∞
e
−

(
√
τ2 + σ2y − τ2

√
τ2+σ2x)2

2σ2τ2 dy.

Posons maintenant

t =
√
τ2 + σ2y − τ2

√
τ2 + σ2

x.

Il vient alors

(Gσ ∗Gτ )(x) =
e

−x2

2(τ2+σ2)

2πστ

∫ +∞

−∞
e
−t2

2σ2τ2
1√

τ2 + σ2
dt

=
e

−x2

2(τ2+σ2)

2πστ
1√

τ2 + σ2

√
π
1

2σ2τ2

=
e
− x2

2(τ2+σ2)

√
2π
√
τ2 + σ2

= G√τ2+σ2(x)

2



Produit de Convolution 85

Exercice 5.8 Soient a > 0 et f(x) = e−|x| (x ∈ IR), g(x) = e−ax
2

(x ∈
IR) et h(x) = xe−ax

2
(x ∈ IR). Calculer

f ∗ f g ∗ h h ∗ h.

Solution: La fonction f ∗ f est paire et on a (f ∗ f)(y) = ye−y + e−y si y ≥ 0.
Pour tout y ∈ IR, on a

(g ∗ h)(y) =
∫

IR

dx e−ax
2
(y − x)e−a(y−x)2

= − 1
2a
Dy(g ∗ g)(y)

=
√
π

2
√

2a
ye−ay

2/2

(g ∗ g)(y) =
√

π

2a
e−ay

2/2.

Pour tout y ∈ IR, on a

(h ∗ h)(y) = − 1
2a
Dy(g ∗ h)(y).

2

Exercice 5.9 Soit B = {x : |x| ≤ R} la boule de centre 0 et de rayon
R. Pour tout f ∈ L1

loc, définissons la moyenne radiale de f par

MRf(x) =
1

mes(B)

∫
|x−y|≤R

f(y)dy.

Montrer que

a) MRf est continu,

b) MRf ∈ L1 si f ∈ L1 et
∫
MRfdx =

∫
fdx,

c) MRf ∈ Cp(IRn) si f ∈ Cp(IRn) et DkMRf =MR(Dkf) si |k| ≤ p.

Solution: Il suffit de constater que

MRf(x) = f ∗ χB
mesB

et d’utiliser les résultats vus au cours (χB est dans Lpcomp). 2
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Exercice 5.10 Montrer que si la série

+∞∑
m=1

amz
m

converge absolument pour |z| ≤ a alors la fonction

+∞∑
m=1

am f ∗ . . . ∗ f︸ ︷︷ ︸
m

appartient à L1 si ‖f‖1 ≤ a.

(Suggestion: Utilier le critère de Cauchy pour les séries dans L1. )

Exercice 5.11 Soit l’échelon de Heaviside

Y (x) = χ]0,+∞[.

Si f, g sont localement intégrables dans [0,+∞[ alors fY, gY sont com-
posables et on a

fY ∗ gY (x) =


0 pour tout x < 0∫ x

0 f(t)g(x− t) dt pour presque tout x > 0
(∀x > 0 si f ou g est continu)

.

Solution: Pour tout x ∈ IR, on a

f(t)Y (t)g(x− t)Y (x− t) = f(t)g(x− t)χ[0,+∞[∩]−∞,x](t)

=
{

0 si x < 0
f(t)g(x− t)χ[0,x](t) si x ≥ 0. .

Dès lors, pour tout a > 0 et tout x ∈ [0, a], on obtient

f(t)Y (t)g(x− t)Y (x− t) = (fχ[0,a])(t)(gχ[0,a])(x− t). (5.3)

Comme fχ[0,a] et gχ[0,a] sont intégrables, le cas L1 ∗ L1 permet de dire que pour
presque tout x ∈ [0, a], la fonction (de t) f(t)Y (t)g(x− t)Y (x− t) est intégrable. Si
en outre f ou g est continu, (5.3) montre que, pour tout x ∈ [0, a], f(t)Y (t)g(x −
t)Y (x − t) est le produit d’une fonction bornée par une fonction intégrable, donc
est intégrable. D’où la conclusion. 2
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Exercice 5.12 Soit l’échelon de Heaviside Y (x) = χ]0,+∞[; posons

Y
(m)
λ (x) =

eλxxm−1

Γ(m)
Y (x)

pour tout m ∈ IN0 et tout λ ∈ CI . On demande de montrer que

Y
(m+n)
λ = Y

(m)
λ ∗ Y (n)

λ .

Solution: Pour tout x ≥ 0, on a

(Y (m)
λ ∗ Y (n)

λ )x =
∫ x

0

eλ(x−y)(x− y)m−1

Γ(m)
eλyyn−1

Γ(n)
dy

=
eλx

Γ(m)Γ(n)

∫ x

0

(x− y)m−1yn−1dy.

Posons y = xt, il vient

(Y (m)
λ ∗ Y (n)

λ )x =
eλxxm+n−1

Γ(m)Γ(n)

∫ 1

0

(1− t)m−1tn−1dt

=
B(m,n)

Γ(m)Γ(n)
eλxxm+n−1

=
eλxxm+n−1

Γ(m+ n)

d’où la conclusion. 2

Exercice 5.13 Montrer que si k ∈ L1(IR) et si ‖k‖1 < 1 alors l’opé-
rateur

I − k∗ : L1(IR)→ L1(IR)

est continu et admet un inverse continu de la forme

I + h∗ : L1(IR)→ L1(IR)

avec h ∈ L1(IR) et ‖h‖1 ≤
‖k‖1

1−‖k‖1
.

Solution: La théorie du produit de convolution montre que

‖k ∗ f‖1 ≤ ‖k‖1 ‖f‖1
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pour tout f ∈ L1(IR). Par conséquent, l’opérateur

I − k∗ : f ; f − k ∗ f

est continu. De plus, si l’on pose

k∗n = k ∗ . . . ∗ k︸ ︷︷ ︸
n

,

on voit que
‖k∗n‖1 ≤ ‖k‖

n
1

d’où l’on tire la convergence dans L1 de la série

+∞∑
n=1

k∗n.

Notons h la somme de cette série. Il est clair que

‖h‖1 ≤
+∞∑
n=1

‖k‖n1 =
‖k‖1

1− ‖k‖1

et que
k ∗ h+ k = h.

On déduit de cette relation que

(I − k∗) ◦ (I + h∗) = I + h ∗ −k ∗ −(k ∗ h)∗ = I

et que
(I + h∗) ◦ (I − k∗) = I − k ∗+h ∗ −(h ∗ k)∗ = I.

D’où la conclusion. 2

Exercice 5.14 [Equation de Volterra de deuxième espèce]
Notons L+ l’espace des fonctions localement intégrables à support

dans [0,+∞[. Montrer que deux éléments f et g de L+ sont convolables
et que

(f ∗ g)x =
∫ x

0
f(x− t)g(t)dt.

Généraliser à L+ l’exercice précédent en montrant que si k ∈ L+ alors
l’opérateur

I − k∗ : L+ → L+
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admet un inverse de la forme

I + h∗ : L+ → L+

où h ∈ L+.

Solution: Soit ε un réel positif tel que∫ ε

0

|k(x)| dx < 1.

Si f est nul sous a (i.e. Supp(f) ⊂ [a,+∞[) alors k ∗ f est nul sous a et pour tout
x ∈ [a, a+ 2], on a

(k ∗ f)x =
∫
k(x− t)f(t)dt =

∫ x

a

k(x− t)f(t)dt

= (kχ[0,ε] ∗ fχ[0,ε])x.

Posons kε = kχ[0,ε]. L’exercice précédent montre que l’opérateur

I − kε∗ : L1 → L1

admet un inverse de la forme

I + hε∗ : L1 → L1

avec hε ∈ L1 ∩L+.
Fixons à présent g ∈ L+ et montrons par récurrence sur m que l’on peut con-

struire une suite fm de L+ telle que

• fm+1 = fm sur [0,mε]

• fm − k ∗ fm = g sur [0,mε]

Comme f0 = 0 convient, supposons disposer de f1, . . . , fm et construisons fm+1.
Posons

gm = g − fm + k ∗ fm
et

∆m = gmχ[mε,mε+ε] + hε ∗ gmχ[mε,m2+2].

Il est clair que gm et ∆m sont nuls sous mε et que

∆m − kε ∗∆m = gmχ[mε,mε+ε].

De cette relation, on tire que ∆m − kε ∗ ∆m − gm est nul sous (m + 1)ε. Tenant
compte de la définition de gm, on voit que

∆m − k ∗∆m + fm − k ∗ fm − g
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est nul sous (m + 1)ε. On peut donc poser fm+1 = fm + ∆m. Si l’on note f la
fonction de L+ qui cöıncide avec fm sur [0,mε] pour tout m, il est clair que l’on a

f − k ∗ f = g.

Ainsi, l’équation f − k ∗ f = g a une solution dans L+ pour tout g ∈ L+. Notons h
la solution de l’équation

h− k ∗ h = k.

Il est clair que

(I + h∗) ◦ (I − k∗) = I − k ∗+h ∗ −h ∗ k∗ = I

(I − k∗) ◦ (I + h∗) = I + h ∗ −k ∗ −k ∗ h∗ = I

d’où la conclusion.
L’équation étudiée ci-dessus mise sous la forme

f(x)−
∫ x

0

k(x− t)f(t)dt = g(x)

est un des cas les plus importants de l’équation de Volterra de seconde espèce dont
la forme classique est donnée par

f(x)−
∫ x

0

k(x, t)f(t)dt = g(x)

où le noyau k(x, t) est généralement supposé continu. 2

Exercice 5.15 Résoudre l’équation de Volterra suivante

u(x)−
∫ x

0
e2(y−x)u(y)dy = e−x

pour x > 0. Montrer que la solution est intégrable sur [0,+∞[.

Solution: Posons
k(x) = e−2xY (x).

L’équation s’écrit
uY − k ∗ uY = e−xY.

Or k ∈ L1(IR) et

‖k‖1 =
∫ +∞

0

e−2xdx =
1
2
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donc la solution u est donnée par

uY = e−xY +
+∞∑
m=1

k∗(m) ∗ e−xY.

Or

k∗(m) = Y
∗(m)
−2 = Y

(m)
−2 =

e−2xxm−1

Γ(m)
Y (x)

donc
+∞∑
m=1

k∗(n) = e−2x
+∞∑
m=0

xm

m!
= e−x.

La solution est donc donnée par

uY = e−xY + Y
(1)
−1 ∗ Y

(1)
−1 = (1 + x)e−x.

2

Exercice 5.16 Soit b une fonction définie sur IRn, positive et bornée
sur IRn. Si

lim
x,y→∞;|x−y|→0

|b(x)− b(y)| = 0

(ce qui est le cas si limx→∞ b(x) existe et est finie) et si

lim
x→∞

(f ∗ b)(x) = 0

pour toute fonction f ∈ L1(IRn) alors

lim
x→∞

b(x) = 0.

Solution: Procédons par l’absurde. Si b ne converge pas vers 0 à l’infini, il existe
ε > 0 et une suite xm (m ∈ IN) de points de IRn tels que |xm| ≥ m et b(xm) ≥ 2ε
pour tout m.

Cela étant, comme lim |b(x)− b(y)| = 0 si x, y → ∞; |x− y| → 0, il existe
M ∈ IN et R ∈ ]0, 1[ tels que

(|x| , |y| ≥M et |x− y| ≤ R)⇒ |b(x)− b(y)| ≤ ε.

Dès lors, pour tout m ≥M + 1, on a |xm| ≥M + 1 et il s’ensuit que

y ∈ b(xm, R)⇒ |b(xm)− b(y)| ≤ ε.
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On obtient donc aussi

y ∈ b(xm, R)⇒ b(y) ≥ b(xm)− |b(xm)− b(y)| ≥ ε.

Soit alors ρ ∈ L1(Rn) tel que Supp(ρ) = b(0, R), ρ ≥ 0 et
∫
ρdx = 1. D’une part,

pour tout m ∈ IN, on a

(ρ ∗ b)(xm) =
∫

IRn
ρ(xm − y)b(y)dy =

∫
b(xm,R)

ρ(xm − y)b(y)dy ≥ ε.

Mais, d’autre part, comme la suite xm converge vers l’infini, on doit avoir

lim
m→+∞

(ρ ∗ b)(xm) = 0

(hypothèse). D’où une contradiction. 2

Exercice 5.17 Soit Ω un ouvert non vide de IRn et soit f ∈ L1
loc(Ω).

Alors f = 0 pp dans Ω si et seulement si
∫

Ω dx f(x)ϕ(x) = 0 pour tout
ϕ ∈ D(Ω).

Solution: Bien sûr, si f = 0 pp sur Ω, on a
∫

Ω
dx f(x)ϕ(x) = 0 pour tout ϕ ∈ D(Ω).

Démontrons la réciproque. Il suffit de montrer que pour tout compact K de Ω,
f est nul pp sur K.

Soit ρε une unité universelle approchée de composition. Pour tout compact K ′

de Ω, on a donc

(fχK′) ∗ ρε → fχK′ dans L1. (5.4)

Prenons K ′ = Kr, avec Kr = {u ∈ IRn : d(u,K) ≤ r} ⊂ Ω et ε ≤ r. On a alors

((fχK′) ∗ ρε)(x) =
∫

IRn
dy f(y)χK′(y)ρε(x− y)

=
∫
K′
dy f(y)ρε(x− y)

=
∫

Ω

dy f(y)ρε(x− y)

pour tout x ∈ K car Supp(ρε(x − .)) ⊂ {y ∈ IRn : |x − y| ≤ ε} ⊂ Kr ⊂ Ω. Vu
l’hypothèse, on obtient que ((fχK′) ∗ ρε)(x) = 0 pour tout x ∈ K et pour tout
ε ≤ r. De ceci et de (5.4), on tire que f = 0 pp sur K. 2
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Exercice 5.18 On dit qu’une fonction f ∈ L1
loc(IR) est dérivable dans

L1
loc(IR) si il existe g ∈ L1

loc(IR) tel que∫
f(−Dϕ)dx =

∫
gϕdx

pour tous les ϕ ∈ D(IR). Dans ces conditions, montrer que

a) La fonction g de la définition ci-dessus est unique pp. On la notera
Df .

b) D(
∑n
i=1 cifi) =

∑n
i=1 ciDfi.

c) Df = 0⇔ f est constant.

d) f est égal pp à c+
∫ t

0 Dτfdτ qui est une fonction continue.

e) Si f est continue et dérivable dans L1
loc(IR),

f(b) = f(a) +
∫ b

a
Dτfdτ.

f) Au sein de L1
loc(IR), on a

Df =lim
h→0
h6=0

f(·+ h)− f(·)
h

.

g) Réciproquement, montrer que si

lim
h→0
h6=0

f(x+ h)− f(x)

h

existe dans L1
loc alors f est dérivable dans L1

loc(IR).

Solution: a) Si g1 et g2 sont toutes deux telles que∫
f(−Dϕ)dx =

∫
g1ϕdx =

∫
g2ϕdx, ∀ϕ ∈ D(IR)

il est clair que ∫
(g1 − g2)ϕdx = 0
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pour tout ϕ ∈ D(IR). De là, on tire que g1−g2 = 0 pp par un théorème d’annulation
bien connu.

b) On a successivement :∫
(
n∑
i=1

cifi)(−Dϕ)dx =
n∑
i=1

ci

∫
fi(−Dϕ)dx

=
n∑
i=1

ci

∫
Dfiϕdx

=
∫

(
n∑
i=1

ciDfi)ϕdx

pour tout ϕ ∈ D(IR).
c) Soit ϕ une fonction de D(IR). Il est clair que

∫ t
−∞ ϕ(τ)dτ est dans D(IR) si et

seulement si
∫ +∞
−∞ ϕ(τ)dτ = 0. Cela étant, soit ρ ∈ D(IR) tel que

∫ +∞
−∞ ρ(x)dx = 1.

Pour tout ϕ ∈ D(IR), posons

ψ = ϕ− ρ
∫ +∞

−∞
ϕ(τ)dτ.

Un calcul rapide montre que
∫ +∞
−∞ ψ(τ)dτ = 0. Il existe donc ψ1 ∈ D(IR) tel que

ψ = Dψ1. On en déduit que∫
f(−Dψ1)dx =

∫
(Df)ψ1dx = 0.

Ainsi, ∫ +∞

−∞
f(t)(ϕ(t)− ρ

[∫ +∞

−∞
ϕ(τ)dτ

]
)dt = 0

si ϕ ∈ D(IR).
Posons c =

∫
f(t)ρ(t)dt. Il vient∫

f(t)ϕ(t)dt =
∫
cϕ(t)dt.

Ainsi f = c pp comme annoncé.
d) Soit ϕ ∈ D(IR), on a successivement∫ +∞

−∞
(
∫ t

0

Dτfdτ)(−Dtϕ)dt

= −
∫ +∞

−∞
dt

∫ t

0

dτ(DτfDtϕ)
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= −
∫ +∞

0

dt

∫ t

0

dτDτfDtϕ+
∫ 0

−∞
dt

∫ 0

t

dτDτfDtϕ

= −
∫ +∞

0

dτ

∫ +∞

τ

dtDτfDtϕ+
∫ 0

−∞
dτ

∫ τ

−∞
dtDτfDtϕ

=
∫ +∞

0

ϕ(τ)Dτfdτ +
∫ 0

−∞
ϕ(τ)Dτfdτ

=
∫ +∞

−∞
ϕ(τ)Dτfdτ.

Il en résulte que
∫ t

0
Dτfdτ est dérivable dans L1

loc(IR) et que

Dt(
∫ t

0

Dτfdτ) = Dtf

d’où la conclusion par c).
e) Vu d), on sait que

f(t) =
∫ t

0

Dτfdτ + c

ainsi

f(b)− f(a) =
∫ b

0

Dτfdτ −
∫ a

0

Dτfdτ =
∫ b

a

Dτfdτ.

f) Pour h > 0, on a successivement :

I =
∫ b

a

∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)
h

−Df(x)
∣∣∣∣ dx

=
∫ b

a

∣∣∣∣∣
∫ x+h

x
Df(τ)dτ
h

−Df(x)

∣∣∣∣∣ dx
=

1
h

∫ b

a

∣∣∣∣∣
∫ h

0

Df(x+ τ)dτ −
∫ h

0

Df(x)dτ

∣∣∣∣∣ dx
≤ 1

h

∫ b

a

(
∫ h

0

|Df(x+ τ)−Df(x)| dτ)dx

≤ 1
h

∫ h

0

dτ

∫ b

a

|Df(x+ τ)−Df(x)| dx.

Supposons h < 1. Il vient

I ≤ 1
h

∫ h

0

dτ

∫ +∞

−∞

∣∣Dfχ[a,b+1](x+ τ)−Dfχ[a,b+1](x)
∣∣ dx

≤ 1
h

∫ h

0

∥∥Dfχ[a,b+1](·+ τ)−Dfχ[a,b](·)
∥∥

L1(IR)
dτ.
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Pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que
∥∥Dfχ[a,b+1](·+ τ)−Dfχ[a,b](·)

∥∥
L1(IRn)

≤ ε
si |τ | < η. Donc pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que

I ≤ 1
h

∫ h

0

εdτ ≤ ε

si |h| < η, ce qui suffit pour conclure.
g) Si

Df = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

dans L1
loc(IR), il est clair que∫

Dfϕdx = lim
h→0

∫
f(x+ h)− f(x)

h
ϕ(x)dx.

Or ∫
f(x+ h)− f(x)

h
ϕ(x)dx =

1
h

[∫
f(x+ h)ϕ(x)dx−

∫
f(x)ϕ(x)dx

]
=

1
h

[∫
f(y)ϕ̃(h− y)dy −

∫
f(y)ϕ̃(−y) dy

]
=

1
h

[f ∗ ϕ̃(h)− f ∗ ϕ̃(0)]

= (f ∗Dϕ̃)0 =
∫
f(x)(−Dϕ(x))dx

2

Exercice 5.19 [Formule de Leibnitz dans L1
loc] Montrer que si f et

g sont dérivables dans L1
loc(]a, b[), alors fg ∈ L1

loc(]a, b[), y est dérivable
et on a

D(fg) = Dfg + fDg.

En tirer une formule d’intégration par parties si a et b sont finis.

Solution: La propriété étant locale, on peut supposer a et b finis. On peut
également supposer f et g continus et tels que f(a) = g(a) = 0 car si la pro-
priété est exacte pour f et g, elle l’est aussi pour f + c et g + d avec c, d ∈ CI . Cela
étant, on a, vu l’exercice précédent,

f(t) =
∫ t

a

Dτf dτ , g(t) =
∫ t

a

Dθgdθ.
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On en déduit de suite que pour tout ϕ ∈ D(]a, b[), on a

I =
∫ b

a

f(t)g(t)(−Dtϕ)dt =
∫ b

a

−Dtϕdt

∫ t

a

Dτfdτ

∫ t

a

Dθgdθ.

En permutant l’ordre d’intégration, on obtient

I =
∫ b
a
dτDτf

∫ b
a
dθDθg

∫ b
sup(θ,τ)

(−Dtϕ)dt

=
∫ b
a
dτDτf

∫ b
a
dθϕ(sup(θ, τ))Dθg

=
∫ b
a
dτDτf

∫ τ
a
dθϕ(τ)Dθg +

∫ b
a
dτDτf

∫ b
τ
dθϕ(θ)Dθg.

Un changement de l’ordre d’intégration dans le dernier terme conduit enfin à

I =
∫ b

a

g(τ)ϕ(τ)Dτfdτ +
∫ b

a

dθϕ(θ)Dθg

∫ θ

a

dτDτf

=
∫ b

a

(Dτfg + fDτg)ϕ(τ)dτ.

D’où la conclusion. 2

Exercice 5.20 Montrer que

a) Si f, g ∈ L1
loc([0,+∞[) alors fY et gY sont convolables et fY ∗gY ∈

L1
loc([0,+∞[) et s’annule sur ]−∞, 0].

b) Si, de plus, f admet une dérivée dans L1
loc(]0,+∞[) alors fY ∗ gY

admet une dérivée dans L1
loc(IR) et

D(fY ∗ gY ) = DfY ∗ gY + f(0)gY.

En déduire que si f ∈ L1
loc(IR), D(Y ∗fY ) = fY et que si f admet

en outre une dérivée L1
loc(IR) alors

Y ∗DfY = (f − f(0))Y.

Solution: a) est évident car si x < a

(fY ∗ gY )x =
∫ x

0

f(x− t)g(t)dt = (fχ[0,a] ∗ gχ[0,a])x.
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b) Etablissons d’abord que pour tout ϕ ∈ D(IR), on a

fY ∗Dϕ = DfY ∗ ϕ+ f(0)ϕ.

Pour cela, remarquons que

(fY ∗Dϕ)x =
∫ +∞

0

f(t)(−Dtϕ(x− t))dt

=
∫ +∞

0

[−Dt(f(t)ϕ(x− t)) +Dtfϕ(x− t)] dt

= f(t)ϕ(x− t)|t=0 +DfY ∗ ϕ.

Dans le cas général, on a∫
(fY ∗ gY )x(−Dxϕ)dx = ((fY ∗ gY ) ∗Dϕ̃)0

= ((fY ∗Dϕ̃) ∗ gY )0

= (DfY ∗ gY ∗ ϕ̃)0 + f(0)(gY ∗ ϕ̃)0

=
∫

(DfY ∗ gY )xϕ(x)dx+
∫
f(0)(gY )xϕ(x)dx.

D’où la conclusion. 2

Exercice 5.21 Démontrer les assertions suivantes.

a) Si f ∈ C0([0,+∞[) et si g ∈ L1
loc([0,+∞[)), alors fY ∗ gY ∈

C0([0,+∞[).

b) Si f ∈ C1(IR) et si g ∈ C0([0,+∞[), alors fY ∗ gY ∈ C1([0,+∞[)
et

D(fY ∗ gY ) = (Df)Y ∗ gY + f(0)gY.

Solution: On a

(fY ∗ gY )x =
∫
fY (x− y)gY (y)dy =

∫ x

0

f(x− y)g(y)dy.

Le produit fY ∗ gY est donc bien défini et continu pour tout x ∈ [0,+∞[. Con-
sidérons l’application

ϕ : (x1, x2)
x1>0 x2>0

7→
∫ x2

0

f(x1 − y)g(y)dy.
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Comme f(x1 − y)g(y) est continu en y sur [0,+∞[, il est clair que ϕ est dérivable
en x2 et que Dx2ϕ = f(x1 − x2)g(x2). Par le théorème de dérivation des intégrales
paramétriques, on montre que ϕ est dérivable en x1 et que

Dx1ϕ =
∫ x2

0

Df(x1 − y)g(y)dy.

Comme Dx1ϕ et Dx2ϕ sont continus, ϕ est continûment dérivable et il en est de
même de ϕ(x, x). De plus,

Dϕ(x, x) = Dx1ϕ|(x,x) +Dx2ϕ|(x,x)

=
∫ x

0

Df(x− y)g(y)dy + f(0)g(x).

D’où la conclusion. 2

Exercice 5.22 [Réponse impulsive des équations différentielles à co-
efficients constants] Considérons l’opérateur de dérivation à coefficients
constants L(D) donné par

L(D) =
p∑

k=0

akD
k, ap 6= 0

et construisons la solution A de L(D)A = 0 telle que A(0) =
0, . . . , Dp−2A(0) = 0, Dp−1A(0) = 1/ap. On demande de montrer que :

a) La solution sur ]0,+∞[ du problème

L(D)u = f

u(0) = 0, . . . , Dp−1u(0) = 0

où f ∈ C0([0,+∞[) est donnée par

u = AY ∗ fY

et est de classe Cp.

b) La solution la plus générale du problème homogène

L(D)u = 0
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est donnée par
p−1∑
k=0

ckD
kA

les ck étant des constantes arbitraires déterminées univoquement
par les conditions initiales.

c) Si, pour tout m ∈ IN, fm est une fonction positive, continue et
intégrable sur [0,+∞[ telle que∫

fm(x)dx = 1

et que

lim
m→+∞

∫
x>R

fm(x)dx = 0 ∀R > 0

alors la solution um du problème

L(D)um = fm

um(0), . . . , Dp−1um(0) = 0

converge dans C0([0,+∞[) vers AY . (Ce qui montre que AY est
la réponse impulsive au sens de la physique.)

d) Les coefficients (ak)
p
k=0 de L(D) sont déterminés par les nombres

Dp−1A(0), . . . , D2p−1A(0). (On retrouve donc le modèle à partir
de sa réponse impulsive.)

Solution:
a) Vu l’exercice précédent, on a

u = AY ∗ fY
Du = DAY ∗ fY +A(0)fY = DAY ∗ fY
Dp−1u = Dp−1AY ∗ fY +Dp−2A(0)fY

= Dp−1AY ∗ fY
Dpu = DpAY ∗ fY + 1

ap
fY

ainsi u ∈ Cp([0,+∞[) et  L(D)u = fY sur [0,+∞[.
De plus, u(0) = 0, . . . , Dp−1u(0) = 0 ce qui permet de conclure.
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b) Il est clair que

L(D)(
p−1∑
k=0

CkD
kA) = 0.

Calculons les conditions initiales correspondant à cette solution

u =
p−1∑
k=0

CkD
kA.

Il vient 
u(0)
Du(0)

...
Dp−1u(0)

 =


A(0) · · · Dp−1A(0)
DA(0) · · · DpA(0)

...
. . .

...
Dp−1A(0) · · · D2p−2A(0)


︸ ︷︷ ︸

M


C0

C1

...
Cp−1

 .

Comme la matrice M est triangulaire inférieure et a tous ses éléments contre-
diagonaux égaux à 1/ap, elle est non singulière. Il existe donc une correspondance
biunivoque entre les constantes (C0, . . . , Cp−1) et les conditions initiales; ainsi toute
solution de L(D)u = 0 s’écrit de manière unique sous la forme

∑p−1
k=0 CkD

kA.
c) La suite fm vérifie les conditions imposées à une unité approchée de convolu-

tion (Cours page II.26). Comme AY est uniformément continue sur tout compact
K de [0,+∞[, on a AY ∗ fm ⇒

K
AY , ce qui permet de conclure.

d) Comme
∑p−1
k=0 akD

kA+ apD
pA = 0, il est clair vu ce qui précède que l’on a


−apDpA(0)
−apDp+1A(0)

...
−apD2p−1A(0)

 = M


a0

a1

...
ap−1


et la conclusion vient alors de ce que Dp−1A(0) = 1/ap. 2

Exercice 5.23 Utiliser la méthode vue à l’exercice précédent pour
étudier le circuit
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dont l’équation est{
LDti+Ri+ 1

C

∫ t
0 i(τ)dτ = f(t) sur ]0,+∞[

i(0) = 0

en considérant des f ∈ C1([0,+∞[).

Solution: Considérons le problème équivalent LD2
t i+RDti+ 1

C i = Dtf sur ([0,+∞[)
i(0) = 0
LDti(0) = f(0)

.

Résolvons d’abord  LD2
tA+RDtA+ 1

CA = 0
A(0) = 0
DtA(0) = 1

L

.

Le polynôme caractéristique L(z) = Lz2+Rz+ 1
C a pour discriminant ∆ = R2−4LC .

Trois cas sont à considérer.
1) Cas ∆ < 0 —
Les zéros sont

−R− i
√

4L
C −R2

2L
et
−R+ i

√
4L
C −R2

2L
.

Posons
a =

R

2L
et

ω =

√
1
LC
− R2

4L2
.

Il vient
A(t) = e−at (C1 cosωt+ C2 sinωt).
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Comme A(0) = 0, on a C1 = 0. Ainsi DA = e−at(C2ω cosωt− aC2 sinωt).
De la relation DA(0) = 1

L , on tire C2 = 1
ωL , ainsi A(t) = 1

ωLe
−at sinωt. Main-

tenant, nous savons que

iY = AY ∗DfY + c0AY + c1DAY.

Donc
i(0) = c0A(0) + c1DA(0) = c1

1
L

et
Di(0) = c0DA(0) + c1D

2A(0) = c0
1
L

+ c1
−R
L2

.

Ainsi, c1 = 0 et c0 = f(0). La solution cherchée s’écrit donc

iY = AY ∗DfY + f(0)AY = D(AY ∗ fY ) sur ]0,+∞[ .

Finalement, on obtient
iY = (DA)Y ∗ fY.

Or

DA =
1
ωL

[
−ae−at sinωt+ e−atω cosωt

]
=

e−at

ωL
[−a sinωt+ ω cosωt].

On a

a2 + ω2 =
R2

4L2
+

1
LC
− R2

4L2
=

1
LC

donc il existe ϕ ∈
]
0, π2

[
tel que

a =
1√
LC

cosϕ ω =
1√
LC

sinϕ.

Il vient

DA =
e−at

ωL

1√
LC

(cosωt sinϕ− sinωt cosϕ)

=
e−at

L sinϕ
sin(ϕ− ωt).

2) Cas ∆ = 0 —
Le zéro double est −R2L = −a. On a de plus

A(t) = e−at (C1t+ C2).
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Comme A(0) = 0, il vient C2 = 0. Et comme DA = e−at(C1 − a(C1t + C2)), on a
C1 = 1

L . Ainsi

A(t) =
t

L
e−at.

En procédant comme dans le cas ci-dessus, on voit que

iY = DAY ∗ fY

avec
DA =

t

L
(−a)e−at +

1
L
e−at =

1− at
L

e−at.

3) Cas ∆ > 0 —Les zéros sont

−R−
√
R2 − 4L

C

2L
et

−R+
√
R2 − 4L

C

2L
.

Posons a = R
2L et ω =

√
R2− 4L

C

2L . La solution A(t) cherchée s’écrit

A(t) = (C1shωt+ C2chωt)e−at.

De A(0) = 0, on déduit que C2 = 0. On a

DA(t) = C1ωchωte−at + C1shωt(−a)e−at.

Ainsi DA(0) = C1ω = 1
L , il en résulte que

A(t) =
1
ωL

shωte−at.

Comme ci-dessus, on montre que

iY = DAY ∗ fY

et

DA =
1
ωL

ωchωte−at +
1
ωL

shωt(−a)e−at

=
1
ωL

e−at(ωchωt− ashωt).

Ainsi, si nous posons

a =
1√
LC

chϕ ω =
1√
LC

shϕ,

il vient

DA =
1
ωL

e−at
1√
LC

sh(ϕ− ωt) =
e−at

Lshϕ
sh(ϕ− ωt).

Remarquons que comme ω < a, limt→+∞DA(t) = 0.
Donnons à présent une représentation graphique des trois types de réponses

impulsives :
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Amortissement fort Amortissement faible

Amortissement critique

On peut remarquer que bien que la forme analytique des réponses change bru-
talement pour ∆ < 0,∆ = 0 et ∆ > 0, le graphique, lui, présente une évolution
beaucoup plus continue. 2

Exercice 5.24 [Inégalités de Young]
Si f ∈ Lp, si g ∈ Lq et s’il existe r ≥ 1 tel que

1

p
+

1

q
= 1 +

1

r
,

alors

a) f ∗ g est défini pp,

b) f ∗ g ∈ Lr,

c) ‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q.

Solution: Il suffit de constater que

|f(x− y)g(y)| = (|f(x− y)|p |g(y)|q)1/r(|f(x− y)|p)1/p−1/r(|g(y)|q)1/q−1/r

puis d’appliquer la généralisation de l’inégalité de Hölder établie en (4.14) aux trois
facteurs du second membre. Cela montre que |f(x− y)g(y)| est intégrable en y
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pour presque tout x et que

|(f ∗ g)x| ≤ (|f |p ∗ |g|q)1/r
x ‖ |f |p‖1/p−1/r

1 ‖ |g|q‖1/q−1/r
1 .

On en tire que
|(f ∗ g)|r ≤ |f |p ∗ |g|q ‖f‖r−pp ‖g‖r−qq .

Ainsi f ∗ g ∈ Lr et

‖f ∗ g‖rr ≤ ‖f‖
p
p ‖g‖

q
q ‖f‖

r−p
p ‖g‖r−qq ,

d’où la conclusion. 2

Exercice 5.25 Compléter l’exercice précédent en montrant que si
f ∈ Lp, si g ∈ Lq et si

1

p
+

1

q
= 1

alors

a) f ∗ g est défini partout,

b) f ∗ g est uniformément continu,

c) ‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖p ‖g‖q.

Solution: L’inégalité de Hölder montre que f(x − y)g(y) est intégrable pour tout
x et que ∣∣∣∣∫ f(x− y)g(y)dy

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖p ‖g‖q .
On en déduit que f ∗ g est défini partout et que

‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

De plus, il est clair que

(f ∗ g)x+h − (f ∗ g)x =
∫

[f(x+ hy)− f(x)]g(y)dy.

Donc, vu ce qui précède,

|(f ∗ g)x+h − (f ∗ g)x| ≤ [(f(·+ h)− f(·)) ∗ g]x
≤ ‖f(x+ h)− f(x)‖p ‖g‖q ,

d’où il résulte que f ∗ g est uniformément continu. 2



Chapitre 6

Transformation de Fourier
dans L1

Exercice 6.1 Démontrer que, dans L1(IRn), 0 est le seul élément tel
que f ∗ f = f .

Solution: Si f ∈ L1(IRn) vérifie

f ∗ f = f

alors, par transformation de Fourier, on obtient

F+
x f(1−F+

x f) = 0 ∀x ∈ IRn.

On en déduit que IRn = F1 ∪F2 où

F1 = {x : F+
x f = 0} F2 = {x : F+

x f = 1}.

Comme ces fermés sont disjoints et que IRn est connexe, F1 = IRn ou F2 = IRn.

Mais par le théorème de Riemann-Lebesgue,

lim
x→∞

F+
x f = 0

donc on ne peut avoir F2 = IRn, ce qui permet de conclure. 2
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Exercice 6.2 (Transformées de Fourier dans L1(IR).) Si k > 0,
établir que

a) F±y (
1

x2 + k2
) =

π

k
e−k|y|,

b) F±y (e−k|x|) =
2k

y2 + k2
,

c) F±y (e−kx
2

) =

√
π

k
e−

y2

4k ,

d) F±y ((1− k |x|)χ[−1/k,1/k](x)) =
1

k

(
sin( y

2k
)

( y
2k

)

)2

.

(Suggestion: Etablir (b) puis (a) par le théorème de Fourier. Pour (c), voir le calcul
figurant dans la démonstration du théorème de Fourier. Calculer (d) en séparant
l’intégrale selon le signe de x et terminer en intégrant par parties. )

Exercice 6.3 Soient f ∈ L1([0,+∞[) et a > 0. Montrer que∫ +∞

0
F cy→xf(y) e−ax dx =

∫ +∞

0

af(x)

x2 + a2
dx∫ +∞

0
F sy→xf(y) e−ax dx =

∫ +∞

0

xf(x)

x2 + a2
dx∫ +∞

0
F cy→xf(y) e−ax

2

dx =
1

2

√
π

a

∫ +∞

0
f(x) e−x

2/(4a) dx

Solution: Il suffit d’utiliser le théorème de transfert en se rappelant que

Fcx→ye−ax =
a

a2 + y2

Fsx→ye−ax =
y

a2 + y2

Fcx→ye−ax
2

=
1
2

√
π

a
e−y

2/(4a).

2
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Exercice 6.4 Pour tout λ > 0, on pose

Rλ(x) =
λ

π(x2 + λ2)
.

Montrer que, pour tous a, b > 0, on a

Ra ∗Rb = Ra+b.

Solution: On a
F±t→xe−λt = 2

λ

x2 + λ2
.

Dès lors, le théorème de Fourier donne

F±x (Ra ∗Rb) = F±x Ra F±x Rb = e−(a+b)|x|

pour tout x ∈ IR, donc aussi

(Ra ∗Rb)(x) =
1

2π
F∓y→xe−(a+b)|y| = Ra+b(x)

pour tout x ∈ IR. 2

Exercice 6.5 Montrer que l’équation

f ∗X = g

admet une et une seule solution X ∈ L1(IRn) si

a) f, g ∈ L1(IRn),

b) |F+f | > 0,

c) Supp(F+g) compact.

Solution: Il est clair que si X est une solution L1 de l’équation étudiée,

F+fF+X = F+g.

Ainsi
F+X = F+g/F+f

et comme Supp(F+g) est compact,

X = (2π)−nF−(F+g/F+f).
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L’unicité de la solution est donc assurée et il reste à établir son existence au sein de
L1(IRn).

Supposons d’abord que F+
ξ0
f = 1 et que Supp(F+g) ⊂ B(ξ0, ε). Notons α une

fonction de classe C∞ à valeurs dans [0, 1] telle que{
α(x) = 1 si x ∈ B(0, 1)
α(x) = 0 si x /∈ B(0, 2)

et posons αε(x) = α(x/ε). Remarquons que l’on a

(F+
ξ f −F

+
ξ0
f)αε(ξ − ξ0) = F+

ξ hε

où
(2π)nhε = f ∗ F−αε(ξ − ξ0)− (F−ξ0f)F−αε(ξ − ξ0).

Un calcul simple montre que

(2π)n ‖hε‖1 ≤
∫
|f(u)|

∥∥F−x−εuα−F−x α∥∥1
du.

Le théorème de Lebesgue permet d’en déduire que limε→0 ‖hε‖1 = 0. Fixonx ε > 0
de sorte que ‖hε‖1 < 1. Par construction de hε, il est clair que les solutions L1 de
l’équation

f ∗X = g

sont les solutions L1 de l’équation

X +X ∗ hε = g

car on a |1 + F+hε| > 0 et 1 + F+
ξ hε = F+

ξ f si ξ ∈ B(ξ0, ε). L’existence d’une
solution vient alors de ce que cette dernière équation admet une solution L1 lorsque
‖hε‖ < 1 (cf. Ex. 5.13).

On peut résumer ce résultat en affirmant que pour tout ξ0 il existe εξ0 > 0 tel
que l’équation

f ∗X = g

admet une solution L1(IRn) si Supp (F+g) ⊂ B(ξ0, εξ0) et si F+
ξ0
f = 1.

Par linéarité, on se défait aisément de la restriction sur F+
ξ0
f .

Pour conclure, il suffit alors de considérer une partition (φi)i∈I de classe D∞

localement finie de l’unité subordonnée au recouvrement {B(ξ0, εξ0} : ξ0 ∈ IRn}, de
construire les solution Xi des équations

f ∗Xi = F−φi ∗ g

pour chaque i ∈ I et de constater que

X =
∑
i∈I

Xi
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est une solution de classe L1(IRn) de

f ∗X = g

puisque
{i ∈ I : Xi 6= 0} ⊂ {i ∈ I : φiF+g 6= 0}

et que ce dernier ensemble est fini. 2

Exercice 6.6 [Théorème de N. Wiener]
Soit f0 ∈ L1 tel que F±y f0 6= 0 pour tout y. S’il existe b ∈ L∞ et

A ∈ CI tels que

lim
x→∞

(f0 ∗ b)(x) = A
∫
f0(t)dt,

alors on a

lim
x→∞

(f ∗ b)(x) = A
∫
f(t)dt

pour toute fonction intégrable f .

(Suggestion: Comme on a (f ∗b)(x)−A
∫
f(t)dt = (f ∗(b−A))(x), il suffit d’établir

le résultat pour A = 0.
Posons L := {f ∈ L1 : limx→+∞(f ∗ b)(x) = 0} et démontrons que cet ensemble

cöıncide avec L1.
Pour cela, remarquons d’abord que L jouit des propriétés suivantes :
a) L est un sous-espace linéaire de L1;
b) L est fermé dans L1;
c) si f est un élément de L, alors la fonction F ∗ f appartient à L pour toute

fonction intégrable F .
Cela étant, soit K une fonction intégrable dont le support de la transformée de

Fourier est compact (par exemple K = la transformée de Fourier d’un élément de
D∞(IRn)). Pour tout m ∈ IN, posons gm := mnK(mx). Comme F±y gm = F±y/mK,
le support de la transformée de Fourier de gm est aussi compact. Il s’ensuit qu’il
existe Xm ∈ L1 tel que f0∗Xm = gm et par conséquent (vu c)) gm ∈ L et gm∗F ∈ L
pour tout m et toute fonction intégrable F .

Fixons à présent un élément F de L1 et démontrons que F ∈ L. Pour tout m,
la fonction fm := gm ∗F appartient à L. De plus, la suite fm converge dans L1 vers
la fonction (F0K)F . Il s’ensuit que (F0K)F est un élément de L et par suite F est
aussi un élément de L si l’on a pris soin au départ de choisir K tel que F0K 6= 0.

NB: L’hypothèse F±y f0 6= 0 pour tout y est indispensable pour que ce résultat
soit valable. De fait, pour toute fonction intégrable f et tout t ∈ IRn, on a

(e∓i〈t,·〉 ∗ f)(x) = e∓i〈t,x〉F±t f.
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Dès lors si F±t f0 = 0, on a limx→+∞(b ∗ f0)(x) = 0 avec b(·) := e∓i〈t,·〉. Mais si l’on
pose f(x) := exp(|x|2), la fonction b ∗ f ne converge pas vers 0 quand x tend vers
l’infini. )

Exercice 6.7 Rappelons qu’un fermé est régulier s’il est l’adhérence
de son intérieur. On demande de montrer que la régularité est une
condition nécessaire et suffisante pour qu’un fermé de IRn soit le support
de la transformée de Fourier d’une fonction intégrable.

Solution: Si f ∈ L1(IRn), dans tout voisinage U d’un point x ∈ SuppF±f , il
existe un point y tel que F±y f 6= 0. Comme F±· f est une fonction continue, ce
point possède un voisinage où F±f ne s’annule pas et est par conséquent intérieur
à SuppF±f . Le point de départ, x, est donc adhérent à (SuppF±f)0. On en
déduit que le fermé SuppF±f est régulier.

Si F est un fermé régulier, posons Ω =
◦
F . Si Ω = ∅, F = ∅ et F = SuppF±0,

d’où la conclusion. Si Ω 6= ∅, il existe une suite (Ik)k∈IN d’intervalles compacts de
Ω qui le recouvre. Pour tout k ∈ IN, fixons une fonction positive ϕk ∈ D∞(Ω) égale
à 1 sur Ik. Posons

fk = 2−k
∥∥F∓ϕk∥∥−1

1
F∓ϕk

de sorte que

‖fk‖1 = 2−k , F±fk = (2π)n2−k
∥∥F∓ϕk∥∥−1

1
ϕk

Remarquons que la série des fk est convergente dans L1(IRn) et posons

f =
+∞∑
k=1

fk.

Il résulte de cette définition que dans L∞(IRn), on a

F±f =
+∞∑
k=1

F±fk.

Vu la définition de fk, il est clair que{
F±x f > 0 si x ∈ F ◦
F±x f = 0 si x /∈ F ◦ .

Cela montre que SuppF±x f = F ◦− = F , d’où la conclusion. 2
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Exercice 6.8 Démontrer que la transformée de Fourier d’une fonc-
tion radiale intégrable est une fonction radiale.

Solution: Soit F une telle fonction et soient x, y des points de IRn de même module.
Si U est une matrice orthogonale telle que Uy = x, alors on a

F±x F = F±UyF =
∫

IRn
e±i〈Uy,t〉F (t)dt =

∫
IRn

e±i〈y,Ũt〉F (Ũ t)dt.

Par le changement de variables linéaire t′ = Ũ t, on obtient alors

F±x F = F±y F.

2

Exercice 6.9 [Formules de S. Bochner]
Dans IRn, on a

F±y F =
∫ +∞

0
f(r)rn−1Vn(r |y|)dr,

où f est la fonction telle que F (x) = f(|x|)∀x ∈ IRn, où pour r ≥ 0 on
a

V1(r) = 2 cos r ,

et où

Vn(r) =
4π(n−1)/2

Γ((n− 1)/2)

∫ π/2

0
cos(r cos θ) sinn−2 θdθ ( si n ≥ 2).

En particulier, on a dans IR2 :

V2(r) = 4
∫ π/2

0
cos(r cos θ)dθ;

et dans IR3 :

V3(r) = 4π sin r/r.

(Suggestion: Utiliser l’exercice précédent. )



114 Chapitre 6.

Exercice 6.10 [Transformée de Fourier d’une fonction radiale]
Soit k > 0. Dans IR, IR2, IR3, calculer F±x→ye−k|x|.

Solution: Appliquer les formules de Bochner. Traitons le cas de IR3. Il vient :

F±x→ye−k|x| =
4π
|y|

∫ +∞

0

re−kr sin(r |y|)dr

=
4π
|y|
=
(∫ +∞

0

re−kreir|y|dr

)
= =4π

|y|

[
r
e(−k+i|y|)r

−k + i |y|

∣∣∣∣+∞
0

−
∫ +∞

0

e(−k+i|y|)r

−k + i |y|
dr

]
.

Une intégration par variation de la primitive conduit alors à

F±x→ye−k|x| = =

[
−4π
|y|

e(−k+i|y|)r

(−k + i |y|)2

∣∣∣∣+∞
0

]

= =

[
4π
|y|

(−k − i |y|)2

(k2 + |y|2)2

]

=
4π
|y|

2k |y|
(k2 + |y|2)2

=
8πk

(k2 + |y|2)2
.

2

Exercice 6.11 Montrer que si a > 0,

F±(χ]−a,a[) =
2 sin ax

x
.

Exercice 6.12 Pour tout m ∈ IN, on a

Im =
∫ π/2

0
sin(2m+ 1)x/ sinx dx = π/2.

En déduire que ∫ →+∞

0
dx

sinx

x
= π/2.
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Solution: De fait, pour tout m ∈ IN0 et tout x ∈ ]0, π/2[, on a

Fm(x) =
m∑

k=−m

e2ikx = (eix(2m+1) − e−ix(2m+1))/(eix − e−ix) = sin(2m+ 1)x/ sinx

(somme de termes d’une progression géométrique de raison e2ix). Dès lors, on
obtient

Im =
∫ π/2

0

Fm(x)dx =
∫ π/2

0

m∑
k=−m

e2ikxdx = π/2 +
m∑
k=1

2
∫ π/2

0

cos 2kx dx = π/2.

Pour en déduire la valeur de l’intégrale fléchée, procédons en deux étapes.
a) — Posons

Jm =
∫ π/2

0

(
sin(2m+ 1)x

sinx
− sin(2m+ 1)x

x

)
dx.

On a limm→+∞ Jm = 0.
De fait, posons f(x) := (1/ sinx− 1/x)χ]0,π/2[(x). Cette fonction est intégrable

et on a =F+f =
∫ π/2

0
(1/ sinx− 1/x) sinxy dx. Dès lors, le théorème de Riemann-

Lebesgue entrâıne limm→+∞ Jm = 0.
b) — Cela étant, de (a) et de la valeur constante de Im, on déduit que

π/2 = lim
m

∫ π/2

0

sin(2m+ 1)x
x

dx

= lim
m

∫ (2m+1)π/2

0

sinx
x

dx

=
∫ →+∞

0

sinx
x

dx.

2

Exercice 6.13 Soient a, b > 0. Calculer∫ +∞

0
dx

sin(ax) sin(bx)

x2
,
∫ →+∞

0
dx

sin(ax) cos(bx)

x

et ∫ →+∞

0
dx

sin(ax) sin(bx)

x
(a 6= b).
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Solution: 1er cas. On a successivement∫ +∞

0

sin(ax) sin(bx)
x2

=
1
2

∫
IR

dx
sin(ax) sin(bx)

x2

=
1
8

∫
IR

dx F±x χ[−a,a] F∓x χ[−b,b]

=
π

4

∫
IR

dx χ[−a,a](x) χ[−b,b](x)

=
π

2
inf{a, b}.

2ème cas. On a

2 sin(ax) cos(bx) = sin((a+ b)x) + sin((a− b)x).

Dès lors ∫ →+∞

0

sin(ax) cos(bx)
x

=

 π/2 si a > b
0 si a < b
π/4 si a = b.

3 ème cas. Si B > A > 0 et si β > 0, on a∫ β

0

dx
cos(Ax)− cos(Bx)

x
=

∫ β

0

dx

∫ B

A

dy sin(xy)

=
∫ B

A

dy
1− cos(βy)

y

= ln(
B

A
)−

∫ B

A

dy
cos(βy)

y
.

Comme 1/y est intégrable sur [A,B], le théorème de Riemann-Lebesgue donne

lim
β→+∞

∫ B

A

dy
cos(βy)

y
= lim
β→+∞

RF+
y→β

1
y
χ[A,B](y) = 0.

D’où, pour tous réels non nuls A,B∫ →+∞

0

dx
cos(Ax)− cos(Bx)

x
= ln(

|B|
|A|

).

Il s’ensuit que pour tous a, b > 0, a 6= b, on a∫ →+∞

0

dx
sin(ax) sin(bx)

x
=
−1
2

∫ →+∞

0

dx
cos((a+ b)x)− cos((a− b)x)

x

=
1
2

ln(
a+ b

|a− b|
).

2



Transformation de Fourier dans L1 117

Exercice 6.14 Calculer I =
∫ 1

→0
[sinx+ sin(1/x)]/x dx.

(Suggestion: Soit rm → 0+. On a d’une part
∫ 1

rm
sin x
x dx →

∫ 1

0
sin x
x dx. D’autre

part, par le changement de variables y = x−1, on a∫ 1

rm

sin(1/x)
x

dx→
∫ →+∞

1

sinx
x

dx.

Il s’ensuit que I existe et vaut π/2. )

Exercice 6.15 Montrer que
∫ +∞

0
sinx/

[
x(1 + x2)

]
dx =

π

2

(
1− 1

e

)
.

(Suggestion: Calculer la transformée de Fourier en cosinus des fonctions χ]0,1[ et
e−x et appliquer la formule de Parseval. )

Exercice 6.16 De la formule de Parseval, déduire que∫ +∞

0

dx

(x2 + a2)(x2 + b2)
=

π

2ab

1

a+ b
; a, b > 0.

Solution: On a
F±e−k|x| =

2k
k2 + y2

si k > 0.

Ainsi,
1

x2 + a2
= F±y→x(

e−a|y|

2a
)

et
1

x2 + b2
= F±y→x(

e−b|y|

2b
).

Comme e−a|x|/2a ∈ L1 et que 1/(x2 + a2) ∈ L1, la formule de Parseval montre que∫ +∞

−∞

dx

(x2 + a2)(x2 + b2)
= 2π

∫ +∞

−∞

e−a|y|

2a
e−b|y|

2b
dy

= 2π
2

4ab

∫ +∞

0

e−(a+b)ydy

=
4π
4ab
−e−(a+b)y

a+ b

∣∣∣∣+∞
0

=
π

ab(a+ b)
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d’où la conclusion. 2

Exercice 6.17 [Intégrales de Fresnel]∫ →+∞

0

cosλx√
x
dx =

√
π

2λ
; λ > 0.

Solution: Si x > 0, l’intégrale de Poisson montre que∫ +∞

0

e−xt
2
dt =

1
2

√
π

x

ainsi
1√
x

=
2√
π

∫ +∞

0

e−xt
2
dt.

Il en résulte que ∫ m

0

cosλx√
x

dx =
∫ m

0

cosλx(
2√
π

∫ +∞

0

e−xt
2
dt)dx.

Dès lors,
√
π

2

∫ m

0

cosλx√
x

dx

= <
[∫ m

0

dx

∫ +∞

0

dt e(iλ−t2)x

]
= <

[∫ +∞

0

dt

∫ m

0

dx e(iλ−t2)x

]

= <

∫ +∞

0

dt

 e(iλ−t2)x

iλ− t2

∣∣∣∣∣
+∞

0

−
∫ +∞

m

e(iλ−t2)xdx


=

∫ +∞

0

dt

[
t2

t4 + λ2
−
∫ +∞

m

cosλxe−t
2xdx

]
=

∫ +∞

0

t2

t4 + λ2
dt−

∫ +∞

0

dt

∫ +∞

m

e−t
2x cosλx dx.

Pour t ∈ ]0,+∞[ fixé, e−t
2x ↓ 0 sur ]0,+∞[ donc∣∣∣∣∫ +∞

m

dx e−t
2x cosλx

∣∣∣∣ ≤ 2
λ
e−t

2m.
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Ainsi ∣∣∣∣∫ +∞

0

dt

∫ +∞

m

e−t
2x cosλx dx

∣∣∣∣
≤

∫ +∞

0

dt
2
λ
e−t

2m

≤ 2
λ

1
2

√
π

m
→ 0 ,m→ +∞.

On en déduit que
√
π

2

∫ →+∞

0

cosλx√
x

dx =
∫ +∞

0

t2

t4 + λ2
dt = I.

Posons

x =
λ2

t4 + λ2
,

on a xt4 + xλ2 = λ2 d’où
t4 = λ2(1− x)x−1

et
t =
√
λ(1− x)

1
4x−

1
4

d’où

Dxt =
√
λ

1
4

(
1
x
− 1)−

3
4
−1
x2

= −
√
λ

4
(1− x)−

3
4x−

5
4 .

Ainsi

I =
∫ 1

0

λ(1− x)
1
2x−

1
2λ−2x

√
λ

4
(1− x)−

3
4x−

5
4 dx

=
1

4
√
λ

∫ 1

0

(1− x)−
1
4x−

3
4 dx

=
1

4
√
λ

B(
3
4
,

1
4

)

=
π

2
√

2λ
.

La dernière égalité provenant de la formule d’Euler. Finalement, on a∫ →+∞

0

cosλx√
x

dx =
2√
π

π

2
√

2λ
=
√

π

2λ
.

2
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Exercice 6.18 i) Calculer∫ +∞

0

sin4 x

x2
dx.

ii) Soient a, λ > 0. Calculer

∫ +∞

0

(
sin(ax)

x

)2

sin(λx) dx et
∫ +∞

0

(
sin(ax)

x

)2

cos(λx) dx.

Solution: i) En intégrant par parties, on obtient

I =
[
− sin4 x

x

]∞
0

+
∫ →+∞

0

4 sin3 x cosx
x

dx.

Comme on a
sin3 x cosx =

1
4

sin 2x− 1
8

sin 4x

on obtient I = π/4 car
∫ →+∞

0

sinλx
x

dx =
π

2
.

ii) Cas du sinus
On a 1/x2 = −Dx(1/x); une intégration par parties donne alors∫ +∞

0

(
sin(ax)
x

)2

sin(λx) dx =
∫ →+∞

0

dx
λ sin2(ax) cos(λx) + a sin(λx) sin(2ax)

x
.

On a encore

sin2(ax) cos(λx) = cos(λx)
1− cos(2ax)

2
= (1/2) cos(λx)− (1/4) (cos((2a+ λ)x) + cos((2a− λ)x))

=
1
4

(cos(λx)− cos((2a+ λ)x) + cos(λx)− cos((2a− λ)x))

et

sin(λx) sin(2ax) = −(1/2) (cos((2a+ λ)x)− cos((2a− λ)x)) .

En se rappelant que, si A,B > 0, on a∫ →+∞

0

dx
cos(Ax)− cos(Bx)

x
= ln(

B

A
)
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on obtient, si 2a 6= λ,∫ +∞

0

(
sin(ax)
x

)2

sin(λx) dx =
λ

4

(
ln
λ+ 2a
λ

+ ln
|λ− 2a|

λ

)
− a

2
ln
|λ− 2a|
2a+ λ

=
1
4

ln
(λ+ 2a)λ+2a|2a− λ|λ−2a

λ2λ
.

Si λ = 2a, on a (la troisième ligne étant obtenue par une intégration par parties)∫ +∞

0

(
sin(ax)
x

)2

sin(λx) dx =
∫ +∞

0

dx
cos(ax) sin(ax)(1− cos(2ax))

x2

=
∫ +∞

0

dx
(1/2) sin(2ax)− (1/4) sin(4ax)

x2

=
∫ →+∞

0

dx
cos(2ax)− cos(4ax)

x

= ln
4a
2a

= ln 2.

Cas du cosinus

Vu la parité de l’intégrand, on a∫ +∞

0

dx

(
sin(ax)
x

)2

cos(λx) =
1
2
F±x→λ

(
sin(ax)
x

)2

.

Or on a (
sin(ax)
x

)2

=
a

2
F+
y→x

(
(1− |y|/(2a))χ[−2a,2a](y)

)
.

Comme la fonction F (y) := (1−|y|/(2a))χ[−2a,2a](y) est continue sur IR, le théorème
de Fourier donne∫ +∞

0

dx

(
sin(ax)
x

)2

cos(λx) =
a

4
F−x→λF

+
y→xF (y)

=
aπ

2
F (λ)

=
{

aπ
2 (1− λ/(2a)) si λ ≤ 2a

0 sinon.

2
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Exercice 6.19 Soient a, b ∈ IR. Calculer∫ +∞

0

cos(ax)− cos(bx)

x2
dx.

Solution: Comme la fonction (cos(ax) − cos(bx))/x2 est continue sur ]0,+∞[,
admet une limite finie en 0 et est de module majoré par 2x−2, elle est intégrable
sur ]0,+∞[.

En utilisant le fait que x−2 = −Dxx
−1, une intégration par parties donne∫ +∞

0

dx
cos(ax)− cos(bx)

x2
=

∫ →+∞

0

dx
b sin(bx)− a sin(ax)

x

=
π

2
(|b| − |a|) .

2

Exercice 6.20 Soient a, b > 0. Montrer que∫ →+∞

0

cos(ax)− e−bx

x
dx = ln(

b

a
).

Solution: La fonction f(x) = cos(ax)−e−bx
x est continue sur ]0,+∞[, admet une

limite finie en 0; la fonction e−bx/x est intégrable en +∞ et cos(ax)/x admet une
intégrale fléchée en +∞. Au total, la question posée a un sens.

Cela étant, en transformant 1/x en une intégrale puis en permutant l’ordre
d’intégration (la fonction | cos(ax) − e−bx|e−xy est en effet intégrable en x, y sur
]0,+∞[ × ]0,+∞[ comme on le voit en intégrant par rapport à y puis par rapport
à x), on a

I(β) =
∫ β

0

cos(ax)− e−bx

x

=
∫ β

0

cos(ax)− e−bx
∫ +∞

0

dy e−xy

=
∫ +∞

0

dy

(
y

y2 + a2
− 1
b+ y

+
e−(b+y)β

b+ y
+ e−yβ

a sin(aβ)− y cos(aβ)
y2 + a2

)
.

La somme des deux premiers termes de l’intégrand constitue une fonction intégrable
sur ]0,+∞[ d’intégrale égale à ln(b/a) (intégration par variation de primitive).
L’intégrale de la somme des deux autres termes converge vers 0 quand β → +∞
par application du théorème de Lebesgue. 2
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Exercice 6.21 Si f ∈ L1
loc(IR) (resp.C0(IR)) est une fonction pério-

dique de période 1, montrer que

Sm(x) =
1

m

m−1∑
k=0

k∑
j=−k

(
∫ 1

0
f(y)e−i2πjydy)ei2πjx

converge dans L1
loc(IR) (resp. C0(IR)) vers f .

Solution: On a successivement :

(
∫ 1

0

f(y)e−i2πmydy)ei2πmx

=
∫ 1

0

ei2πm(x−y)f(y)dy

=
∫ x

x−1

ei2πmzf(x− z)dz (chgt.var. z = x− y)

=
∫ 1/2

−1/2

ei2πmzf(x− z)dz (périodicité).

Il en résulte que

Sm(x) =
∫ 1/2

−1/2

(
1
m

m−1∑
k=0

k∑
j=−k

ei2πjz)f(x− z)dz.

Or
1
m

m−1∑
k=0

k∑
j=−k

ei2πjz =
1
m

(
sin(πmz)

sinπz
)2

donc
Sm = ρm ∗ f

si l’on pose

ρm(z) =
1
m

m−1∑
k=0

k∑
j=−k

ei2πjzχ[− 1
2 ,

1
2 ](z) =

1
m

(
sin(πmz)

sinπz
)2χ[− 1

2 ,
1
2 ](z).

Ainsi, d’une part, ∫
ρm(z)dz = 1

et d’autre part, ∫
|z|>R

ρm(z)dz =
∫

1
2>|z|>R

1
m

(
sin(πmz)

sinπz
)2dz.
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Cette relation montre que∫
|z|>R

ρm(z)dz =
∫

1
2>|z|>R

1
m

(
sin(πmz)

πz
)2(

πz

sinπz
)2dz

≤ C

∫
1
2>|z|>R

1
m

(
sin(πmz)

πz
)2dz

≤
∫

1
2m>|u|>Rm

(
sinπu
πu

)2dz.

L’intégrabilité de

(
sinπu
πu

)2

montre alors que ∫
|z|>R

ρm(z)dz → 0

ce qui achève de montrer que ρm est une unité approchée de convolution dans L1
loc

et dans C0. La conclusion est alors immédiate. 2

Exercice 6.22 [Formule de S.D. Poisson]
Montrer que

+∞∑
m=−∞

f(m) =
+∞∑

m=−∞
F±2πmf

si

• f ∈ C0(IR)∩L1(IR),

• ∑+∞
m=−∞ f(x+m) converge absolument et uniformément sur [0, 1],

• ∑+∞
m=−∞F±2πmf converge absolument.

Solution: Vu les hypothèses, il est clair que F (x) =
∑+∞
m=−∞ f(x + m) est une

fonction périodique de période 1 continue.
L’exercice précédent montre alors que

F (x) = lim
m→+∞

1
m

m−1∑
k=0

k∑
j=−k

(
∫ 1

0

F (y)e∓i2πjydy)e±i2πjx

pour tout x. Ainsi

F (0) = lim
m→+∞

1
m

m−1∑
k=0

k∑
j=−k

∫ 1

0

F (y)e∓i2πjydy.
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Or il est clair que∫ 1

0

F (y)e∓i2πjydy = lim
l→+∞

∫ 1

0

(
l∑

r=−l

f(y + r))e∓i2πjydy

donc, on a successivement, en tenant compte de l’intégrabilité de f ,∫ 1

0

F (y)e−i2πjydy = lim
l→+∞

l∑
r=−l

∫ 1+r

r

f(y)e∓i2πjydy

= lim
l→+∞

∫ l+1

−l
f(y)e∓i2πjydy

= F∓2πjf.

La conclusion résulte alors du théorème de Cesaro et de la dernière hypothèse. 2

Exercice 6.23 Soient a > 0 et b ∈ IR. Calculer la transformée de
Fourier de la fonction

f(t) = te−at
2

sin(bt).

Exercice 6.24 Soit ϕ une fonction de D(IR) à valeurs entre 0 et 1 et
égale à 1 au voisinage de 0. Montrer que F±x→t|x|ϕ(x)estintégrablesurIR.

Exercice 6.25 Soit ϕ une fonction de D(IRn) non identiquement
nulle. Montrer que la transformée de Fourier d’une telle fonction n’est
pas un élément de D(IRn).

Exercice 6.26 [Equation de la Chaleur]
Considérons une barre mince infinie de métal de conductivité con-

stante γ et de chaleur spécifique volumique constante C.
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Si U(x, t) désigne la température en x au temps t, on a

∂U

∂t
=
γ

C

∂2U

∂2x

En effet, si B désigne la portion de la barre comprise entre x et x+∆x,
la quantité de chaleur reçue entre t et t+ ∆t est égale à

∆t(γ
∂U

∂x
(x+ ∆x, t)− γ ∂U

∂x
(x, t)).

Cette quantité de chaleur doit être égale à

(U(x, t+ ∆t)− U(x, t))C∆x.

On a donc

γ

∆x
(
∂U

∂x
(x+ ∆x, t)− ∂U

∂x
(x, t)) =

C

∆t
(U(x, t+ ∆t)− U(x, t))

d’où par passage à la limite pour ∆x,∆t tendant vers 0, on voit que

γ
∂2U

∂2x
= C

∂U

∂t

comme annoncé.
On demande de résoudre cette équation par transformation de Fou-

rier en x, si l’on impose la condition initiale (où la convergence est dans
L1(IR))

lim
t→0

U(x, t) = f(x)

et des conditions appropriées à U .

Solution:
a) ANALYSE — Nous allons chercher une solution U telle que les fonctions

U(x, t),
∂2U

∂2x
(x, t),

∂U

∂x
(x, t),

∂U

∂t
(x, t) (6.1)

soient continues en (x, t) dans IR × ]0,+∞[ et intégrables en x sur IR pour tout t
fixé dans ]0,+∞[. Nous supposerons également que pour tout intervalle compact
[t0, t1] de ]0,+∞[, il existe F (x) intégrable sur IR telle que

t ∈ [t0, t1]⇒
∣∣∣∣∂U∂t (x, t)

∣∣∣∣ ≤ F (x) (6.2)
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De plus, nous imposerons à U la condition initiale

lim
t→0

U(x, t) = f(x) (6.3)

où la limite est à considérer dans l’espace L1(IR).
Une telle solution admet pour t fixé une transformée de Fourier Û(ξ, t) =

F+
ξ U(x, t). Comme on a d’une part

∂U

∂t
(x, t) =

γ

C

∂2U

∂2x
(x, t) (6.4)

et comme ∂U
∂x (x, t) et ∂2U

∂2x (x, t) sont intégrables en x, pour t fixé, il vient :

F+
ξ (
∂U

∂t
(x, t)) =

γ

C
(−iξ)2F+

ξ U(x, t). (6.5)

D’autre part,

Û(ξ, t) = F+
ξ U(x, t) =

∫
eiξxU(x, t)dx

et le théorème de dérivation des intégrales paramétriques montre que Û(x, t) est
continûment dérivable par rapport à t sur ]0,+∞[ pour x fixé et que

∂Û

∂t
(ξ, t) = F+

ξ (
∂U

∂t
(x, t)),

l’équation 6.5 devient alors

∂Û

∂t
(ξ, t) = − γ

C
ξ2Û(ξ, t).

La théorie des équations différentielles linéaires à coefficients constants montre
alors que pour tout ξ fixé, il existe une constante C(ξ) telle que

Û(ξ, t) = C(ξ)e−
γ
C ξ

2t. (6.6)

Comme la transformation de Fourier est un opérateur linéaire continu de L1(IR)
dans L∞(IR), la condition initiale 6.3 montre que

lim
t→0+

Û(ξ, t) = F+
ξ f(x),

la limite étant à considérer dans L∞. Mais les fonctions Û(ξ, t) et F+
ξ f sont con-

tinues sur IR donc
Û(ξ, t)⇒

IR
F+
ξ f
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si t → 0+. Or, pour tout ξ fixé, Û(ξ, t) → C(ξ) si t → 0+ donc C(ξ) = F+
ξ f .

L’équation 6.6 montre alors que

Û(ξ, t) = (F+
ξ f)e−

γ
C ξ

2t.

La fonction F+
ξ f est continue et bornée car f ∈ L1(IR) donc

(F+
ξ f)e−

γ
C ξ

2t ∈ L1(IR)

pour tout t fixé. Le théorème de Fourier montre alors que

(2π)U(y, t) = F−y
[
(F+

ξ f)e−
γ
C ξ

2t
]
.

De cette équation, on déduit que

(2π)U(y, t) =
∫
e−iξy(

∫
eiξxf(x)dx)e−

γ
C ξ

2tdξ

(2π)U(y, t) =
∫
dξ

∫
dxf(x)e−iξ(y−x)e−

γ
C ξ

2t. (6.7)

Or, on dispose de la majoration∣∣∣f(x)e−iξ(y−x)e−
γ
C ξ

2t
∣∣∣ ≤ |f(x)| e−

γ
C ξ

2t

où le second membre est intégrable en (x, ξ). Dès lors, on peut permuter l’ordre
d’intégration dans 6.7 (Fubini), ce qui donne la relation :

U(y, t) =
∫
f(x)

[∫
e−iξ(y−x)ξ e

− γ
C ξ

2t

2π
dξ

]
dx

=

[
f ∗ F−(

e−
γ
C ξ

2t

2π
)

]
y

(6.8)

On sait par l’exercice (6.2) que

F−y (e−kx
2
) =

√
π

k
e−

y2

4k .

Il en résulte que

F−x (
e−

γ
C ξ

2t

2π
) =

1
2π

√
πC

γt
e−

Cx2
4γt .

Nous avons vu que la gaussienne d’écart type σ est la fonction

Gσ(x) =
1

σ
√

2π
e−

x2

2σ2 ,
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il en résulte que

F−x (
e−

γ
C ξ

2t

2π
) = G√ 2γt

C

(x);

ainsi, l’équation 6.8 devient

U(x, t) = (f ∗G√ 2γt
C

)x,

ce qui achève l’analyse de notre problème.
b) SYNTHESE — La fonction G√ 2γt

C

(x) est de classe C∞ pour (x, t) ∈ IR×
]0,+∞[; de plus :

DtG√ 2γt
C

(x) =
1√
2π

√
C

2γ

[
Dt(t−

1
2 e−

Cx2
4γt )

]
=

1√
2π

√
C

2γ

[
−1

2
t−

3
2 e−

Cx2
4γt + t−

1
2
Cx2

4γt2
e
− Cx2

4γt2

]

=
1√
2π

√
C

2γt

[
−1
2t

+
Cx2

4γt2

]
e−C

x2
4γt

=
Cx2 − 2γt

4γt2
G√ 2γt

C

(x)

DxG√ 2γt
C

(x) =
−Cx
2γt

G√ 2γt
C

(x)

D2
xG
√

2γt
C

(x) =
−C
2γt

G√ 2γt
C

(x)− Cx

2γt
(
−Cx
2γt

)G√ 2γt
C

(x)

=
C(Cx2 − 2γt)

4γ2t2
G√ 2γt

C

(x).

De ces relations et du théorème de dérivation des intégrales paramétriques, il résulte
que pour tout f ∈ L1(IR), la fonction

U(x, t) = (f ∗G√ 2γt
C

)x

vérifie les hypothèses (6.1) et (6.2) et que

D2
xU(x, t) = (f ∗ (

C

γ

C ·2 −2γt
4γt2

G√ 2γt
C

(·)))x

DtU(x, t) = (f ∗ (
C ·2 −2γt

4γt2
G√ 2γt

C

(·)))x.
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La fonction U(x, t) est donc bien une solution de l’équation de la chaleur. En ce
qui concerne la condition initiale (6.3), remarquer d’abord que pour tout R > 0,

lim
σ→0

∫
|x|≥R

Gσ(x)dx = 0.

En effet, ∫
|x|≥R

Gσ(x)dx =
∫
|x|≥R

1
σ
√

2π
e−

x2

2σ2 dx

et en posant x = σy, il vient :∫
|x|≥R

Gσ(x)dx =
∫
|y|≥Rσ

1√
2π
e−

y2

2 dy

et la conclusion résulte directement du théorème de Lebesgue appliqué aux suites

1√
2π
e−

y2

2 χ{y:|y|≥ R
σm
}

où σm → 0+.
Il suffit d’appliquer, à présent, le théorème sur les unités approchées de convo-

lution (Cours, p. II.26) aux suites Gσm , σm → 0+ pour montrer que

f ∗Gσ →
L1
f

si σ → 0+. Par conséquent,
U(x, t)→

L1
f(x)

si t→ 0+ et la condition limite (6.3) est satisfaite.
On peut s’assurer que pour tous α, β ≥ 0, il existe un polynôme Pα,β(x, t) tel

que

Dα
xD

β
t G
√

2γt
C

(x) =
Pα,β(x, t)
tα+2β

G√ 2γt
C

(x).

Pour tout compact K de ]0,+∞[, il existe donc une constante CK telle que

sup
(x,t)∈IR×K

∣∣∣Dα
xD

β
t G
√

2γt
C

∣∣∣ ≤ Ck.
Cela montre que la solution

U(x, t) = (f ∗G√ 2γt
C

)x

est en fait de classe C∞ sur IR× ]0,+∞[.
En guise de conclusion, donnons le graphe de la fonction

(t, x) 7→ G√ 2γt
C

(x),

solution élémentaire de l’équation de la chaleur.
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Chapitre 7

Transformation de Laplace
dans L1

Exercice 7.1 Etablir les formules suivantes (transformées unilatéra-
les):

a) Lp(xα) = Γ(α+1)
pα+1 ; si α > −1, p > 0

b) Lp(x
m

m!
eαx) = 1

(p−α)m+1 ; si α ∈ IR, p > α,m ∈ IN

c) Lp( e
−ax
√
πx

) = 1√
p+a

; si a > 0, p > 0

d) Lp( e
−a/x
√
x

) =
√

π
p
e−2
√
ap; si a > 0, p > 0

e) Lp( 1√
x

cos a
√
x) =

√
π
p
e−

a2

4p ; si a > 0, p > 0.

Solution: a) On a

Lp(xα) =
∫ +∞

0

e−pxxαdx.

Posons px = u, il vient

Lp(xα) =
∫ +∞

0

e−u(
u

p
)α
du

p

= p−α−1

∫ +∞

0

e−uuαdu

133
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=
Γ(α+ 1)
pα+1

.

b) Utiliser a) et les propriétés de la transformée de Laplace.
c) On a

I = Lp(
e−ax√
πx

) =
∫ +∞

0

e−ax√
πx

e−pxdx.

Posons x = y2. Il vient

I =
∫ +∞

0

e−ay
2√

πy2
e−py

2
2ydy

=
2√
π

∫ +∞

0

e−(a+p)y2
dy

=
2

2
√
π

√
π

a+ p
=

1√
p+ a

par Poisson.

d) Par définition, on a

Lp(
e−

a
x

√
x

) =
∫ +∞

0

e−px
e−

a
x

√
x
dx.

Posons x = y2. Il vient

=
∫ +∞

0

e−py
2
e−a/y

2 2y
y
dy.

= 2
∫ +∞

0

e−(py2+a/y2)dy = 2
1
2

√
π

p
e−2
√
pa,

car on dispose de la formule∫ +∞

0

e−(ax2+b/x2)dx =
1
2

√
π

a
e−2
√
ab.

e) On sait que ∫ +∞

0

e−ax
2

cos bx dx =
1
2

√
π

a
e−

b2
4a

si a, b > 0. Il en résulte que si

I = Lp(
1√
x

cos a
√
x),

on a

I =
∫ +∞

0

e−px
1√
x

cos a
√
x dx.
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Posons x = y2, il vient

I = 2
∫ +∞

0

e−py
2

cos ay dy =
√
π

p
e−a

2/4p.

2

Exercice 7.2 a) Soit f ∈ L1(]0,+∞[). Montrer que∫ +∞

0
Lp(xf(x)) dp =

∫ +∞

0
f(x) dx.

b) Soient f ∈ L1(]0,+∞[) et p > 0. Montrer que

Lp(Ly(f)) =
∫ +∞

0

f(x)

p+ x
dx.

Remarque : Les transformations de Laplace sont des transformations
unilatérales.

Solution: a) La fonction e−pxx|f(x)| étant intégrable sur ]0,+∞[× ]0,+∞[ comme
on le voit en intégrant d’abord par rapport à p, la formule demandée résulte d’une
simple permutation d’intégrales.

b) Pour p > 0, considérons la fonction F (x, y) = f(x)e−pye−xy sur ]0,+∞[ ×
]0,+∞[. Comme |F (x, y)| ≤ |f(x)|e−py et comme |f(x)| ∈ L1(]0,+∞[), e−py ∈
L1(]0,+∞[), la fontion F (x, y) est intégrable sur ]0,+∞[× ]0,+∞[. Il s’ensuit que,
par permutation des intégrales :

Lp(Lyf) =
∫ +∞

0

dx

∫ +∞

0

dy f(x)e−pye−xy =
∫ +∞

0

dx
f(x)
p+ x

.

2

Exercice 7.3 Calculer la transformée de Laplace unilatérale en p > 0
de la fonction f(x) = (cos(ax)− cos(bx))/x (a, b ∈ IR).

Solution: Par exemple, en exprimant la différence des cosinus comme une intégrale,
on obtient∫ +∞

0

dx
cos(ax)− cos(bx)

x
e−px =

∫ +∞

0

dx e−px
∫ b

a

dy sin(xy)

=
∫ b

a

dy

∫ +∞

0

dx e−px sin(xy)
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=
∫ b

a

dy
y

p2 + y2

=
1
2

ln
p2 + b2

p2 + a2
.

Les calculs sont justifiés par le fait que la fonction f(x, y) := e−px sin(xy) est
intégrable sur ]0,+∞[ × I où I est l’intervalle borné d’extrémités a et b car on
a |f(x, y)| ≤ e−px et la fonction e−px est intégrable sur ]0,+∞[× I. 2

Exercice 7.4 Soit a > 0. Calculer les transformées de Laplace uni-
latérales en p > 0 de f(x) = | cos(ax)| et g(x) = | sin(ax)|.

Solution: Comme les fonctions (de x) | cos(ax)| et | sin(ax)| sont bornées sur IR et
π/a-périodiques, on a

Ic :=
∫ +∞

0

e−px| cos(ax)| dx =
1

1− e−pπ/a

∫ π/a

0

dx e−px| cos(ax)|

et

Is :=
∫ +∞

0

e−px| sin(ax)| dx =
1

1− e−pπ/a

∫ π/a

0

dx e−px| sin(ax)|.

Cela étant, pour Ic, on a successivement

Ic =
1

1− e−pπ/a

(∫ π/(2a)

0

dx e−px cos(ax)−
∫ π/a

π/(2a)

dx e−px cos(ax)

)

=
p+ ae−pπ/(2a) − pe−pπ/a + ae−pπ/(2a)

(1− e−pπ/(2a)(p2 + a2)

=
p

p2 + a2
+

1
(p2 + a2) sinh(pπ/(2a))

.

Et pour Is, on a

Is =
1

1− e−pπ/a

∫ π/a

0

dx e−px sin(ax)

=
a

p2 + a2

1 + e−pπ/a

1− e−pπ/a

=
a

p2 + a2

epπ/(2a) + e−pπ/(2a)

epπ/(2a) − e−pπ/(2a)

=
a

p2 + a2
coth

pπ

2a
.

2
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Exercice 7.5 Montrer que

Lp(
sinx

x
) = arctan(

1

p
) , p > 0.

Solution: La fonction sin x
x étant bornée pp, e−px sin x

x est intégrable si p > 0 et∫ +∞

0

e−px
sinx
x

dx =
∫ +∞

0

dxe−px sinx
∫ +∞

0

e−txdt

=
∫ +∞

0

dx

∫ +∞

0

dt(e−px sinxe−tx).

Il est clair que
e−px |sinx| e−tx

est intégrable en t pour presque tout x > 0 et que∫ +∞

0

dte−px |sinx| e−tx = e−px
|sinx|
x

est intégrable en x. Le théorème de Tonelli montre donc que

e−px sinxe−tx

est intégrable sur ]0,+∞[× ]0,+∞[ et le théorème de Fubini montre que

Lp(
sinx
x

) =
∫ +∞

0

dt

∫ +∞

0

sinxe−(p+t)xdx

=
∫ +∞

0

dt=
[∫ +∞

0

e−(p+t−i)xdx

]
=

∫ +∞

0

dt=

[
e−(p+t−i)x

−(p+ t− i)

∣∣∣∣+∞
0

]

=
∫ +∞

0

1
(p+ t)2 + 1

dt

= arctan(p+ t)|+∞0

=
π

2
− arctan p

= arctan(
1
p

).

D’où la conclusion. 2
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Exercice 7.6 Etablir les relations ci-dessous :

a) Lp(ch(a
√
x)√

x
) =

√
π
p
e
a2

4p ; a ∈ IR, p > 0.

b) Lp(
∫ x

0
sin y
y
dy) = 1

p
arctan(1

p
) ; p > 0.

c) Lp(
∫→+∞
x

cos y
y
dy) = 1

2p
ln(1 + p2) ; p > 0.

d) Lp( e
ax−ebx
x

) = ln( p−b
p−a) ; p > a, p > b.

e) Lp(
∫+∞
x

e−y

y
dy) = 1

p
ln(1 + p) ; p > 0.

Solution: a) Par le changement de variables x = y2, il vient

I = Lp(
ch(a
√
x)√

x
) =

∫ +∞

0

e−py
2
2ch(ay)dy

=
∫ +∞

0

[
eay−py

2
+ e−ay−py

2
]
dy.

Or, on dispose des formules

py2 − ay = (
√
py − a

2
√
p

)2 − a2

4p

py2 + ay = (
√
py +

a

2
√
p

)2 − a2

4p
.

Par changement de variables, on en tire que

I =
1
√
p
ea

2/4p(
∫ +∞

−a/2√p
e−t

2
dt+

∫ +∞

a/2
√
p

e−t
2
dt).

D’où la conclusion par Poisson.
b) On sait par un exercice précédent que

Lp(
sinx
x

) = arctan(
1
p

) ; p > 0.

Or sin x
x est continu, donc

f(x) =
∫ x

0

sin y
y

dy



Transformation de Laplace dans L1 139

est de classe C1 ∩L1 à dérivée transformable par Laplace pour p > 0 et

Lp(Df) = −f(0) + pLp(f)

d’où la conclusion.
c) Pour tout m ∈ IN, posons

Im =
∫ +∞

0

dx e−px
∫ m

x

dy cos y/y

et calculons cette intégrale. On a

Im =
∫ m

0

dxe−px
∫ m

x

dy
cos y
y
−
∫ +∞

m

dxe−px
∫ x

m

dy
cos y
y

.

Après vérification de l’intégrabilité par rapport aux deux variables et permutation
de l’ordre d’intégration, on obtient

Im =
∫ m

0

dy

∫ y

0

dxe−px
cos y
y
−
∫ +∞

m

dy

∫ +∞

y

dxe−px
cos y
y

.

Le calcul fournit alors l’égalité

Im = p−1Lm − p−1Jm, (7.1)

où on a posé

Lm =
∫ m

0

dy(
cos y
y

)(1− e−py) et Jm =
∫ +∞

m

dye−py
cos y
y

.

Une application directe du théorème de Lebesgue entrâıne Jm → 0. Calculons alors
Lm.

En exprimant que y−1 =
∫ +∞

0
e−ytdt pour tout y > 0 et en permutant l’ordre

d’intégration, on obtient

Lm =
∫ +∞

0

dt<
∫ m

0

dy(e(i−t)y − e(i−t−p)y),

ce qui, après calcul, donne

Lm =
∫ +∞

0

dt2−1(Dt ln(1 + t2)−Dt ln
[
1 + (t+ p)2

]
) + L′m

où on a posé

L′m =
∫ +∞

0

dt[e−tm(1 + t2)−1(sinm− t cosm)

−e−(t+p)m(1 + (t+ p)2)−1(sinm− (t+ p) cosm)].
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Comme le module de l’intégrand de L′m est majoré par la fonction intégrable fixe

e−t(1 + t2)−1(1 + t) + e−(t+p)
[
1 + (t+ p)2

]−1
(1 + t+ p),

le théorème de Lebesgue entrâıne que L′m converge vers 0 si m → +∞. (Variante.
On a

1− e−py =
[
e−ty

]0
p

=
∫ p

0

dt ye−ty.

Dès lors

Lm =
∫ m

0

dy cos y
∫ p

0

dt e−ty

=
∫ p

0

dt

∫ m

0

dy cos ye−ty

= <
∫ p

0

dt

∫ +∞

0

dy e−y(t+i) −
∫ p

0

dt

∫ +∞

m

dy cos ye−yt

=
∫ p

0

dt
t

t2 + 1
−
∫ p

0

dt

∫ +∞

m

dy cos ye−yt

avec∣∣∣∣∫ p

0

dt

∫ +∞

m

dy cos ye−yt
∣∣∣∣ ≤ ∫ p

0

dt

∣∣∣∣∫ +∞

m

dy cos ye−yt
∣∣∣∣

≤ 2
∫ p

0

dte−mt( majoration intégrale trigonom.)

où le majorant tend vers 0 si m→ +∞.) Par conséquent, on obtient

lim
m→+∞

Lm = 2−1 ln(1 + p2).

Finalement, en tenant compte de 7.1, on a

lim
m→+∞

Im = (2p)−1 ln(1 + p2).

Pour conclure, il suffit maintenant d’établir que

Lp(
∫ →+∞

x

cos y
y

dy) = lim
m→∞

Im

ou encore que l’on peut appliquer le théorème de Lebesgue à la suite

Fm(x) = e−px
∫ m

x

cos y
y

dy.
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De fait, pour tout m, on a

|Fm(x)| ≤
∣∣∣∣e−px ∫ 1

x

dy
cos y
y

∣∣∣∣+
∣∣∣∣e−px ∫ m

1

dy
cos y
y

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣e−px ∫ 1

x

dy
cos y
y

∣∣∣∣+ 2e−px

où la deuxième majoration est obtenue en utilisant l’inégalité des intégrales trigono-
métriques.

Comme la fonction majorante est intégrable sur ]0,+∞[, le théorème de Lebes-
gue peut s’appliquer et on conclut.

d)

I =
∫ +∞

0

eax − ebx

x
e−pxdx.

L’intégrand est intégrable si p > a, p > b. De plus, on a

D{ a
b

}(
eax − ebx

x
e−px) =


xeaxe−px

x

−xebxe−px

x

 =
{

e(a−p)x

−e(b−p)x

}
.

En appliquant le théorème de dérivation des intégrales paramétriques, on obtient

D{ a
b

}I =
∫ +∞

0

{
e(a−p)x

−e(b−p)x

}
dx =



e(a−p)x

a− p

∣∣∣∣+∞
0

−e
(b−p)x

b− p

∣∣∣∣+∞
0

=


1

p− a

1
b− p

.

Par primitivation, il vient

I = ln(p− b)− ln(p− a) + C.

Or, si a = b, il est clair que I = 0 donc C = 0. Ainsi,

I = ln(
p− b
p− a

).

e)

I =
∫ +∞

0

dxe−px
∫ +∞

x

e−ξ

ξ
dξ.
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Inversons l’ordre d’intégration :

I =
∫ +∞

0

dξ

∫ ξ

0

dxe−px
e−ξ

ξ

=
∫ +∞

0

e−ξ

ξ

e−px

−p

∣∣∣∣ξ
0

dξ

=
∫ +∞

0

e−pξ − 1
−pξ

e−ξdξ

=
1
p
L1(

e0ξ − e−pξ

ξ
)

et si l’on tient compte de l’exercice précédent, il vient :

I =
1
p

ln
1 + p

1− 0
=

ln(1 + p)
p

.

2

Exercice 7.7 Soit la constante d’Euler

C = lim
m

(
m∑
k=1

k−1 − ln(m)

)
.

Montrer que
a) −C = DΓ(1) = L1 ln(x)
b) Lp ln(x) = −p−1(ln(p) + C) pour p > 0
c) −C =

∫+∞
0 x−1 (e−x − (1 + x)−1) dx.

(Les transformations de Laplace sont des transformations unilatérales.)

Solution: a) et b) voir livre de théorie pp 171− 173.
(Pour rappel : si p > 0, il vient, en posant y = px,∫ +∞

0

e−px lnxdx =
∫ +∞

0

e−y

p
ln
y

p
dy

=
1
p

[∫ +∞

0

e−y ln ydy − ln p
∫ +∞

0

e−ydy

]
=

1
p

[∫ +∞

0

e−y ln ydy − ln p
]
.

Or on a

DΓ(1) =
∫ +∞

0

e−t ln tdt = −C
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(voir cours).)
c) On sait que pour tous a, b > 0, on a∫ +∞

0

dt
e−at − e−bt

t
= ln

b

a
.

Dès lors,

−C =
∫ +∞

0

dx e−x lnx =
∫ +∞

0

dx e−x
∫ +∞

0

dt
e−t − e−xt

t
.

Une permutation des intégrales donne alors

−C =
∫ +∞

0

dt
1
t

∫ +∞

0

dx
(
e−te−x − e−xt−x

)
=

∫ +∞

0

dt
1
t

(
e−t − 1

t+ 1

)
.

Justification pour la permutation : Tonelli-Fubini : la fonction

f(x, t) := e−x
e−t − e−xt

t

- est continue sur I = ]0,+∞[× ]0,+∞[
- est intégrable en t sur ]0,+∞[ pour tout x > 0 et∫ +∞

0

dt |f(x, t)| = e−x lnxχ]1,+∞[(x)− e−x lnxχ]0,1](x)

- la fonction
∫ +∞

0
dt |f(x, t)| est intégrable sur ]0,+∞[. 2

Exercice 7.8 Trouver les transformées de Laplace unilatérales in-
verses de

2p

(p+ 3)2
,

6p

p2 + 4p+ 13
,

10

p(p2 + 2p+ 5)
.

Solution: Pour p > −3, on a

Lp
(
2e−3x − 6xe−3x

)
=

2p
(p+ 3)2

.

Pour p > −2, on a

Lp
(
6e−2x cos(3x)− 4e−2x sin(3x)

)
=

6p
p2 + 4p+ 13

.
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Pour p > 0, on a

Lp
(
2− 2e−x cos(2x)− e−x sin(2x)

)
=

10
p(p2 + 2p+ 5)

.

2

Exercice 7.9 Résoudre par Laplace le système :{
Du+ v = 0
Dv − u− 2v = 0.

Solution: Par la formule donnant la transformée de Laplace d’une dérivée, il vient

pLp(u)− u(0) + Lp(v) = 0

pLp(v)− v(0)− Lp(u)− 2Lp(v) = 0.

Il faut donc résoudre le système linéaire suivant(
p 1
−1 p− 2

) (
Lp(u)
Lp(v)

)
=
(
u(0)
v(0)

)
.

On obtient alors(
Lp(u)
Lp(v)

)
=

1
p2 − 2p+ 1

(
p− 2 −1
+1 p

) (
u(0)
v(0)

)
.

Il en résulte que

Lp(u) =
p− 2

(p− 1)2
u(0)− 1

(p− 1)2
v(0)

Lp(v) =
1

(p− 1)2
u(0) +

p

(p− 1)2
v(0).

Or
p− 2

(p− 1)2
=

1
p− 1

− 1
(p− 1)2

p

(p− 1)2
=

1
p− 1

+
1

(p− 1)2

et

Lp(ex) =
1

p− 1

Lp(xex) =
1

(p− 1)2
.
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D’où la solution :(
u
v

)
=
(
ex − xex −xex
xex ex + xex

) (
u(0)
v(0)

)
.

2

Exercice 7.10 Utiliser la transformation de Laplace pour résoudre
les systèmes suivants :

1.

{
D2u+ u = x
u(0) = 1, Du(0) = 4

2.

{
D2u+ 2Du+ u = cosx
u(0) = 1, Du(0) = 2

3.


Du+Dv = −e−x
Du+ u+ v = 0
u(0) = 0, v(0) = 1

4.


Du−Dv = xex

Du− u− v = 0
u(0) = 0, v(0) = 1

5.


D2u+Dv = x
D2v + u = ex

u(0) = v(0) = Du(0) = Dv(0) = 0

6.


D2u−Dv = 2− 2x
Dv + u = x2 + 2x+ cosx
u(0) = 1, Du(0) = v(0) = 0

7.


Du−Dv = x sinx
D2v + 2u+ v = 0
u(0) = v(0) = 0, Dv(0) = 1

8.


Du+ u+ v = 0
Du+Dv − u = 0
u(0) = 0, v(0) = 1
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Solution:

1. u(x) = x+ cosx+ 3 sinx.

2. u(x) = (sinx+ (5x+ 2)e−x)/2.

3. u(x) = e−x − 1, v(x) = 1.

4. u(x) = xex; v(x) = ex.

5. u(x) = −1 + (2/3)ex − (x/3)ex + (1/3)e−x/2 cos
[
(
√

3/2)x
]

− (1/3
√

3)e−x/2 sin
[
(
√

3/2)x
]
,

v(x) = x2/2− (1/3)ex + (1/3)xex + (1/3)e−x/2 cos
[
(
√

3/2)x
]

+ (1/3
√

3)e−x/2 sin
[
(
√

3/2)x
]
.

6. u(x) = x2 + (1/2)x sinx+ cosx, v(x) = x2 + (1/2)x cosx− (1/2) sinx.

7. u(x) = sinx, v(x) = x cosx.

8. u(x) = − sinx, v(x) = cosx+ sinx.

2

Exercice 7.11 Schématisons le passage d’une voiture sur une bosse
sinusöıdale par le système dynamique suivant :

où m est la masse du véhicule, k la constante du ressort, v la vitesse
de déplacement, xe la position d’équilibre. Le système est en équilibre
pour d < 0. Notons x(t) l’écart à la position d’équilibre et x0(t) la
position du point d’appui p au cours du temps. Le système dynamique
est donc décrit par les équations :

mẍ = k(x0 − x)
x(t) = 0 pour t < 0
ẋ(t) = 0 pour t < 0
x0(t) = h sin(vt

b
π)χ[0, bv ]

(t).
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Notons ω =
√

k
m

la pulsation propre du système et posons α = vπ
b

. Les
équations deviennent alors

ẍ+ ω2x = ω2x0

x(0) = 0
ẋ(0) = 0
x0(t) = h sin(αt)χ[0, πα ].

On demande de résoudre ce système par la transformation de Laplace
unilatérale.

Solution: Posons
x0 = Ls(x0(t)), x = Ls(x(t)).

Il vient :

x0 = h
(

sin(αt)χ[0,+∞[ + sinα(t− π

α
)χ[0,+∞[(t−

π

α
)
)

x0 = h

(
α

s2 + a2
+

αe−
π
α s

s2 + α2

)
x0 = αh

1 + e−
π
α s

s2 + α2
.

On a également

x =
ω2αh

(s2 + ω2)
(1 + e−

π
α s)

(s2 + α2)

= ω2αh(1 + e−
π
α s)

1
α2 − ω2

(
1

s2 + ω2
− 1
s2 + α2

)

=
ω2αh

α2 − ω2
(1 + e−

π
α s)Ls(

1
ω

sinωt− 1
α

sinαt).

Dès lors,

x(t) =
ω2αh

α2 − ω2

[
(

1
ω

sinωt− 1
α

sinαt)χ[0,+∞[(t)

+(
1
ω

sinω(t− π

α
)− 1

α
sin(α(t− π

α
)))χ[0,+∞[(t−

π

α
)
]
.

Si t ∈
[
0, πα

]
,

x =
ω2αh

α2 − ω2
(

1
ω

sinωt− 1
α

sinαt)

=
ωαh

α2 − ω2
sinωt− ω2h

α2 − ω2
sinαt.
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Si t ∈
[
π
α ,+∞

[
,

x =
ω2αh

α2 − ω2
(

1
ω

sinωt+
1
ω

sinω(t− π

α
))

=
ωαh

α2 − ω2

[
sinωt+ sinω(t− π

α
)
]

=
2ωαh
α2 − ω2

sin(ωt− ωπ

2α
) cos

ωπ

2α

=
2ωαh
α2 − ω2

cos
ωπ

2α
sinω(t− π

2α
).

Passage à basse vitesse Passage à grande vitesse

2

Exercice 7.12 Montrer que si Z est un polynôme n’ayant que des
zéros simples, alors

1

Z(p)
= Lp(

∑
a

a zéro de Z

eax

Z ′(a)
).

Solution: On a
1

Z(p)
=
∑
a

Z(a)=0

αa
p− a

d’où
p− b
Z(p)

=
∑
a

Z(a)=0

αa(p− b)
p− a

et
lim
p→b

p− b
Z(p)

= αb

si b est un zéro de Z.
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Ainsi
αb =

1
Z ′(b)

.

2

Exercice 7.13 Soit L(D) =
∑n
k=0 akD

k, an 6= 0 un opérateur de
dérivation à coefficients constants de degré n. Montrer que

Lp(A) =
1

L(p)
si <p > sup

L(a)=0
(<a)

où A est la réponse impulsive associée à L(D) (cf. ex. 5.22).

Solution: Nous savons que
L(D)A = 0

A(0) = 0, . . . , Dn−2A(0) = 0, Dn−1A(0) =
1
an
.

Ainsi
A(x) =

∑
L(a)=0

Pαa−1(x)eax.

Il en résulte que A(x) admet une transformée de Laplace unilatérale en p si

<p > <a

pour tout a tel que L(a) = 0.
De plus,

Lp(Df) = pLp(f)− f(0).

Donc

Lp(DA) = pLp(A)
...

Lp(Dn−1A) = pn−1Lp(A)
Lp(DnA) = pnLp(A)−Dn−1A(0).

Il en résulte que

Lp(L(D)A) =
n∑
k=0

akp
kLp(A)− anDn−1A(0) = 0.

Donc
L(p)Lp(A) = 1
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et

Lp(A) =
1

L(p)

comme annoncé. 2

Exercice 7.14 Soit f une fonction définie et mesurable sur IR, nulle
sur ]−∞, 0]. Soient aussi les réels α ∈ ]1,+∞[, A ∈ IR et p0 ∈ Γf .

a) Si lim
x→0+

x−αf(x) = A, alors lim
p→+∞

pα+1Lp(f) = AΓ(α + 1).

b) Si lim
x→∞

x−αf(x) = A, alors lim
p→0+

pα+1Lp(f) = AΓ(α + 1).

Solution: On se ramène au cas A = 0 en considérant la fonction

F (x) = f(x)−Axαχ]0,+∞[(x).

Cela étant, soit ε > 0.
a) Il existe η > 0 tel que

x−α |f(x)| ≤ ε

2Γ(α+ 1)
si 0 ≤ x ≤ η. (7.2)

D’une part, on a alors

lim
p→+∞

pα+1

∫ +∞

η

e−px |f(x)| dx = 0

en vertu du théorème de Lebesgue. En effet, pour tout x ≥ η, on a

lim
p→+∞

pα+1e−px |f(x)| = 0

et il existe C > 0 tel que, pour tout p > sup{0, p0},

pα+1e−px |f(x)| ≤ pα+1e−(p−p0)ηe−p0x |f(x)|
≤ Ce−p0x |f(x)|

pour x ∈ ]η,+∞[.
D’autre part, la majoration 7.2 entrâıne∫ η

0

e−px |f(x)| dx ≤ ε

2
p−(α+1)
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pour tout p > sup{0, p0}. D’où la conclusion car on a

∣∣pα+1Lp(f)
∣∣ ≤ pα+1

∫ η

0

e−px |f(x)| dx+ pα+1

∫ +∞

η

e−px |f(x)| dx

pour tout p > sup{0, p0}.
b) Comme f est intégrable sur tout intervalle du type [0, R] (R > 0) et vérifie

limx→+∞ x−αf(x) = 0, Lp(f) existe pour tout p > 0. Cela étant, soit η > 0 tel que

x−α |f(x)| ≤ ε

2Γ(α+ 1)
si x ≥ η. (7.3)

Pour tout p > 0, on a alors

∣∣pα+1Lp(f)
∣∣ ≤ pα+1

∫ η

0

|f(x)| dx+ pα+1

∫ +∞

η

e−px |f(x)| dx

donc aussi ∣∣pα+1Lp(f)
∣∣ ≤ pα+1

∫ η

0

|f(x)| dx+
ε

2

en tenant compte de 7.3. D’où la conclusion. 2
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Chapitre 8

Transformation de Fourier
dans L2

Exercice 8.1 Calculer la transformée de Fourier dans L2 de f pour

a) f = x−1χ]−∞,−1]∪]1,+∞[(x);

b) f = e−x
2/2.

(Suggestion:
a) La suite de fonctions fm = fχ[−m,m] (m ∈ IN) est une suite d’éléments de

L1 ∩L2 qui converge dans L2 vers f et telle que la suite F±y fm converge partout
dans IR vers la fonction g définie sur IR par

g(y) = ±2i(
π

2
sgn y −

∫ 1

0

sinxy
x

dx) (y 6= 0)

g(0) = 0.

b) La fonction f appartient aussi à L1 donc les transformées de Fourier dans L1

et L2 sont égales presque partout. )

Exercice 8.2 [Transformation de Fourier L2 et transformation de
Laplace]

Soit f ∈ L2([0,+∞[) nulle sous zéro. On demande de montrer que
Lx±iy(f) a un sens pour x > 0 et que

Lx∓iy(f)→
L2

F±y f

153
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pour x→ 0+.

Solution: Comme e−(x∓iy)t est de classe L2([0,+∞[) en t si x > 0, il est clair que
la fonction

e−(x∓iy)tf(t)

est intégrable sur [0,+∞[ comme produit de fonctions de carré intégrable.
La transformée de Laplace Lx∓iy(f) est donc définie si x > 0. Il est clair que

e−xtf(t)→
pp
f(t)

si x→ 0+ et comme ∣∣(e−xt)f(t)
∣∣2 ≤ |f(t)|2

pour tout x et tout t positifs, le théorème de Lebesgue permet d’affirmer que

e−xtf(t)→
L2
f(t)

pour x→ 0+. On en déduit que

F±y (e−xtf(t))→
L2

F±y f.

Or e−xtf(t) est intégrable sur [0,+∞[ pour x > 0. On a donc

F±y (e−xtf(t)) =
∫ +∞

−∞
e±iyte−xtf(t)dt

= Lx∓iy(f)

d’où la conclusion. 2

Exercice 8.3 Montrer que les fonctions suivantes appartiennent à
L2 \L1(IR) et calculer leur transformée de Fourier dans L2(IR) (a > 0).

x

1 + x2
, sign(x)

sin(x)

x
,

cos(x)

x
χ]−∞,−a]∪[a,+∞[,

1− cos(x)

x

Exercice 8.4 Pour tout n ∈ IN, on définit la fonction de C. Hermite
Hn(x) en posant

Hn(x) = ex
2/2Dn

xe
−x2

pour x ∈ IR. Montrer que

F±x→yHn(x) =
√

2π(±i)nHn(y).
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Solution:
On constate aisément par récurrence sur n que

Hn(x) = e−
x2
2 P(n)(x)

où Pn est un polynôme de degré inférieur à n. On a donc

Hn ∈ L1(]−∞,+∞[)

Cela étant, on obtient successivement

F±x→yHn(x) =
∫ +∞

−∞
e±ixyex

2/2Dn
xe
−x2

dx

=
∫ +∞

−∞
e±ixy+(x2/2)Dn

xe
−x2

dx

= e±ixy+(x2/2)Dn−1
x e−x

2
|+∞−∞

−
∫ +∞

−∞
Dx(e±ixy+(x2/2))Dn−1

x e−x
2
dx

= (−1)n
∫ +∞

−∞
Dn
x (e±ixy+(x2/2))e−x

2
dx

= (−1)n
∫ +∞

−∞
Dn
x (e((x±iy)2+y2)/2)e−x

2
dx

= (−1)ney
2/2

∫ +∞

−∞
(Dn

xe
(x±iy)2/2)e−x

2
dx.

Mais

Dye
(x±iy)2

2 = (DXe
X2
2 )X=x±iy(±i)

Dxe
(x±iy)2

2 = (DXe
X2
2 )X=x±iy

donc
Dxe

(x±iy)2
2 = ∓iDye

(x±iy)2
2 .

Ainsi

F±x→yHn(x) = (−1)n(∓i)ne
y2

2
∫ +∞

−∞
(Dn

y e
(x±iy)2

2 )e−x
2
dx

= (±i)ne
y2

2 Dn
y

[∫ +∞

−∞
e

(x±iy)2
2 e−x

2
dx

]
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= (±i)ne
y2

2 Dn
y

[∫ +∞

−∞
e
x2
2 ±ixy−

y2

2 −x
2
dx

]
= (±i)ne

y2

2 Dn
y

[
e−

y2

2 F±x→y(e−
x2
2 )
]

= (±i)ne
y2

2 Dn
y

[
e−

y2

2
√

2πe−
y2

2

]
=
√

2π(±i)nHn(y).

2

Exercice 8.5 Soit F un élément de L∞. Alors il existe f ∈ L2 tel
que F = f ∗ f si et seulement s’il existe ϕ ∈ L1 tel que F = F±ϕ.

(Suggestion: La condition est nécessaire. De fait, vu le théorème de Parseval (dans
L2), on a

F = f ∗ f = (2π)−nF∓(F±f.F±f).

La condition est suffisante. Si ϕ est intégrable, alors il s’écrit sous la forme
ϕ = g2 avec g ∈ L2 (prendre g = e(i/2) argϕ

√
|ϕ|), donc aussi sous la forme du carré

d’une transformée de Fourier dans L2. D’où la conclusion en se rappelant que l’on
a F = F±ϕ par hypothèse et en appliquant le théorème de Parseval. )

Exercice 8.6 Soit f ∈ L1. On a

F+f ∈ L2 ⇐⇒ f ∈ L2.

Solution: Si f ∈ L2 ∩ L1, alors F+f = F+f ∈ L2.
Réciproquement, démontrons que f = (2π)−nF−F+f . Pour cela, démontrons

que ∫
IRn

dx f(x)ϕ(x) = (2π)−n
∫

IRn
dx ϕ(x)F−x F+f

pour tout ϕ ∈ D(IRn). De fait, on a successivement∫
IRn

dx ϕ(x)F−x F+f =
∫

IRn
dx F−x ϕF+

x f

=
∫

IRn
dx F−x ϕF+

x f

=
∫

IRn
dx F+

x F−ϕ f(x)

= (2π)n
∫

IRn
dx ϕ(x) f(x)
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en utilisant le théorème de transfert dans L2, dans L1 et le théorème de Fourier. 2

Exercice 8.7 Soit A une partie intégrable de IRn. On pose f =
F+χA. Calculer f ∗ f .

Solution: Pour tous g, h ∈ L2, on a

F∓
(
F±g F±h

)
= (2π)ng ∗ h

sur IRn. Avec g = f = h, on obtient

f ∗ f = F+
(
F−f F−f

)
= (2π)nF+χA = (2π)nf

donc aussi
((2π)−nf) ∗ ((2π)−nf) = (2π)−nf.

A comparer avec G ∗G = G,G ∈ L1, voir exercice 6.1. 2

Exercice 8.8 a) Soit f ∈ L2 tel que F+
x f 6= 0 pour presque tout x.

Alors

(g ∈ L2, 〈g, f(.+ c)〉L2 = 0 pour tout c ∈ IRn) =⇒ g = 0.

b) Soit f ∈ L1 ∩ L2 tel que F+
x f 6= 0 ∀x ∈ IRn. Alors

(g ∈ L2, 〈g, h ∗ f〉L2 = 0 pour tout h ∈ L2) =⇒ g = 0.

Solution: a) Comme
F±x f(.+ c) = e∓i〈x,c〉F±x f

la formule de Parseval conduit à

0 = (2π)n 〈g, f(.+ c)〉 =
〈
F+g, F+f(.+ c)

〉
= F+

x→c(F
+g F+f).

Il s’ensuit que F+g F+f = 0 pp donc que (vu l’hypothèse) F+g = 0 pp et finalement
g = 0 pp.

b) On a g = 0 si et seulement si F−g̃ = 0, ou encore (vu la condition sur f) si
et seulement si F−g̃ F+f = F−g̃ F−f = 0. Et ceci a lieu si et seulement si

F+
(
F−g̃ F−f

)
= F+

(
F−g̃ F−f

)
= (2π)ng̃ ∗ f = 0.

De plus, comme g̃ ∗ f ∈ L2, on a

g̃ ∗ f = 0 ⇐⇒
(
g̃ ∗ f

)
∗
(
g̃ ∗ f

)∗
= 0.
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Pour conclure, il suffit donc de prouver que

(g̃ ∗ f) ∗G = g̃ ∗ (f ∗G) = 0

pour tout G ∈ L2. De fait, on a

(f ∗G)(y + x) = (f ∗G(x− .))(y)

donc

g̃ ∗ (f ∗G)(x) =
∫
dy g(y)(f ∗G)(x+ y)

=
∫
dy g(y)(f ∗G(x− .))(y)

=
〈
g, f ∗ (G(x− .))

〉
= 0

vu l’hypothèse. 2

Exercice 8.9 [Espace de Sobolev H1]
Plaçons-nous sur la droite réelle et définissons l’espace H1 comme

étant l’ensemble des fonctions de L2 qui ont une dérivée généralisée
dans L2. Rappelons que cette dérivée est caractérisée par le fait que
pour tout ϕ ∈ D(IR), on a l’égalité

〈Df, ϕ〉 = 〈f,−Dϕ〉 .

Pour tout f ∈ H1, on pose

‖f‖H1 = ‖f‖L2 + ‖Df‖L2 .

On demande de montrer que

a) H1 est un sous-espace linéaire de L2,

b) (H1, ‖·‖H1) est un espace de Banach,

c) si f ∈ H1 et g ∈ L2 (resp. L1), alors f ∗ g ∈ L∞ (resp. L2) admet
une dérivée généralisée dans L∞ (resp. L2) donnée par

D(f ∗ g) = Df ∗ g,
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d) toute fonction de H1 est limite dans H1 d’une suite de fonctions
C∞ à support compact,

e) si f et g sont des fonctions de H1, alors

〈Df, g〉 = −〈f,Dg〉 ,

f) on dispose d’une inclusion naturelle continue de l’espace de Banach
H1(IR) dans l’espace de Banach C0

b(IR).

Solution: Le point (a) est évident.
Pour démontrer (b), considérons une suite fm de Cauchy dans (H1, ‖·‖H1). Vu

la définition de ‖·‖H1 , il est clair que cela implique que ∀ε > 0, ∃Mε tel que ∀m,
n > Mε, on a

‖fm − fn‖L2 + ‖Dfm −Dfn‖L2 ≤ ε. (8.1)

On en déduit que fm et Dfm sont de Cauchy dans L2. Notons f et g leur limite
respective. Soit ϕ ∈ D(IR), il est clair que

〈fm,−Dϕ〉 → 〈f,−Dϕ〉

〈Dfm, ϕ〉 → 〈g, ϕ〉 .

Donc, vu l’unicité des limites des suites dans CI , on a

〈f,−Dϕ〉 = 〈g, ϕ〉 .

Cette relation montre que g = Df , d’où l’on tire que f ∈ H1. De plus, en passant
à la limite dans la relation (8.1), on voit que ∀m > Mε, on a

‖f − fm‖L2 + ‖Df −Dfm‖L2 ≤ ε.

Cette relation montre que fm → f dans l’espace H1, ce qui achève d’établir (b).
Passons au point (c). Soient f ∈ H1 et g ∈ L2. Pour tout ϕ ∈ D(IR), on a la

suite d’égalités

〈f ∗ g,−Dϕ〉 = (f ∗ g) ∗Dϕ̃
∣∣∣
x=0

= g ∗ (f ∗Dϕ̃)
∣∣∣
x=0

.

Or, on a

(f ∗Dϕ̃)x =
∫
f(y)Dϕ̃(x− y)dy
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=
∫
f(y)−Dϕ(y − x)dy

=
∫

(Dyf)ϕ(y − x)dy

= (Df) ∗ ϕ̃.

Donc, on obtient

〈f ∗ g,−Dϕ〉 = g ∗ (Df ∗ ϕ̃)
∣∣∣
x=0

= 〈(Df ∗ g), ϕ〉 ,

ce qui permet de conclure.
Pour le point (d), remarquons d’abord que si f ∈ H1 et est à support compact,

alors f ∗ ρ1/m est une suite de fonctions de D(IR) qui converge vers f dans H1 car
le point (c) montre que

D(f ∗ ρ1/m) = Df ∗ ρ1/m

et cela entrâıne la convergence de D(f ∗ ρ1/m) vers Df dans L2. Il nous suffit donc
d’établir que tout f ∈ H1 est limite dans H1 d’une suite d’éléments de H1 à support
compact.

Pour construire cette suite, considérons une fonction α ∈ D(IR) égale à 1 sur
[−1, 1] et nulle sur C[−2, 2] et posons

fm(x) = f(x)α(
x

m
).

Il est clair que fm converge vers f dans L2. De plus, on vérifie aisément que

Dfm = Df α(
x

m
) + f Dα(

x

m
)

1
m
.

Pour conclure, il suffit alors de constater que

f Dα(
x

m
)

1
m
→
L2

0

puisque ∥∥∥∥f(Dα)(
x

m
)

1
m

∥∥∥∥
2

≤ 1
m
‖f‖L2 sup

x∈IR
|Dα(x)| .

Le point (e) est une conséquence directe de (c).
Pour établir (f), remarquons que

2πϕ(x) = F−x F+ϕ
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pour tout x ∈ IR et pour tout φ ∈ D(IR) . Ainsi, pour tout x ∈ IR

2π |ϕ(x)| ≤
∫ ∣∣F+

y ϕ
∣∣ dy

≤
∫
I

∣∣F+
y ϕ
∣∣ dy +

∫
CI

y
∣∣F+
y ϕ
∣∣ 1
y
dy

où I = [−1, 1].
Comme 1

yχCI est une fonction de classe L2(IR), l’inégalité de Schwarz montre
que

2π |ϕ(x)| ≤
√

mes(I)
∥∥F+ϕ

∥∥
L2 +

∥∥yF±y ϕ∥∥L2

∥∥∥∥1
y
XCI

∥∥∥∥
L2

.

Ainsi, il existe une constante A telle que

|ϕ(x)| ≤ A ‖ϕ‖H1 .

Soient f un élément de H1 et ϕm une suite de D(IR) qui approche f dans H1.
Comme ϕm est de Cauchy dans H1, la majoration précédente montre que ϕm est
de Cauchy dans C0

b(IR). Notons g sa limite. Comme on peut extraire de ϕm une
sous-suite qui converge pp vers f , il est clair que f =

pp
g. De plus, la majoration

obtenue montre en passant à la limite que

|g(x)| ≤ A ‖f‖H1 .

La loi qui, à tout f ∈ H1, associe la seule fonction continue g qui lui est égale pp
est donc une inclusion continue comme annoncé. 2

Exercice 8.10 Si f ∈ L2(IR), montrer que

a) F±f ∈ H1 ssi xf ∈ L2(IR) et que dans ce cas, on a

DF±f = F±(±ixf)

b) f ∈ H1 ssi yF±y f ∈ L2(IR) et que dans ce cas, on a

F±Df = ∓iyF±y f.

Solution: Il suffit d’établir (b) car (a) s’en déduit par transformation de Fourier
L2. Supposons donc que f ∈ H1. L’exercice sur l’espace de Sobolev H1 montre
qu’il existe une suite ϕm ∈ D(IR) qui converge vers f dans H1. On en déduit que
F±ϕm → F±f dans L2. Et quitte à remplacer ϕm par une sous-suite, on peut
également supposer que cette convergence a lieu presque partout.
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Donc, d’une part, ∓iyF±ϕm → ∓iyF±f presque partout. Or, d’autre part,
∓iyF±ϕm = F±(Dϕm), donc ∓iyF±ϕm → F±(Df) dans L2. Ainsi

F±(Df) = ∓iyF±y f

d’où la conclusion.
Supposons maintenant que yF±y f ∈ L2(IR). Pour tout ϕ ∈ D(IR), on a succes-

sivement 〈
1

2π
F∓(∓iyF±y f), ϕ

〉
=

1
2π
〈
∓iyF±y f,F

±
y ϕ
〉

=
1

2π
〈
F±y f,±iyF±y ϕ

〉
=

1
2π
〈
F±y f,F

±(−Dϕ)
〉

= 〈f,−Dϕ〉 .

Ainsi f ∈ H1 et

Df =
1

2π
F∓(∓iyF+

y f)

d’où la conclusion par transformation de Fourier L2. 2

Exercice 8.11 Si f, xf, yF±y f sont des fonctions de classe L2, montrer

que f et F±f ∈ H1 et que

a) ‖f‖2
L2 ≤ 2 ‖xf‖L2 ‖Df‖L2

b)
1

2
≤ ‖xf‖L2

‖f‖L2

∥∥∥yF±y f
∥∥∥

L2∥∥∥F±y f∥∥∥L2

.

Solution: Le fait que f et F±y f ∈ H1 a déjà été établi dans les exercices sur l’espace
de Sobolev H1. Un calcul rapide montre que l’on a

(f ∗ xf∗)y + (xf ∗ f∗)y = y(f ∗ f∗)y.

Comme f ∈ H1 et (xf) ∈ L2, chacun des produits de convolution ci-dessus se trouve
dans L∞ ∩C0 et admet une dérivée généralisée dans L1

loc. Si l’on dérive l’égalité
obtenue en tenant compte des propriétés de l’espace H1 (cf. Ex 8.8), on voit que

Df ∗ xf∗ − xf ∗ (Df)∗ = f ∗ f∗ + x(Df ∗ f∗).

En évaluant cette relation en 0, il vient

−〈Df, xf〉 − 〈xf,Df〉 = 〈f, f〉
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d’où l’on tire que
−2< 〈Df, xf〉 = 〈f, f〉 .

L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre alors que l’on a

‖f‖2L2 ≤ 2 ‖Df‖L2 ‖xf‖L2

comme annoncé. Tenant compte de la relation ‖F±f‖L2 =
√

2π ‖f‖L2 , on en tire
que

‖f‖L2

‖F±f‖L2√
2π

≤
2 ‖F±Df‖L2√

2π
‖xf‖L2

d’où la conclusion. 2

Remarque: L’exercice précédent fournit une version mathématique du célèbre
principe d’incertitude de Heisenberg.

Exercice 8.12 Montrer que si f ∈ H1 et si xf ∈ L2, alors il existe
une suite ϕm ∈ D(IR) telle que

ϕm →
L2
f, xϕm →

L2
xf, Dϕm →

L2
Df.

Solution: On peut se limiter au cas où f est à support compact. En effet, soit α
une fonction de D(IR) égale à 1 sur [−1, 1] et nulle sur C[−2, 2].

Nous avons déjà montré que

fα(
x

m
)→

H1
f

et le théorème de Lebesgue montre que

xf(x)α(
x

m
)→

L2
xf(x).

Soit donc f ∈ L2
comp. La théorie des unités approchées de convolution combinée

aux résultats sur l’espace H1 obtenus précédemment nous montre que

f ∗ ρ1/m →
H1
f.

Pour conclure, il suffit alors de remarquer que∥∥x(f ∗ ρ1/m)− xf
∥∥

L2 ≤ sup
x∈K
|x|
∥∥f ∗ ρ1/m − f

∥∥
L2

où K est le compact
{x : d(x,Supp(f)) ≤ 1}.

2
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Remarque: Ce résultat permet de démontrer que

〈xf,Df〉+ 〈Df, xf〉+ 〈f, f〉 = 0

si f ∈ H1 et si xf ∈ L2 . En effet, cette formule est une conséquence directe de la
formule de Leibnitz si f ∈ D(IR) et elle s’étend par continuité au cas envisagé vu la
propriété d’approximation établie dans l’exercice ci-dessus.



Chapitre 9

Séries de Fourier dans L2

Exercice 9.1 Développer la fonction

f(x) =
π − x

2

en série de Fourier trigonométrique dans l’intervalle [0, 2π]. En déduire
la valeur de la somme

+∞∑
m=1

1

m2
.

(Suggestion: Pour tout m ∈ IN, posons

am = π−1

∫ 2π

0

f(x) cosmx dx

et

bm = π−1

∫ 2π

0

f(x) sinmx dx

posons aussi

a0 = (2π)−1

∫ 2π

0

f(x) dx.

On obtient alors les valeurs am = 0 pour tout m et bm = 1
m pour tout m. Il s’ensuit

que la suite

SM (x) =
M∑
m=1

sinmx
m

165
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converge dans L2(]0, 2π[) vers f et presque partout sur ]0, 2π[ vers f . De plus,
comme la fonction

S(x) :=
+∞∑
m=1

sinmx
m

est continue sur l’ouvert ]0, 2π[, on obtient finalement S(x) = f(x) pour tout x ∈
]0, 2π[.

De plus, la formule de Parseval donne l’égalité∫ 2π

0

f2(x)dx = π

+∞∑
m=1

1
m2

et par suite
∑+∞
m=1

1
m2 = π2

6 . )

Exercice 9.2 Développer les fonctions suivantes en série trigonomé-
trique de Fourier dans l’intervalle [−π, π] :

f(x) := χ]−π,−π/2] − χ]−π/2,π/2] + χ]π/2,π]

g(x) := χ]−π,−π/2] − χ]−π/2,0] + χ]0,π/2] − χ]π/2,π].

Solution:

f(x) =
4
π

+∞∑
m=1

(−1)m

(2m− 1)
cos(2m− 1)x;

g(x) =
4
π

+∞∑
m=1

1
(2m− 1)

sin 2(2m− 1)x.

Les graphiques suivants représentent successivement

χ]−π,−π/2] − χ]−π/2,π/2] + χ]π/2,π[ et
4
π

3∑
m=1

(−1)m
cos(2m− 1)x

2m− 1

χ]−π,−π/2] − χ]−π/2,π/2] + χ]π/2,π[ et
4
π

6∑
m=1

(−1)m
cos(2m− 1)x

2m− 1

χ]−π,−π/2] − χ]−π/2,π/2] + χ]π/2,π[ et
4
π

8∑
m=1

(−1)m
cos(2m− 1)x

2m− 1

χ]−π,−π/2] − χ]−π/2,π/2] + χ]π/2,π[ et
4
π

15∑
m=1

(−1)m
cos(2m− 1)x

2m− 1
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2

Exercice 9.3 Développer en série trigonométrique de Fourier
a) sin(x) dans L2([0, 2π]) et dans L2([0, π])
b) x3 dans L2([−π, π]) et dans L2([0, 2π])
c) ex dans L2([−π, π]) et dans L2([0, 2π])
d) xχ[−π,0](x) dans L2([−π, π]) et dans L2([0, 2π])
e) sin2(x) dans L2([0, π])
f) sin(x) | sin(x)| dans L2([0, 2π])
g) sin3(x) dans L2([0, 2π])
h) sin(x) cos2(x) dans L2([0, 2π]).

Solution: a) On a sin(x) = sin(x) dans L2([0, 2π]) et

sin(x) =
2
π
− 4
π

+∞∑
m=1

cos(2mx)
4m2 − 1

dans L2([0, π]).

b) On a

x3 = 2
+∞∑
m=1

(−1)m+1

(
π2

m
− 6
m3

)
sin(mx)
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dans L2([−π, π]) et

x3 = 2π3 + 12π
+∞∑
m=1

cos(mx)
m2

+
+∞∑
m=1

(
12
m3
− 8π2

m

)
sin(mx)

dans L2([0, 2π]).

c) On a

ex =
sh(π)
π

(
1 + 2

+∞∑
m=1

(−1)m
cos(mx)−m sin(mx)

1 +m2

)

dans L2([−π, π]) et

ex =
e2π − 1
π

(
1
2

+
+∞∑
m=1

cos(mx)−m sin(mx)
1 +m2

)

dans L2([0, 2π]).

d) On a

xχ[−π,0](x) =
−π
4

+
2
π

+∞∑
m=1

cos((2m− 1)x)
(2m− 1)2

+
+∞∑
m=1

(−1)m+1 sin(mx)
m

dans L2([−π, π]) et

xχ[−π,0](x) =
π

4
− 2

+∞∑
m=1

cos(mx)
m2

+
+∞∑
m=1

(−1)m+1 sin(mx)
m

dans L2([0, 2π]).

e) On a

sin2(x) =
1
2
− cos(2x)

2
dans L2([0, π]).

f) On a

sin(x) | sin(x)| = 10
3π

sin(x) +
2
π

+∞∑
m=1

(
1

4(m+ 1)3 − 1
− 1

4m3 − 1

)
sin((2m+ 1)x)

dans L2([0, 2π]).
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g) On a

sin3(x) =
3
4

sin(x)− 1
4

sin(3x)

dans L2([0, 2π]).

h) On a

sin(x) cos2(x) =
1
4

sin(x) +
1
4

sin(3x)

dans L2([0, 2π]). 2

Exercice 9.4 Soit g une fonction continue sur IR, 2π-périodique et
f une fonction continue sur [−π, π]. On pose

G(x) :=
∫ π

−π
dt f(t)g(x− t) = (fχ[−π,π] ∗ g)(x).

a) Montrer que G est continu sur IR et 2π-périodique
b) Calculer les coefficients du développement de G en série trigono-
métrique de Fourier dans L2([−π, π]) en fonction des coefficients du
développement de f et de g.

Solution: a) La fonction G est définie sur IR car pour tout x ∈ IR, la fonction
t 7→ f(t)g(x − t) est continue sur le compact [−π, π]. La continuité de G s’obtient
directement par application du théorème de Lebesgue. La périodicité de G est due
à la périodicité de g.

b) Pour tout x ∈ IR, on a

G(x) = 〈f, g(x− .)〉L2([−π,π]) .

Pour tout m ∈ ZZ , posons um(x) = eimx/
√

2π. Comme g est 2π-périodique, on a

g = lim
N→+∞

N∑
n=−N

bnun

dans L2
loc et pp sur IR, donc

g(x− .) = lim
N→+∞

N∑
n=−N

bnu−n(x− .)

dans L2
loc pour tout x ∈ IR. On a aussi

f = lim
M→+∞

M∑
m=−M

bmum
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dans L2([−π, π]) et pp sur [−π, π]. Comme u−n(x− .) = e−inxun(.), il s’ensuit que
pour tout x ∈ IR, on a

G(x) = lim
M→+∞

M∑
m=−M

ambme
imx. (9.1)

Comme
∑M
m=−M |am|2 et

∑M
m=−M |bm|2 convergent, la suite

∑M
m=−M |ambm|2 con-

verge aussi. Ceci implique que la convergence de (9.1) a lieu aussi dans L2([−π, π]),
donc que cette égalité fournit le développement de G demandé. 2

Exercice 9.5 [Corde vibrante amortie]
Rappelons que le mouvement d’une corde vibrante amortie est régi

par l’équation
(D2

x − aD2
t − bDt)u(x, t) = 0

où a > 0, b > 0 et où u(x, t) désigne l’écart à la position d’équilibre. On
demande de déterminer u(x, t) en supposant que la corde est fixée en
(0, 0) et en (π, 0), que l’écart initial à la position d’équilibre est donné
par g(x) ∈ C3(IR) et que la vitesse initiale Dtu(x, 0) est nulle.

Solution:
I) — Une méthode de résolution formelle consiste à trouver u(x, t) sous la forme

suivante

u(x, t) =
+∞∑
m=0

cm(t) cosmx+
+∞∑
m=1

sm(t) sinmx.

Cela étant, on constate que les conditions de fixation sont réalisées si les cm(t) sont
tous nuls. En tenant compte de ceci et en dérivant terme à terme, on obtient la
relation suivante

+∞∑
m=1

(aD2
t + bDt +m2)sm(t) sinmx = 0.

Cette dernière relation a lieu si les fonctions sm(t) vérifient

P (m,Dt)sm(t) = 0



Séries de Fourier dans L2 171

où on a posé
P (m,Dt) = aD2

t + bDt +m2.

Le réalisant ρm de P (m, t) est égal à b2 − 4am2; par conséquent, ρm finit par être
négatif. Soit m0 la plus petite valeur de m telle que ρm ≤ 0. Si on suppose que ρm
diffère de 0 pour tout m, on obtient

a) pour 1 ≤ m < m0 : sm(t) = βme
x(1,m)t+γmex(2,m)t où x(1,m) = (ρ1/2

m −b)/2a
et x(2,m) = −(ρ1/2

m + b)/2a sont les racines de P (m, t) et où βm et γm sont
des constantes;

b) pour m ≥ m0 : sm(t) = e−bt/2a(βm cos(|ρm|1/2 t/2a) + γm sin(|ρm|1/2 t/2a))
où βm et γm sont des constantes.

On obtient alors u(x, t) sous la forme suivante

u(x, t) =
m0−1∑
m=1

(βmex(1,m)t + γme
x(2,m)t) sinmx+

+∞∑
m=m0

(βm cos(|ρm|1/2
t

2a
) + γm sin(|ρm|1/2

t

2a
))e−bt/(2a) sinmx.

II) — Tenons compte à présent de la perturbation initiale.
Comme g est antisymétrique et périodique, on a

+∞∑
m=1

gm sinmx⇒
IR
g(x), avec gm = π−1

∫ 2π

0

dxg(x) sinmx.

Dès lors la relation u(x, 0) = g(x) se traduit par

m0−1∑
m=1

(βm + γm) sinmx+
+∞∑
m=m0

βm sinmx =
+∞∑
m=1

gm sinmx.

Cette dernière égalité est vérifiée si les constantes βm et γm satisfont à

βm + γm = gm (m < m0) et βm = gm (m ≥ m0). (9.2)

III) — En tenant compte à présent de la vitesse initiale nulle et du développe-
ment de u(x, t), on obtient la relation

m0−1∑
m=1

[x(1,m)βm + x(2,m)γm] sinmx+

+∞∑
m=m0

[
(− b

2a
)βm + |ρm|1/2 (2a)−1γm

]
sinmx = 0.
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Cette dernière égalité est vérifiée si

x(1,m)βm + x(2,m)γm = 0 (m < m0)

(− b

2a
)βm + |ρm|1/2 (2a)−1γm = 0 (m ≥ m0). (9.3)

IV) — Si m < m0, vu (9.2) et (9.3) et en tenant compte du fait que ρm et
x(2,m) diffèrent de 0, on obtient

βm = −ax(2,m)ρ−1/2
m gm

et
γm = ax(1,m)ρ−1/2

m gm.

Si m ≥ m0, on obtient (voir (9.2) et (9.3) )

βm = gm et γm = b |ρm|−1/2
gm.

Au total, u(x, t) est égal à

m0−1∑
m=1

agmρ
−1/2
m

[
x(2,m)ex(1,m)t − x(1,m)ex(2,m)t

]
sinmx+

∞∑
m=m0

gme
−bt/2a

[
cos(|ρm|1/2 (2a)−1t) + b |ρm|−1/2 sin(|ρm|1/2 (2a)−1t

]
sinmx.

V) — Pour vérifier que cette fonction est bien une solution, il suffit de vérifier
que les dérivées (terme à terme) d’ordre 0,1,2 convergent uniformément sur tout
compact (de IR). On peut alors effectivement dériver u(·, ·) terme à terme et les
expressions obtenues satisfont aux relations de départ.

VI) — Etude de la solution. La fonction u est en fait une superposition
d’harmoniques. Considérons le cas où gm est nul sauf pour une valeur de m.

Si m < m0, le réalisant ρm est strictement positif et u s’écrit

u(x, t) = agmρ
−1/2
m

[
x(2,m)ex(1,m)t − x(1,m)ex(2,m)t

]
sinmx

avec x(1,m) et x(2,m) strictement négatifs. Il n’y a donc pas d’oscillation tem-
porelle (amortissement fort).

Si m ≥ m0, le réalisant ρm est strictement négatif et u s’écrit

u(x, t)

= gme
−bt/2a

[
cos(|ρm|1/2 (2a)−1t) + b |ρm|−1/2 sin(|ρm|1/2 (2a)−1t)

]
sinmx

= gme
−bt/2a sin(|ρm|1/2 (2a)−1t+ θm) sinmx.
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Il s’agit d’une oscillation amortie au cours du temps.
NB: cas b = 0 : corde non amortie. Dans ce cas, on a ρm > 0 et on est toujours

dans le deuxième cas (i.e. m ≥ m0 = 1). De plus, on constate qu’il n’y a pas
d’amortissement au cours du temps (exponentielle égale à 1). 2

Exercice 9.6 [Membranes vibrantes]
La physique théorique nous apprend que toute membrane d’équation

z = L(x, y, t)

se déforme au cours du temps en respectant l’équation aux dérivées
partielles

D2
tL(x, y, t)−∆L(x, y, t) = 0

Si la membrane est fixée le long d’une courbe plane Γ, il faut encore
tenir compte de la condition aux limites

L(x, y, t) = 0 ∀(x, y) ∈ Γ

Nous nous proposons de déterminer explicitement L(x, y, t) dans le cas
où Γ est le bord du rectangle [0, A]×[0, B] en nous limitant aux solutions
de classe C∞.

Solution: Nous allons procéder en deux étapes.
Solutions Stationnaires — Cherchons tout d’abord les solutions non iden-

tiquement nulles du type
L(x, y, t) = U(x, y)V (t)

L’équation aux dérivées partielles devient:

U(x, y)D2
tV (t)−∆U(x, y)V (t) = 0

et la condition aux limites donne:

U(x, y)V (t) = 0 ∀(x, y) ∈ Γ

Comme V (t) n’est pas identiquement nul, on en déduit qu’il existe t0 tel que V (t0) 6=
0. Il vient alors par division:

U(x, y) = 0 ∀(x, y) ∈ Γ

et
∆U(x, y)
U(x, y)

=
D2
tV (t0)
V (t0)

= λ si U(x, y) 6= 0
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On en déduit que

∆U − λU = 0
D2
tV (t)− λV (t) = 0

Le problème est donc réduit à déterminer les fonctions de classe C∞ U(x, y) et V (t)
non identiquement nulles et les nombres réels λ tels que{

∆U − λU = 0
U|Γ = 0

D2
tV (t)− λV (t) = 0

Ce qui précède nous suggére de traiter tout d’abord le problème aux valeurs
propres consistant à déterminer les fonctions U(x, y) de classe C∞ et les réels λ tels
que {

∆U − λU = 0
U|Γ = 0

Nous aborderons le problème précédent en déterminant d’abord les solutions
non triviales à variables séparées:

U(x, y) = M(x)L(y)

L’équation ∆U − λU = 0 devient alors

D2
xM(x)L(y) +M(x)D2

yL(y)− λM(x)L(y) = 0

On en déduit que si M(x) 6= 0 et si L(y) 6= 0 alors

D2
xM(x)
M(x)

+
D2
yL(y)
L(y)

= λ

Quant aux conditions aux limites, elles deviennent

M(0) = M(A) = 0
L(0) = L(B) = 0

De la première équation, on déduit l’existence de réels α et β tels que D2M − αM = 0
D2L− βL = 0

α+ β = λ

Si α > 0, on a
M(x) = C1e

√
αx + C2e

−
√
αx
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et les conditions aux limites montrent que l’on a

C1 + C2 = 0
C1e

√
αA + C2e

−
√
αA = 0

Or

det
(

1 1
e
√
αA e−

√
αA

)
= e−

√
αA − e

√
αA

et ce déterminant est non nul car A 6= 0. Ainsi C1 = C2 = 0 et M est la solution
triviale.

Si α = 0, on a
M(x) = C1x+ C2

et M est de nouveau la solution triviale car les conditions initiales montrent que

C2 = 0 = C1A

Si α < 0, on a

M(x) = C1 cos(
√
−αx) + C2 sin(

√
−αx)

et les conditions initiales montrent que

C1 = 0 = C2 sin(
√
−αA)

Les seules solutions non triviales sont donc de la forme

M(x) = C sin(
√
−αx) C 6= 0

pour lesquelles il existe un naturel k tel que
√
−αA = kπ

En procédant de même pour L(y), on voit que les solutions non triviales à
variables séparées sont les fonctions U(x, y) de la forme

U(x, y) = C sin(
kπx

A
) sin(

lπy

B
) C 6= 0

le paramètre λ correspondant étant donné par

−λ =
(
k2

A2
+

l2

B2

)
π2

Posons
Ukl(x, y) = sin(

kπx

A
) sin(

lπy

B
)
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et

ωkl = π

√
k2

A2
+

l2

B2

Nous allons montrer que toute fonction U(x, y) qui s’annule avec ses dérivées
paires en tout point de Γ est la limite dans C∞(]0, A[×]0, B[) de la série

∞∑
k=1

∞∑
l=1

cklUkl(x, y)

où

ckl =
4
AB

∫ A

0

dx

∫ B

0

dyU(x, y)Ukl(x, y)

Pour cela, considérons la fonction U ′(x, y) définie sur [−A,A]×[−B,B] en posant

U ′(x, y) = −U(−x, y) sur ]−A, 0[×[0, B[
U ′(x, y) = U(x, y) sur [0, A[×[0, B[
U ′(x, y) = U(−x,−y) sur ]−A, 0[×]−B, 0[
U ′(x, y) = −U(x,−y) sur [0, A[×]−B, 0[

et étendons la en une fonction U” de classe C∞ périodique de période 2A selon x
et 2B selon y. Cela est licite puisque U s’annule avec ses dérivées paires sur Γ. Le
théorème de Fourier appliqué à U” et combiné aux relations d’antisymétrie

U”(−x, y) = U”(x,−y) = −U”(x, y)

montre que cette fonction est limite dans C∞ de la série

∞∑
k=1

∞∑
l=1

ckl sin(
kπx

A
) sin(

lπy

B
)

où

ckl =
1
AB

∫ A

−A
dx

∫ B

−B
dyU”(x, y) sin(

kπx

A
) sin(

lπy

B
)

=
4
AB

∫ A

0

dx

∫ B

0

dyU”(x, y) sin(
kπx

A
) sin(

lπy

B
)

Pour établir le développement annoncé, il suffit alors de remarquer que U”(x, y) =
U(x, y) sur ]0, A[×]0, B[.

Considérons maintenant une solution U de classe C∞ du problème aux valeurs
propres {

∆U − λU = 0
U|Γ = 0
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Il est clair qu’une telle solution s’annule avec ses dérivées paires sur Γ et ce qui
précède nous permet d’affirmer que

U =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

cklUkl

Par dérivation sous le signe de sommation, il vient alors

∆U − λU = 0 =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

ckl(−λ− ω2
kl)Ukl

Ainsi, ckl = 0 si λ 6= −ω2
kl et comme l’ensemble {(k, l) : ω2

kl = −λ} est fini, nous
pouvons en déduire que l’ensemble des valeurs propres du problème étudié est donné
par

Λ = {−ω2
kl : (k, l) ∈ N2

0}

et que l’espace propre correspondant à une valeur propre λ ∈ Λ est donné par
l’enveloppe linéaire de l’ensemble

{Ukl : ω2
kl = −λ}

Comme Λ est constitué de nombres réels négatifs, la solution générale de l’équa-
tion différentielle

D2
tV (t)− λV (t) = 0

est donnée par
V (t) = C sin(

√
−λt+ φ)

où C est une constante réelle arbitraire et où φ est un angle de phase arbitraire. Ce
qui précède montre alors que les solutions stationnaires de l’équation des membranes
vibrantes sont données par la formule

L(x, y, t) =

 ∑
ω2
kl

=ω2

cklUkl

 sin(ωt+ φ)

où les ckl sont des constantes arbitraires et où ω est une des pulsations propres ωkl.
A toute pulsation propre ω , on associe l’espace propre Uω correspondant à la

valeur propre −ω2. Une pulsation propre est dite dégénérée si l’on a dim(Uω) > 1.
Les zéros des fonctions propres de pulsation propre ω représentent les lignes de

noeuds de la vibration correspondante de la membrane. Dans le cas dégénéré, ces
lignes de noeuds peuvent présenter un aspect curieux comme on le voit sur la figure
9.1.

On constatera également sur ce schéma que la forme prise par la membrane au
cours de ses oscillations propres est, elle aussi, assez originale.
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Figure 9.1: Lignes nodales et graphe de la fonction propre U14 + U41

Solutions générales — Revenons à présent au problème de départ et con-
sidérons donc une fonction L(x, y, t) de classe C∞ telle que{

D2
tL−∆L = 0
L(x, y, t) = 0 si (x, y) ∈ Γ

Pour chaque t > 0 fixé, L(x, y, t) est de classe C∞ sur [0, A]× [0, B] et s’annule avec
ses dérivées paires sur Γ. Il en résulte que

L(x, y, t) =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

ckl(t)Ukl(x, y)

où

ckl(t) =
4
AB

∫ A

0

dx

∫ B

0

dyL(x, y, t)Ukl(x, y)

De plus, le théorème de dérivation sous le signe d’intégration montre que

Ds
tL(x, y, t) =

∞∑
k=1

∞∑
l=1

Ds
t ckl(t)Ukl(x, y)

Ces relations permettent d’obtenir la suite d’équivalences ci-dessous:

D2
tL−∆L = 0

⇔
∑∞
k=1

∑∞
l=1D

2
t ckl(t)Ukl(x, y)− ckl(t)∆Ukl(x, y) = 0

⇔ D2
t ckl(t) + ckl(t)ω2

kl = 0



Séries de Fourier dans L2 179

De la dernière relation, on déduit que

ckl(t) = Akl cos(ωklt) +Bkl sin(ωklt)

Ainsi, la solution L(x, y, t) s’écrit

L(x, y, t) =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

AklUkl(x, y) cos(ωklt)

+
∞∑
k=1

∞∑
l=1

BklUkl(x, y) sin(ωklt)

Pour conclure, nous allons montrer que les coefficients Akl et Bkl sont déterminés
par les valeurs de L(x, y, t) etDtL(x, y, t) pour t = 0. En effet, ce qui précède montre
que

L(x, y, t)|t=0 =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

AklUkl(x, y)

DtL(x, y, t)|t=0 =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

ωklBklUkl(x, y)

et les résultats obtenus sur les séries de fonctions propres montrent que

Akl =
4
AB

∫ A

0

dx

∫ B

0

dyL(x, y, 0)Ukl(x, y)

Bkl =
4

ABωkl

∫ A

0

dx

∫ B

0

dyDtL(x, y, t)|t=0Ukl(x, y)

Enfin, on vérifie aisément que les formules ci-dessus pour Akl et Bkl combinées au
développement en série de L(x, y, t) permettent de résoudre le problème de Cauchy
pour t = 0. 2

Exercice 9.7 [Fonctions de Bessel d’indice entier]
Pour tout x ∈ IR, la fonction eix sinϕ est périodique de période

2π sur la droite réelle. Comme elle est de classe C∞, on sait que le
développement de Fourier

eix sinϕ =
+∞∑

n=−∞
Jn(x)einϕ

est convergent dans l’espace C∞(IR). Les coefficients Jn(x) de ce déve-
loppement sont, par définition, les fonctions de Bessel d’indice entier.
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On demande de montrer que si n ≥ 0, alors le développement de Taylor
de Jn(x) à l’origine est donné par

Jn(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

k!(n+ k)!
(
x

2
)n+2k,

et que
J−n(x) = (−1)nJn(x).

Solution: Par définition, nous savons que

Jn(x) =
1

2π

∫ π

−π
eix sinϕe−inϕdϕ

=
1

2π

∫ π

−π
e−ix sinϕeixϕdϕ.

Comme

e−ix sinϕ =
+∞∑
k=0

(−ix sinϕ)k

k!

et comme cette série est uniformément absolument convergente pour ϕ ∈ [−π, π], il
vient

Jn(x) =
1

2π

+∞∑
k=0

∫ π

−π

(−ix sinϕ)k

k!
einϕdϕ

=
1

2π

+∞∑
k=0

(−ix)k

k!

∫ π

−π
(sinϕ)keinϕdϕ.

Or

(sinϕ)k = (
eiϕ − e−iϕ

2i
)k =

k∑
l=0

Clk
eilϕe−iϕ(k−l)

2kik
(−1)k−l

=
k∑
l=0

Clk(−1)k−l

2kik
eiϕ(2l−k).

Ainsi ∫ π

−π
(sinϕ)keinϕdϕ =

k∑
l=0

Clk(−1)k−l

2kik

∫ π

−π
eiϕ(2l−k+n)dϕ

=
k∑
l=0

Clk(−1)k−l

2kik
2πδ2l−k+n,0
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et cette intégrale diffère de zéro si et seulement s’il existe un naturel l ≤ k tel que
k = 2l + n auquel cas sa valeur est

Clk
(2i)k

(−1)k−l2π.

Il en résulte que

Jn(x) =
1

2π

+∞∑
l=0

(−ix)2l+n

(2l + n)!
(−1)n+l (2l + n)!(2π)

l!(l + n)!(2i)2l+n

=
+∞∑
l=0

(x2 )2l+n

l!(l + n)!
(−1)l.

Vu ce qui précède, il est clair que

J−n(−x) = Jn(x)

et le développement ci-dessus montre que

Jn(−x) = (−1)nJn(x),

d’où la conclusion. 2

Exercice 9.8 [Mouvement Keplérien]
Considérons le mouvement d’une planète autour du soleil et négli-

geons les interactions des autres planètes. L’orbite sera une ellipse
d’excentricité e < 1. La mécanique céleste nous apprend que ce mou-
vement est régi par l’équation de Kepler

E − e sinE = M.

Rappelons que dans cette relation, M désigne l’anomalie moyenne don-
née par la formule

M =
2π(t− t0)

T

où t0 est le temps de passage au périhélie et où T est la période du mou-
vement planétaire encore appelée année tropique. Quant à la grandeur
E, il s’agit de l’anomalie excentrique dont la définition est clarifiée par
le schéma ci-dessous
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Cela étant, on demande de montrer que pour e fixé, la solution E(e,M)
de l’équation de Kepler est une fonction de classe C∞ en M et que dans
C∞(IR), on a

E(e,M) = M +
∞∑
k=1

2

k
Jk(ek) sin kM.

Solution: Définissons la fonction f : IR→ IR par la relation

f(E) = E − e sinE.

Il est clair que f est de classe C∞ sur IR et que

DEf = 1− e cosE > 0.

Il en résulte que f est strictement croissant et on en déduit l’existence d’une fonction
inverse f−1 de classe C∞ sur IR. Comme cette fonction f−1 cöıncide visiblement
avec la solution E(e,M) de l’équation de Kepler, la première question est résolue.

Remarquons maintenant que si

E − e sinE = M,

alors
(E + 2kπ)− e sin(E + 2kπ) = M + 2kπ.

Ainsi, on a
E(e,M + 2kπ) = E(e,M) + 2kπ

pour tout M et la fonction g(M) = E(e,M) −M est périodique de période 2π.
Comme cette fonction est également impaire et de classe C∞ sur IR, le théorème de
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Fourier montre que :

g(M) =
∞∑
k=1

Ck sin kM,

la série étant convergente dans C∞ et les coefficients Ck étant donnés par la formule

Ck =
1
π

∫ 2π

0

g(M) sin kMdM.

Une intégration par partie montre de suite que

Ck =
1
π

(g(M)
− cos kM

k
)
∣∣∣∣2π
0

+
1
π

∫ 2π

0

(DMg)
cos kM
k

dM.

Ainsi,

Ck =
1
kπ

∫ 2π

0

(DME − 1) cos kMdM

=
1
kπ

∫ 2π

0

DME cos kMdM.

Or E(e,M) définit un changement de variables de classe C∞ entre ]0, 2π[ et ]0, 2π[,
donc on peut calculer Ck par la formule

Ck =
1
kπ

∫ 2π

0

cos k(E − e sinE)dE.

Par la définition des fonctions de Bessel d’indice entier, on a :

Jn(x) =
1

2π

∫ π

−π
eix sinϕ−inϕdϕ

=
1

2π

∫ π

−π
(cos(x sinϕ− nϕ) + i sin(x sinϕ− nϕ)) dϕ.

En tenant compte de la parité du premier terme et de l’imparité et du second terme
de l’intégrand ci-dessus, on voit que

Jn(x) =
1

2π

∫ 2π

0

cos(x sinϕ− nϕ)dϕ.

De cette formule, on déduit directement que

Ck =
2
k
Jk(ek)

d’où la conclusion. 2
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Chapitre 10

Suites orthonormées dans L2

Exercice 10.1 Le procédé d’orthonormation de Schmidt appliqué
dans l’espace L2([−1, 1]) aux polynômes 1, x, x2, . . . fournit les polynô-
mes de Legendre.

Solution:
1) — Remarque : Si pm et p′m (m ∈ IN) sont deux suites de polynômes à

coefficients réels telles que pour tout m, pm et p′m soient de degré m et (pm) (resp.
(p′m)) soit une suite orthonormée dans L2([−1, 1]), alors pm = ±p′m pour tout m.

De fait, pour m = 0, on a p0 = constante et ‖p0‖ = 1; p0 est donc égal à ±1/
√

2.
Pour m = 1, on a

x = 〈x, p0〉 p0 + 〈x, p1〉 p1 = 〈x, p1〉 p1

(car l’intervalle [−1, 1] est symétrique par rapport à l’origine) et par conséquent,

|〈x, p1〉| =
√
〈x, x〉.

Comme p1 s’écrit aussi

p1 = 〈x, p1〉−1
x− 〈x, p1〉−1 〈x, p0〉 p0,

on en déduit son expression (au signe près).
Procédons par récurrence pour conclure : supposons que les polynômes p0, p1, p2,

. . . , pm soient déterminés (au signe près). On a

xm+1 =
〈
xm+1, p0

〉
p0 +

〈
xm+1, p1

〉
p1 + · · ·+

〈
xm+1, pm+1

〉
pm+1,

donc ∣∣〈xm+1, pm+1

〉∣∣ = (
〈
xm+1, xm+1

〉
−
〈
xm+1, p0

〉2 − · · · − 〈xm+1, pm
〉2

)1/2.

185
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Comme pm+1 s’écrit aussi

pm+1 =
〈
xm+1, pm+1

〉−1
xm+1 −

〈
xm+1, pm+1

〉−1 〈
xm+1, p0

〉
p0 − · · ·

−
〈
xm+1, pm+1

〉−1 〈
xm+1, pm

〉
pm,

on en déduit que pm+1 est déterminé au signe près.
2) — 1ère démonstration (basée sur la remarque précédente).
Par le procédé d’orthonormation de Schmidt, à partir des polynômes 1, x, x2, . . .,

on obtient des polynômes de degré 0,1,2,... orthogonaux et normés. Il suffit dès lors
de prouver que les polynômes de Legendre sont orthonormés.

3) — 2ème démonstration. Le procédé d’orthonormation de Schmidt appliqué
aux polynômes 1, x, x2, . . . (baptisés u0, u1, u2, . . .), fournit les fonctions

u?0 := 1,

u?m := um −
m−1∑
k=0

〈um, u?k〉 (〈u?k, u?k〉)−1u?k (m ≥ 1).

On en déduit que
〈xm, u?k〉 = 0 (10.1)

pour tous m, k tels que m < k (car um = xm est combinaison linéaire de u?0, u
?
1, . . . ,

u?m et car les u?k sont orthogonaux deux à deux par construction).
Cela étant, pour trouver la forme canonique des u?m, considérons les fonctions

suivantes

f0 := u?0

fm(x) :=
∫ x

−1

(x− t)m−1

(m− 1)!
u?m(t)dt (m ≥ 1).

Ces fonctions sont en fait des primitives m-ièmes des fonctions u?m : on a

Dm
x fm(x) = u?m(x)

pour tout m.
De plus, comme u?m est un polynôme de degré m (démonstration par récurrence

en se servant de la formule récurrente du procédé de Schmidt), fm est un polynôme
de degré 2m. Cherchons-en les racines afin d’en trouver une expression.

Soit m ≥ 1. Comme on a

Dk
xfm(x)|x=±1 = 0

pour tout k = 0, . . . ,m − 1 et comme fm est un polynôme de degré 2m, on peut
écrire

fm(x) = Cm(x2 − 1)m.
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Il s’ensuit que

u?m(x) = Dm
x fm(x) = CmD

m
x (x2 − 1)m.

Il faut maintenant calculer la norme de u?m afin d’orthonormer la suite. Soit m ≥ 1.
On a

‖u?m‖
2 = Cm

∫ 1

−1

u?m(x)Dm
x (x2 − 1)mdx.

Vu la relation (10.1), quand on développe l’expression Dm
x (x2 − 1)m (qui est un

polynôme de degré m) et que l’on calcule l’intégrale, le seul terme non nul est le
terme correspondant au monôme xm. Le coefficient de xm dans le développement
de Dm

x (x2 − 1)m est (2m)!/m!, d’où l’on tire

‖u?m‖
2 = C2

m

[
(2m)!
m!

] ∫ 1

−1

xmDm
x (x2 − 1)mdx.

En intégrant successivement m fois par parties, on obtient

‖u?m‖
2 = C2

m(2m)!(−1)m
∫ 1

−1

(x2 − 1)mdx = C2
m(2m)!22m+1B(m+ 1,m+ 1)

= C2
m(2m+ 1)−122m+1(m!)2.

Dès lors, comme ‖u?0‖
2 = 2, et ‖u?m‖ = |Cm| 2mm!

√
2

2m+1 (car Cm est réel), on
obtient une suite orthonormée u??m définie par

u??0 =
√

2/2

u??m (x) = ±2−m(m!)−1

[
2m+ 1

2

]1/2

Dm
x (x2 − 1)m (m ≥ 1),

c’est-à-dire les polynômes de Legendre si on considère le signe +. 2

Remarque: En appliquant le procédé d’orthonormation de Schmidt

a) dans L2([0,+∞]) aux fonctions xme−x (m = 0, 1, . . .), on obtient les fonctions
de Laguerre;

b) dans L2([0,+∞]) aux fonctions xme−x
2

(m = 0, 1, . . .), on obtient les fonctions
d’Hermite.
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Exercice 10.2 Désignons par pm les polynômes de Legendre (m =
0, . . .) et par pl,m les fonctions associées de Legendre, c’est-à-dire les
fonctions

pl,m = (1− x2)m/2Dm
x pl(x)

(x ∈ [−1, 1]; m, l naturels positifs ou nuls tels que m ≤ l). Alors, dans
L2([−1, 1]), on a les relations

〈pl,m, pl′,m〉 =
(m+ l)!

(l −m)!
δl,l′

pour tous l, l′ et m tels que m ≤ inf(l, l′).

Solution: Supposons que l’on ait l < l′. Désignons par qm+l le polynôme de degré
m+ l égal à (1− x2)mDm

x pl(x). Dès lors, on a

〈pl,m, pl′,m〉 =
∫ 1

−1

qm+l(x)Dm
x pl′(x)dx.

Par des intégrations successives par parties, en remarquant que l’on a

〈xm, pk〉 = 0 (10.2)

pour m, k ∈ IN tels que m < k, on obtient

〈pl,m, pl′,m〉 = 0.

Supposons que m < l = l′. Par m intégrations par parties successives, on obtient

〈pl,m, pl,m〉 = (−1)m
∫ 1

−1

Dm
x qm+l(x)pl(x)dx.

Cela étant, comme le coefficient de xl du polynôme (de degré l) Dm
x qm+l(x) vaut

(2l + 1)1/22−l−1/2(l!)−2(−1)m(2l)!
(m+ l)!
(l −m)!

et comme on a les relations (10.2), on obtient

〈pl,m, pl,m〉 = (2l + 1)1/22−l−1/2(l!)−2(2l)!
(m+ l)!
(l −m)!

∫ 1

−1

xlpl(x)dx.

En reprenant l’expression du polynôme de Legendre, en intégrant l fois par parties
et en faisant appel à la fonction B, on trouve

〈pl,m, pl,m〉 =
(m+ l)!
(l −m)!

.

2
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Exercice 10.3 Soit E une partie mesurable de IRn et soit um (m ∈
IN) une suite orthonormée totale dans L2(E) pour laquelle il existe
C > 0 tel que |um| ≤ C pp sur E pour tout m ∈ IN. Alors, pour tout
f ∈ L1(E), on a

lim
m→+∞

∫
E
f(x)um(x)dx = 0.

Solution: Pour tout m ∈ IN, posons Am := {x ∈ E : |f(x)| ≤ m et |x| ≤ m} et
Φm := fχAm . Alors Φm (m ∈ IN) est une suite d’éléments de L1(E)∩L2(E) qui
converge dans L1(E) vers la fonctions f . Cela étant, soit ε > 0. D’une part, il existe
N ∈ IN tel que

‖f − ΦN‖L1(E) ≤
ε

2C
.

D’autre part, il existe M ∈ IN tel que

|〈ΦN , um〉| ≤
ε

2

pour tout m ≥M . D’où la conclusion, car on a∣∣∣∣∫
E

fumdx

∣∣∣∣ ≤ C ‖f − ΦN‖L1(E) + |〈ΦN , um〉|

pour tout m ∈ IN. 2
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Appendice A

Rappel théorique

A.1 Topologie d’un sous-espace

Définition

• Un ouvert de A ⊂ IRn est une partie de A de la forme Ω∩A, où
Ω est un ouvert de IRn;

• Un fermé de A ⊂ IRn est une partie de A de la forme F ∩A où F
est un fermé de IRn.

Exemples

a) L’intervalle [0, 1[ est un ouvert de [0, 2[;

b) L’intervalle ]0, 1] est un fermé de ]0, 2].

A.2 Densité

Définition
Une partie D de A ⊂ IRn est dense dans A si A ⊂ D−. Il revient au

même de dire que tout point de A est limite d’une suite de points de
D.

Proposition Si D est une partie dense de A alors

a) tout fermé de A qui contient D est égal à A;
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b) deux fonctions réelles continues f , g sur A vérifient la relation

f(x)


≤
=
≥

 g(x)

sur A ssi elles la vérifient sur D.

A.3 Connexité

Définition
Une partie A de IRn est connexe si elle n’admet pas de partition en

deux ouverts non vides. Il revient au même d’exiger que A ne contienne
aucune partie propre non vide à la fois ouverte et fermée.

Une composante connexe de A ⊂ IRn est un connexe maximal de A
(i.e. un connexe de A égal à tout connexe de A qui le contient).

Une partie A de IRn est connexe par arcs si, pour tous x, y ∈ A, il
existe un chemin γ à valeurs dans A d’origine x et d’extrémité y.

Proposition

a) Les composantes connexes de A ⊂ IRn forment une partition de
A.

b) Tout espace connexe par arcs est connexe mais la réciproque est
fausse en général.

c) Un ouvert de IRn est connexe si et seulement s’il est connexe par
arcs.

A.4 Convergence uniforme

Définition Soit E une partie de IRn et soient f , fm (m ∈ IN) des
fonctions définies sur E.

Nous dirons que

a) la suite fm converge ponctuellement vers f sur E si

∀x ∈ E ∀ε > 0 ∃M > 0(m ≥M ⇒ |fm(x)− f(x)| ≤ ε)
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et nous écrirons alors
fm→

E
f

b) la suite fm converge uniformément vers f sur E si

∀ε > 0 ∃M > 0(m ≥M,x ∈ E ⇒ |fm(x)− f(x)| ≤ ε)

et nous écrirons alors
fm⇒

E
f

Remarquons que

fm→
E
f ⇔ ∀x ∈ E lim

m→+∞
|fm(x)− f(x)| = 0

fm⇒
E
f ⇔ lim

m→+∞
sup
x∈E
|fm(x)− f(x)| = 0

Critére de Cauchy uniforme
La suite fm de fonctions définies sur E converge uniformément sur

E si et seulement si

∀ε > 0 ∃M > 0 (m,n ≥M ⇒ sup
x∈E
|fm(x)− fn(x)| ≤ ε)

Une des motivations de l’introduction de la convergence uniforme
est le fait qu’une limite ponctuelle de fonctions continues n’est pas
nécessairement continue alors que c’est le cas pour une limite uniforme.

Par exemple, sur IR, on a

2

π
arctan(mx)→

IR
sgnx

alors que la fonction sgnx est discontinue. Ce phénomène est visualisé
sur le schéma suivant:
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A.5 Suite d’éléments de Cp(Ω)

Proposition Si fm est une suite de Cp(Ω) où Ω est un ouvert de IRn

et si

a) la suite Dαfm converge uniformément sur tout compact de Ω
lorsque |α| = p

b) la suite Dαfm(x) converge en un point x de chaque composante
connexe de Ω lorsque |α| < p

alors il existe une fonction f ∈ Cp(Ω) telle que

Dαfm⇒
K
Dαf

pour tout compact K de Ω lorsque |α| ≤ p.

Pour tout f ∈ C0(Ω), posons

‖f‖K = sup
x∈K
|f(x)|

Cette notation nous permet de déduire du résultat précédent le critère
pratique suivant.

Critère de dérivation des séries Soit fm ∈ Cp(Ω), Ω ouvert de
IRn. Si les séries numériques

+∞∑
m=0

‖Dαfm‖K

convergent pour tout compact K de Ω et tout multiindice α tel que
|α| ≤ p, alors il existe un élément f ∈ Cp(Ω) tel que

Dαf =
+∞∑
m=0

Dαfm

si |α| ≤ p.
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A.6 Théorème de Stone-Weierstrass

Proposition Si K est un compact de IRn alors pour tout f ∈ C0(K)
et tout ε > 0, il existe un polynôme P tel que supx∈K |f(x)− P (x)| ≤ ε
(i.e. l’ensemble des polynômes est dense dans C0(K)).

Corollaire Si f est une fonction périodique continue de période T
sur IR alors pour tout compact K de IR et tout ε > 0 il existe M ∈ IN
et des complexes rm, sm (0 ≤ m ≤M) tels que∣∣∣∣∣f(x)−

M∑
m=0

(rm cos(2πm
x

T
) + sm sin(2πm

x

T
))

∣∣∣∣∣ ≤ ε, ∀x ∈ K.
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A Rappel théorique 189

199


