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Analyse II, partie 1 — Transformation de Fourier dans L'(R)

Exercice 1. Soit a > 0. Calculer

Feoy (e ) Fry (A= olslxp @) Fauy (77) et Fr, (i) ().

Exercice 2. (a) Calculer (si possible) la transformée de Fourier de la fonction z + el (z € R) on
)\ est une constante strictement positive.

(b) Pour tout A > 0, on pose

A
R = —".
)\(x) 7_‘_(1‘2 +/\2)
Montrer que, pour tous a,b > 0, on a
Ra * Rb = Ra+b~

(¢) De la formule de Parseval, déduire que pour tous a,b > 0, on a

/+°° dx _om 1
o (22 +a?)(z2+b2) 2aba+b

Exercice 3. Pour b > a > 0 et f € L'(R), on considére 'équation intégrale

f(®) _ 1
A(x—t)2+azdt_x2+b2'

(a) La transformer sous forme d’une équation de convolution et déterminer F~ f.
(b) En déduire f.

Exercice 4. Montrer que la transformée de Fourier d’une fonction paire (resp. impaire) est paire (resp.
impaire). Qu’en est-il de la réciproque ?

Exercice 5. Soient a,b > 0. Calculer

+oo ; .3 —+o0 _:
/ sm(ax);m(b:z:) dr et / sin(ax) cos(bx) .
0 x 0 x

Si en particulier a > b, calculer
—+0o0 3 :
sin(ax) sin(bx
[ snlas)sinin)
0

T

Exercice 6. En utilisant le théoréme du transfert, calculer
+oo e~
/ sin(x) dz.
0 x

Exercice 7. Démontrer que, dans L'(R"), 0 est le seul élément tel que f f = f.

Exercice 8 (Intégrales de Fresnel). Etablir que

—400 — 400 :
/ cos(Ax) i :/ sin(Azx) de— |
0 vz 0 vV 2X

pour tout A > 0.



Exercice 9. Soit un signal f (on suppose que cette fonction est intégrable et de carré intégrable). On
définit autocorrélation du signal par

Es(t) = / fl@)f(x—t)dz, teR
R
et la densité spectrale de puissance de ce signal (PSD) par

Df(y):|f;f|2, yeR.

On pose f*(z) = f(—x) pour z € R.
(a) Montrer que 'autocorrélation s’écrit
Ef=fxf°.
(b) Montrer que 'autocorrélation d’une fonction a valeurs réelles est une fonction paire.

(¢) Montrer que
sup [y (1) = E4(0).
teR

(d) Montrer que la densité spectrale et autocorrélation sont liées par la transformation de Fourier (I'une
est la transformée de l'autre).

Exercice 10. Soit f une fonction réelle, intégrable sur R et dont la transformée de Fourier est intégrable

sur R.
(a) Montrer que
1 tee
f(t)z%(/ e“”t]:;fdx>
™ 0

pour presque tout ¢t € R.

(b) Si on suppose maintenant que
sin(t) sit €]0, 7

F) = { 0 sinon ’

déduire de la relation précédente que

/ cos(mzx) + 1 dr — 0.
R 1—ax?

Exercice 11. Soit une fonction v = u(z,t) (z € R, t > 0) de classe Cy dont les dérivées partielles jusqu’a
Pordre 2 sont intégrables par rapport & z sur R quel que soit ¢ > 0. Soit v une constante strictement
positive. On suppose que u vérifie ’équation de la chaleur

Dyu(z,t) = v*D2u(x,t), xR, t>0.

On pose
f(@) =u(x,0), xzeR

et on définit la fonction F' = F(y,t) (y € R, t > 0) de telle sorte que, pour t fixé, F(y,t) soit la transformée
de Fourier (négative) en y de la fonction x — u(zx,t).

(a) Montrer que pour tout y € R, la fonction ¢ — F(y,t) vérifie
D; F(y,t) + v*y*F(y,t) = 0.
(b) En déduire que, pour y € Ret ¢t >0, on a
F(y,t)=e "V F .

(¢) En déduire finalement que, pour x € Ret ¢t >0, on a

u(x,t) = %/Rf(x + 21}\/7?3;)6_92 dy.
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