ANALYSE II - 2eme BM
Au sujet de la propriété de “totalité” dans le cadre des séries trigonométriques de Fourier

Novembre-Décembre 2009 (preuve différente de celle du livre de référence)

Si a,b € R sont tels que a < b et si m € Z, on pose

1 irme
um () = — Sz eR.

IS

Si f € L?([a,b]), on définit également la suite de sommes partielles

M
Su(f)= > <fitm> tm, MEeN

m=—M

ou < .,. > désigne le produit scalaire habituel

b PR
< fg>= / f(x) 9@) dz,  f.g € L*([a,b])

de Iespace L?([a, b]).

Pour alléger les notations, considérons le cas a = 0 et b = 2.

RESULTATS AUXILIAIRES \

Pour tout M € Ny, posons!?
2M + 1 si y est un multiple entier de 27
Dy (y) = sin ((2M + 1)%) )
——————"=%  sinon
sin (%)

Propriétés.
1. Pour tout M € Ny, D), est pair, 2n- périodique et on a

M o
Du(y) = Z ey, Dy(t+a) dt = 27, Ya € R.
m=—M 0

2. Pour toute fonction f appartenant a L%([0,2n]) et pour tout M € Ny, on a

1 2m

S (f)(x) Dy(x—y)f(y) dy, z€R.

271— 0
Si f est en outre 27w-périodique, on a aussi

1 2m

Sn(f)(x) Dy f(z—y) dy, =zeR.

:g ;

3. Pour toute fonction f de classe C; sur R et & support compact dans ]0,2x[, la suite
Su(f), (M €Np) converge uniformément sur [0, 27] vers f.

0Dy est appelé noyau de Dirichlet de degré M



Preuve. 1. Le premier point résulte d’'une sommation de termes consécutifs d’une suite géométrique.
2. On a successivement

1 M 2m . i 1 27
Su(f)(x) = G Z /0 fy)e™™dy ™" = o/, Z m(E=y) f(y) dy
R )
= o Dy (x —y) f(y) dy

et, si f est 2m-périodique, un changement de variable linéaire conduit au résultat.
3. (a) Montrons que la suite converge ponctuellement vers f dans [0,27]. Pour = € [0, 27], on a (*)

Sulh@) =) = 5= [ Dule=n) fa)dy — f@z- [ Duta=y) dy
27r
= 5| ()= @) Dute—y) dy
LTS vy
= w ), e ()
fy)—f(x)

Si on montre que fonction y +— SnlG—y) /2y st intégrable sur [0, 27], on peut alors conclure car vu (*),
[Sa(f)(xz) — f(z)| est majoré par un multiple du module de la transformée de Fourier (en (2M + 1)/2)
d’une fonction intégrable.

Pour z €]0,27[ on a —7 < (z — y)/2 < 7 quel que soit y € [0, 27]; la fonction y — LW=S)

Sn((a—y)/2) Ot
donc continue sur [0, z[U]z, 27] et comme

f) —fl@) _ ([ —fl@) y-z oD f(x
) sin((z —y)/2) z}ﬂx ( y—z  sin((z— y)/2)> 2Df(e)

on conclut & lintégrabilité de y — % sur [0, 27].

Si z =0, alors y — 31{1((%;:{,()7)2) = —Sig((;’/)m est continu sur ]0, 27| et
f) : y f) . (y—2m)
Y i — Y Dro) =0, Wy Y2 preon) =o.
y—ot sin(y/2)  y—0 sin(y/2) 10) y—@m)- sin(y/2)  y—(2m)- sin(y/2) J2m)
fy)—f(=)

Il s’ensuit que y — n((o=9)/3) est intégrable sur [0, 27]. On proceéde de méme pour z = 27.
(b) Montrons que la suite converge uniformément!! dans [0,27] (donc dans L2([0,27])). Pour tout
x € [0, 27] et tout trongon de Cauchy, on a

i < O% fly)e v dy) e

m=p

2

1
2T

1 . 1 —imy imx . 1
= on me D*f(y) e dy | e SCZW'
m=p

D’ou la conclusion.O

Remarque 1. Dans le point (3) ci-dessus, si on suppose avoir périodisé f, alors la nouvelle fonction
est encore de classe Cs sur R et sa périodicité permet d’écrire (et cela quel que soit x € R)

1 21
Su(f)(z) = flz) = o ; Du(y) (f(z —y) — f(x)) dy
Lo y\ fl@z—y) — fz)
= — 2M 4+ 1)z ) ————————=d
27 J, - <( + )2) sin(y/2) Y
La justification de l'intégrabilité de y — % est alors un peu plus directe.

M Comme f € L2([0,27]), on sait & priori que la suite Sps(f) est convergente dans L2 ([0, 27]); on pourrait donc se passer
de cette partie de la preuve mais celle-ci a un intérét propre, comme on le constatera dans la suite.
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Remarque 2. On obtient de facon analogue le résultat suivant!'2.
Pour toute fonction f de classe Cy par morceauz sur [0,2n], on a f € L*([0,27]) et

lim Sy (f)(x) = f(z)

M—+c0

en tout x €]0,27] ot f est dérivable. De plus on a

ti_Sa(f)(x) = I

M ——+o00 2

en tout x €)0, 2|, ot on note f(x+) la limite a droite de f en x et f(x—) la limite ¢ gauche de f en x et

+ -
i Su(N(0) = Jim Sy(n)em) = {0/ ED)

THEOREME

Les fonctions u,, (m € Z) forment une suite orthonormée totale dans L*([a,b])

Preuve. Un calcul direct montre que les fonctions sont orthogonales deux a deux et que leur norme dans
L?([a,b]) vaut 1.

Démontrons a présent que ces fonctions forment une suite totale. Pour plus de facilité dans les
notations, considérons a = 0 et b = 2.

Soit f € L?([0,27]) tel que < f, u,, >= 0 pour tout m. Montrons que f = 0.
Vu le théoréme d’approximation dans L?, il existe une suite de fonction ©m (m € Np) de classe Co dans
R, & support compact dans ]0, 27| et qui converge vers f dans L?([0,27]); cette suite est donc telle que

lim < f,om >= Hf||2

m——+oo

Vu les résultats auxiliaires précédents, pour tout m, on a

lim Sy (om) = om

M —+o00

dans L2([0, 27]). Cela étant, comme f est orthogonal & chaque uy, et comme Sys(¢,,) est une combinaison
linéaire de telles fonctions quels que soient m et M, on obtient que, pour tout m

donc
0= lim < f,om>=]Ffl?

m——+o0

et par suite f = 0.0

FB, December 1, 2009

121] existe également d’autres hypotheses sur f pour obtenir des résultats similaires concernant la convergence ponctuelle
des séries trigonométriques de Fourier
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