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ANALYSE 11

Notions de calcul intégral-Rappels

1. Définitions et propriétés générales

Nous adoptons le point de vue de 'intégration de Lebesgue dans R™ (ou dans un ouvert de R™), basé
sur la notion de mesure (de Lebesgue) des semi-intervalles dans R™ (ou plus généralement dans un ouvert
de R™)

p(l) = H(bj — aj)

si I =]ai,b1] X ... x]an,by] (avec aj,b; € R et a; < b; pour tout j) et sur la notion d’intégrale des

fonctions étagées’
L L
F=> axun /f dp =" ap(l).
=1 =1

C’est a partir de ces notions, de celle de p-mesurabilité et de celle de p-négligeabilité qu’est définie la
notion de fonction intégrable et d’intégrale d’une fonction intégrable?

Comme il a été convenu de privilégier la notion de mesure de Lebesgue (sauf mention du contraire)
par rapport a tout autre mesure, c’est la notation “dz, dy,...” qui sera utilisée en “raccourci” de la
notation générale du(x), du(y) faisant appel & une mesure générale p.

Cela étant, rappelons que la définition de l'intégrale de Lebesgue permet de retrouver ce que l'on
appelle dans ce contexte l'interprétation de Riemann de lintégrale®: si f est une fonction continue sur
le compact K de R™ alors

L,

/ f(x) de = lim Zf(xl,m)mes(Xlﬁm)
K m——+00 =

- ou, pour tout m € N, L,, désigne un naturel strictement positif ou 4+oco

- ol, pour tout m € N encore, K est I'union disjointe des ensembles mesurables X;,,, (I = 1,..., Ly,),

avec limy, oo SUPy <j< 1, diam(Xy ;) =0

- oli, pour tous [, m,ioﬁ aTym € Xim

- ott mes(X; ) = [ xx,.,. () dx.

Dans R, pour K = [a, b] et des partitions de [a, b] en découpages dont la largeur tend vers 0, on retrouve

bien l'interprétation du fait que, dans le cas ou f est positif, cette intégrale est la limite de certaines

sommes de surfaces de rectangles modélisant “l’aire sous la courbe représentative de f”.

IPour rappel, une fonction étagée est une combinaison linaire de fonctions caractéristiques de semi-intervalles

2Rappelons Pexpression de ces notions dans le cas n = 1 lorsque f est continu sur I =la, b]; ceci s’étend au cas des autres
intervalles de R et au cas ou f est mesurable.

Si I est un intervalle fermé borné et que f y est continu, alors f y est intégrable (et son intégrale correspond & 'intégrale
de Riemann-notamment).

Si f est continu sur ]a,b] alors f est intégrable sur cet intervalle si lim,_, ,+ ftb |f(z)|dz € R; dans ce cas, on démontre

que lim,_,  + ftb f(z)dz € R et on appelle intégrale de f sur |a, b] la valeur de cette limite; celle-ci est notée

/:7 f(x)dx.

Si f est continu sur |a, b], si lim,_, + ftb |f(z)|dx = 400 et si lim,_, ,+ ftb f(z)dz € R, on écrit

b b
f(z)dx = lim f(z)dx.
—a t—at J¢
Cette limite est appelée intégrale fléchée de f sur |a,b].
3dans une autre présentation de la théorie, c’est cette notion qui peut étre introduite en premier lieu; cette présentation,
plus directe au début, est cependant beaucoup moins aisée & manipuler dans la suite, notamment dans les théorémes
généraux relatifs a l'intégration et dans la définition de l'intégrabilité et des intégrales & plusieurs variables



Signalons aussi que 'on dit que f est intégrable sur une partie mesurable A de R™ si fx 4 est intégrable
sur R™. L’ensemble des fonctions intégrables sur A est noté L!(A).

2. Les critéres de la convergence majorée (Lebesgue) et monotone (Levi)

Convergence monotone

Si la suite f,, (m € N) de fonctions intégrables et réelles sur R™ est croissante presque partout (resp.
décroissante presque partout) et si la suite numérique fR” fm(z)dz (m € N) est majorée (resp. minorée),
alors

- la suite f,,, converge presque partout (notons f cette limite)

- cette limite est une fonction intégrable sur R"

- la suite f,,, converge vers f dans L' (R"), ce qui signifie que la suite numérique [g,, | fm ()= f ()| dz (m €
N) converge vers 0. En particulier, on a limy, . 4o0 [pn fm(z)dz = [g, f(x)dz.

Convergence majorée

Si la suite f,, de fonctions mesurables sur R™ converge presque partout sur R™ vers f et s’il existe une
fonction intégrable F telle que |f,,| < F presque partout pour tout m, alors

- f est intégrable sur R™

- la suite f,,, converge vers f dans L!(R"), ce qui signifie que la suite numérique fRn | fm(z)— f(2)| dz (m €
N) converge vers 0. En particulier, on a lim,,— 4o f]R" fm(z)dz = f]R" f(z)dx.

3. Critéres pratiques d’intégrabilité (n = 1)

Par définition, une fonction définie presque partout sur ]a, b[C R (intervalle non nécessairement borné)
est intégrable en a™ §'il existe un réel o’ €la,b| tel que f soit intégrable sur ]a,a’[. De méme, f est
intégrable en b~ §’il existe un réel b’ €]a, b[ tel que f soit intégrable sur |b’,b[. De la sorte, lorsque f est
continu sur |a, b[, son intégrabilité sur |a, b[ est équivalente a son intégrabilité en at et en b~ .

Citons tout d’abord deux cas tres utiles ol il est aisé de vérifier I'intégrabilité d’une fonction continue
f sur |a, b[:

(i) si F est intégrable surla,b| et si |f| < F presque partout sur |a,b[ alors f est intégrable sur |a,b[;
(i) si a est réel et si f admet une limite finie en a™, alors f est intégrable en a™; de méme en b~ .

De méme, on obtient aisément le résultat suivant:

(iii) si f est une fonction mesurable, réelle et de signe constant sur |a, b et si elle est intégrable sur tout
intervalle du type |a’,b] (a’ €]a,b])*, alors f est intégrable sur |a,b| si et seulement s’il existe une suite
décroissante a,, (m € N) de Uintervalle ]a,b| telle a,, — a™t et telle que la suite f;m f(z) dr (m € N)
converge vers une limite finie.  Analogue en b~, avec une suite croissante b,, (m € N) de l'intervalle
la,b[, by, — b~

Les critéres pratiques d’intégrabilité suivants sont basés sur le premier résultat (i) rappelé ci-dessus et
sur l'intégrabilité de® z — -1 en 0T ou en +oc.

Soit f une fonction continue sur a, b[.

- Sia € R, alors f est intégrable en a™ s'il existe s < 1 tel que

lim+(x —a)®|f(z)| existe et est fini.

r—a

- Si a = —o0, alors f est intégrable en —co §'il existe s > 1 tel que

lim |z]°|f(x)| existe et est fini.
T——00

- Sib e R, alors f est intégrable en b~ s’il existe s < 1 tel que

lim (b—2)°|f(x)| existe et est fini.

z—at

- Si b= +o00, alors f est intégrable en 400 sl existe s > 1 tel que

lim z°|f(z)| existe et est fini.
r——+00

4ce qui arrive notamment si f est continu sur I'intervalle ]a, b[ et intégrable en b~
Srappelons que cette fonction est intégrable en 0% si et seulement si s < 1 et est intégrable en +oco si et seulement si
s > 1; ce résultat est aisément démontré en utilisant (iii)



De méme, on obtient des critéres de non-intégrabilité sur a,b[: si f € Cy(Ja,b]), alors f n’est pas
intégrable sur cet intervalle dans les cas suivants:
-a €Retlim, .+ (x —a)f(x) existe et differe de 0
-a=—oo et lim, ,_ |z|f(z) existe et differe de 0
-beRet lim, ,,+(b—z)f(z) existe et differe de 0
- b =400 et lim,_, o zf(x) existe et differe de 0

4. Les théorémes de Tonelli et Fubini (n > 1) (on pose n =n' +n’”, avec n’,n"” € Np)

Théoréme de Fubini

Pour toute fonction f € L'(R™)

- pour presque tout 2/ € R"", la fonction 2’ — f(a’,2") est intégrable sur R™
- la fonction z” — [o,/ f(2', 2" )dx" est intégrable sur R""

-ona
(x)dw :/ ( fl@', 2" dm’) da”
Rn R R/

L’hypothese d’intégrabilité de f sur R™ est souvent obtenue au moyen du théoréme suivant.

Théoreme de Tonelli
Soit f une fonction mesurable sur R™. Si 2’ — |f(2/,2")| est intégrable sur R™ pour presque tout
" € R™ et siz’ — [0 |f(2',2")] da’ est intégrable sur R™, alors f est intégrable sur R™.

5. Le théoréme des intégrales paramétriques

Une version fréquente du théoreme des intégrales paramétriques se présente comme suit.

On suppose que f est une fonction de n + p variables réelles ((x, A) — f(x,\)) avec A € Q = ouvert
de R? et x € A = partie mesurable de R”. Ici, la variable z va jouer le role de variable d’intégration et
la variable A celui de parameétre (notons que I'on utilise aussi souvent la notation fy(z)). On souhaite en
fait considérer la fonction

I: )\»—>/ flz,A) dex
A
et la dériver “sous le signe”:

DSI(N) = /ADK‘f(as,)\) dx.

(Signalons que cela peut se révéler délicat car il s’agit en fait de la permutation de deux limites.) Pour
étre en mesure d’affirmer que ce résultat est correct, il y a bien str des hypotheses naturelles, comme
la dérivabilité de f par rapport a A et l'intégrabilité en z des dérivées par rapport a A. En plus, pour
s’assurer de ’égalité des deux membres, on utilise une hypothese du style “convergence majorée”.

Voici donc un énoncé fréquemment utilisé ainsi qu’un de ses cas pratiques.

Théoréme des intégrales paramétriques.

Soit f comme ci-dessus (en ce qui concerne les variables). On suppose que

- pour presque tout x € A, la fonction A — f(z, A) est de classe C, dans €,

- pour tout multi-indice a de longueur strictement inférieure & L, la fonction z — D f(x, A) est intégrable
sur A,

- pour tout multi-indice o de longueur L et pour tout compact K de RP inclus dans €2, il existe une
fonction intégrable F,, i sur A telle que

sup | DS f(z,\)| < F(x) presque partout sur A
XeK

Dans ces conditions, la fonction I : X [, f(x, A) dz est de classe C, dans Q et DSYI(X) = [, DS f(x,\) dx
pour tout multi-indice o dont la longueur ne dépasse pas L.

Un cas tres pratique est celui-ci: les hypotheses sont vérifiées lorsque A est un compact, que f est de
classe C', par rapport & A et que les dérivées sont continues dans A x €.

6. Les intégrales fléchées



Soit f € Co(]a,b]). Vu la définition de I'intégrabilité, il se peut que f ne soit pas intégrable en a™
mais que la limite limg,/_, ,+ ff, f(x)dx existe et soit finie®. Dans ces conditions, on dit que f admet une
intégrale fléchée en a™ et on appelle intégrale fléchée de f sur |a,b[ la limite ci-dessus. On écrit

b

b
f(z) de = lzlln/ f(z)dz.

—a

De méme, si f est continu sur [a, b], il se peut que f ne soit pas intégrable en b~ mais que limy, _ ;- fab f(x)dx
existe et soit fini. On définit I'intégrale fléchée de f en b~ de maniere analogue

Hbf(z:) dr = lim / f(z)da.

o b —b—

6Une autre description de cette situation est la suivante: lim,/_,, fab, |f(z)|dz = 400 et lim,/_, ,+ f;, f(z)dz € C



