ANALYSE 11

2BMP, TD novembre-décembre 2007 - Suggestions pour solutions
Version 13 décembre 2007, LT (Cours B) et FB

Exercice 1. Soit un signal f (on suppose que cette fonction est intégrable et de carré
intégrable). On définit l’autocorrélation du signal par

/f flz—t)dz, teR

et la densité spectrale de puissance de ce signal (PSD) par

Dy(y) = |f(y)

2
‘,yER

u f(y) désigne la transformée de Fourier négative de f en y. On pose f*(z) = f(—z), z € R.

1. Montrer que ’autocorrélation s’écrit
Ep=fxf*

2. Montrer que P’autocorrélation d’une fonction a valeurs réelles est une fonction paire.

3. Montrer que
sup |Ef(t)| = E(0)
teR

4. Montrer que la densité spectrale et ’autocorrélation sont liées par la transformation
de Fourier.

Solution. 1) Soit t € R. On a directement

/f t—xdx—/f T —t)de = Ep(t).

d’ou la conclusion.
2) Soit f une fonction a valeurs réelles. On a

_ /R @) f@+Hde = | f@)f(z+t)de

R

= fly—1t)f(y)dy via le changement de variables x =y — ¢
R

= | fy)f(y —t)dt = Ef(t)

3) Soit ¢t € R. Considérons la fonction f de I’énoncé et la fonction g définie par g(z) = f(z—t), z € R.
Il s’agit de deux fonctions de L?(R) et on peut donc leur appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans
I?2. On a

I(fs9) 2| < N fllzzllgll e
c’est-a-dire
(x—1) g(x — t)dz

< Izl =Bl
Comme ||f(- — t)||z2 = ||f||L2, on obtient

(B ()] < |I£1IZ-

B01< [ If@)de = [ f@iF@ide = [ )@= 00 = B/0)

sup | £y ()] = E4(0)
teR

De la, on tire

donc



4) On sait que Ef = f * f°. En appliquant la transformée de Fourier négative aux deux membres de
cette égalité, on obtient que F Ey = F f F " f°. Or on a

F,f° :/]R e f(—x )das*/Re”yf(x)dx: /Reﬂ””yf(x)dl’:f_f
On en tire donc que
FyEp=Fy [ Fy f=|F; fI*=Dy(y)

Question.
Ce qui précede reste-t-il valable si f est seulement de carré intégrable ¢ Pourquoi ?

Ezxercice 2. Si possible, déterminer le produit de composition des fonctions f et g suivantes

f@)=lelx € R g(e) = ooz 2 € R

Solution. Soit y € R. On a

(f*9)(y /f —x)g x)dmz/ﬂ&y—ﬂﬁdm

et cette derniére intégrale a un sens puisque x — |y — z @ +I (e est continu et
lim x2|y—m|¥20
z— oo (]_ + £C2)2
On a alors
Y +oo
y—x r—y
* = = dx + —dx
(f*9)(y) /_Oo (14 22)2 /y (14 22)2

y 1 v T oo T Toe 1
e [ [T e [T
Larep® T aeer ™), arer® V), arey

Calculons alors une primitive de chacune des fonctions

T 1
rr— — €T

(1 +a2)2’ (T +a2)2

D’une part, on a directement

x d ~ -1
/(1+x2)2 T o1t a2)
D’autre part, comme
1 B 1422 — 22 1 T
1+222  (1+22)2  1+22 (1+a22)2

on obtient

dx dz x 1 1 1 x
e il e b x(l n zQ)de = arctan(x)+§ xD 5.2 dx ~ 3 arctan(z) + 522

En utilisant ces primitives pour le calcul des intégrales donnant I’expression de (f * ¢)(y), on obtient

(f *9)(y) = 1+ yarctan(y)

cos(x)

Ezxercice 3. On considére f(z) = z € [1,4+00[. Montrer que cette fonction n’est pas
intégrable sur ’intervalle [1, +o00] mais qu’elle admet une intégrale fléchée en +o0o. Suggestion :

On sait que la fonction (non-intégrable a l’infini) z — w admet une intégrale fléchée a l’infini.



Solution. Montrons que f n’est pas intégrable sur [1,+o0o[. Si f était intégrable, par le changement de

variables © =y — 7, la fonction g(y) = % serait intégrable sur I'intervalle [1 4+ 7, +oo[. Or on a
sin sin T
\ @' > | (y)I) g
-z y 9
Comme y — w n’est pas intégrable en +o00, cela entraine que y — b‘;n_il) ne l'est pas non plus, d’ou
2

une contradiction.

Montrons que la fonction x +— === admet une intégrale fléchée en +oo. (Remarque : c’est immédiat
si on utilise des résultats théoriques donnant des conditions suffisantes d’existence d’intégrales fléchées,
cf notes de cours). On doit prouver que la limite

cos(x)

"m cos(x)

lim dx
m——+oo - X

existe et est finie pour toute suite de réels (ry,)men telle que r,, — +00. Soit (rm)nen une telle suite et
fixons m € N. On a successivement

/T’"’ cos(z) dr = /"”'_’T/2 sin(y) dy
™ €T T—m/2 Y+ 7-"/2
_ _/rm sin(y) dy—f—/r;n (_ sin(y) n sin(y)) dy
/2 Y /2 y+m/2 Y
"m sin(y) ﬂ/r;"' sin(y)
= - —dy + - ——=—dy
/ﬂ/z y 2 Jas2 Yy +m/2)

sin(y)
Y

On sait que la fonction y +— admet une intégrale fléchée en +oco. De plus, puisque la fonction

Y 24(5;17(;“’/)2) est intégrable sur [r/2, +o0], elle admet également une intégrale fléchée en +oo. Au total

la fonction de I’énoncé admet également une intégrale fléchée en +oo.

FExercice 4. Soit la fonction

o) = 1= 2o gy =0

x
Montrer que cette fonction est continue sur R, appartient & L?*(R) mais pas a4 L!(R). En
déterminer ensuite la transformée de Fourier (négative).

Solution. Remarque : plusieurs méthodes existent (cf notamment justifications au cours).

s(2) 5 dmet une

Montrons que la fonction n’appartient pas & L'. Si elle était intégrable, comme z
intégrale fléchée en +oo(cf par exemple un des exercices précédents) alors leur somme, a savoir la fonction
T - % admettrait également une intégrale fléchée en +0o. Comme on sait que ce n’est pas le cas, on en

1—cos(x)

conclut que x +— n’est pas intégrable sur R. (On peut aussi procéder en utilisant ’expression
T

s2
g(x) = % et le changement de variables t = 7 — 2 par exemple.)
Montrons que la fonction appartient & L2. Elle est continue sur R. En effet son expression montre
directement qu’elle est continue sur Rg et on a
1 — cos
lim 1= 605(®)
x—0 x

=0

De plus on a lim,_, 4 o, #3/2|f(z)|> = 0. La fonction f appartient donc & L%\ L.
Considérons les fonctions

1—cosx

fu(z) = Y X-MM) (x), M € No.

Ces fonctions appartiennent & L' N L? et elles convergent dans L? vers f.



Etudions leur transformée de Fourier. Puisque fj; est une fonction impaire, on a, pour M fixé,

.1 —cosx
‘7:1;th = / eizzyTX[_]\LM] (Z‘) dx
R

M
_ / Ly 1—cosx du
M
1 _
= in/ sin(xy) cosxdx
0 X

_ (/OMSIIIEEmdx_/OM sin(xyx)cosxdm>

/M sin(zy) e /M sin (z(y + 1)) +sin (z(y — 1)) dx)
0 0

T 2z

B 2sin(zy) M sin (z(y + 1)) B M gin (z(y — 1))
= +i </0 — dx /0 — dz /0 — da:) .

Puisque 'on sait que pour A € Ry on a

M .
A
lim Mdm = sign()\)z
M—+oo [ 2
on obtient
0  siye€]— oo, —1[U]1, +oo[U{0}
Fir  siy€]—1,0]
Fff= lim Fyfu=q +ir siye0,1]
Moo +iZ siy=1
Fig siy=-1
ou encore

Fff = —imxg—10((y) +imxjoa(w),  Fy f =imx—1,00(%) — imxj0,1(()

FExercice 5. On donne les fonctions suivantes
e sixz>0 . e ® siz>0
fl(x)_{ 0 six<0’f2(x)_{—e$ siz<0’

1 1—ix
fa(@) =e " (z €R), fa(z) = 1+iz 1+ix

e Déterminer la transformée de Fourier (-) de fi, f2, f3, en précisant s’il s’agit de la
transformée dans L! ou L2.

(r € R)

e Déterminer la transformée de Fourier (+) de f, en spécifiant s’il s’agit de la transformée
dans L' ou L?. Montrer que cette transformée est nulle sur | — oo, 0.

e Déterminer (si possible) le produit de composition f; * f; ainsi que sa transformée de
Fourier.

Solution. 1) [Transformée de Fourier de f; :] Puisque f; € Cy([0, +o0[) et que lim, o 2%~ = 0, la
fonction appartient a L!(R) et on a

+ + —(1Fi Z—+00
FEh :/ N e ety :/ - e~ UFWe gy — {e ( jFly_)w} 1 .
Y 0 0 —“AFw) ], L¥ay
On a calculé la transformée de Fourier (+) car elle nous servira plus loin dans I’exercice.

2) [Transformée de Fourier de f5 :] La fonction f2 est continue sur [0, +o0o[ et on a lim,_, 4o 22 fa(z) =
0. Elle est également continue sur | — oo, 0] et on a lim, ¢ fo(z) = —1 ainsi que lim, . o, 22 f2(x) = 0.



Au total, la fonction fy est intégrable sur R et on a

0 ) +o0 )
Fy 2 = / (fe“’)e*”yd:z:+/0 e e "Vdx

— 00

+oo ) +oo )
—/ efze”ydx—i-/ e Te "
0 0

= —Fih+Fh

-1 1 —2¢
— + — = L

11—y 14+dy 1+9?2

3) [Transformée de Fourier de f3 :] La fonction f5 est continue sur R et on a

lim 2?fs(z) = lim az2e71®l =0

r—to0 r—+o0

La fonction f3 est donc intégrable sur R et on a
F o fs = /Re*””yeflmldm = 2/0 e~ cos(zy)dx

+oo ) +oo )
= 29%/ e Te "y = 28?/ e~ Itz g
0 0

e (Itiy)z T

]

1+ vy z—0

1 11—y
= 2% =2

(1 + ly) (1 + y2>

_ 2
o 1+y?

4) [Transformée de Fourier de f; :] La fonction x +— n’est pas intégrable car lim,_, xﬁ existe

—1.

_1
1+4+ix

et est non nulle. Elle est de carré intégrable car elle est continue sur R et lim, 4. ﬁm =

Puisque F, f1 = F, f1 = H%x = f4(), le théoréme de Fourier implique que
Fffi=FfF fi =2rfi(y) = 2me X0, 400[(¥) PP

Il est évident que cette fonction est nulle sur | — oo, 0[.

5) [Produit de composition f; * f1 :] Montrons que le produit de composition a un sens. Soit 2 € R.
Il faut montrer que la fonction y — f1(y)f1(x — y) est intégrable sur R. Si z < 0, cette fonction est nulle
et si x > 0,elle s’écrit explicitement

fiw) fi(z —y) = e "X[0,2)(y)-

Cette fonction de y est donc intégrable sur R. On obtient aussi
(frxf1)(z) = e_$/ dy=2ze x>0 (fixf1)(z)=0,z<0.
0

6) [Transformée de Fourier de fi * fi :] La fonction = +— ze™%x[o 4o0[() est continue sur [0, 400,
nulle en dehors et on a lim,_, 4 22 (z) = 0. Cette fonction est donc intégrable sur R et on a
_ _ _ 1
Fylfixfo)=F, fr F,fi= Eme

Remarque. Pour la justification de l'existence du produit de composition et le 'intégrabilité de celui-ci,
on peut bien sur se référer aux cas de base étudiés.

Ezercice 6 (Résolution de 1'équation de la chaleur via transformation de Fourier). Soit
une fonction u = u(z,t) (x € R,t > 0) de classe Cy dont les dérivées partielles jusqu’a ’ordre 2
sont intégrables par rapport & x sur R quel que soit t. Soit aussi une constante strictement
positive v. On suppose que u vérifie I’équation

Dyu(x,t) = v*D2u(z,t), t > 0,2 € R



On pose

f(@) =u(2,0), f=F"f

et on définit la fonction
F(y,t),t>0,yeR

de telle sorte que, pour t fixé, F(y,t) soit la transformée de Fourier (négative) en y de la
fonction z — u(z,t).

1. Montrer que pour tout y, la fonction ¢t — F(y,t) vérifie
DyF(y,t) +v*y*F(y,t) = 0.
2. Déduire du point précédent que ’on a
_f —v?y’t
F(y.t) = f(y)e :

3. Déduire de ce qui précede que 1’on a finalement
1 2
u(z,t) = —/f <x+2v\/1?y) e Vdy, zeR, t>0.
VT Jr
Solution. 1) Soit y € R. Par définition on a

F(y,t) = /Re_”yu(%t) dz.

Une dérivation par rapport a t sous le signe d’intégration (intégrales paramétriques) puis 'utilisation de
I’hypothese donne

DuF(y,t) = /

e Dyu(x, t)dr = ’U2/ e Y D2y (x,t) dr.
R R

Cela étant, deux intégrations par parties donnent alors

DiF(y,t) = (-)* [ & ulat) do =~y F(y.1)
R

2) Soit y € R. Vu le point 1), la fonction t — F(y,t) est solution de I’équation différentielle linéaire a
coefficients constants d’ordre 1
Dyg(t) +v?y’g(t) = 0

dont le polynome caractéristique est z — z + v2y?. L'unique racine de ce polynome est —v2y?. Par
conséquent, il existe une constante C' telle que
2

F(y,t) = Ce Vvt >0,

Comme

F.0) = [ e u(e.0) do = [ (@) do = )

on en déduit que C = F(y,0) = f(y), donc
F(y,t) = fly)e™V", y e R, t>0.

3) Sit > 0, la gaussienne y — e~V %" vérifie

67U2ty2 _

1
S F -3
s =—vd@) = 5= W)

z2
avec g(z) = e~ %22, On obtient ainsi

Fn.t) = 5= Fw)a)

Or, par définition, on a
Flot) = [ e Vulat) do = 7, ulat)
R



donc
u(z,t) =

1
S (F9)@), s € R

vu les hypotheses de régularité de u et le théoreme de Fourier. Pour conclure, il suffit donc d’examiner
I’expression du produit de composition intervenant dans cette égalité. On a successivement

(fxg)(z) = /guﬂﬂx*yﬂy
R

= Vi [ g0Vi) e 2V (= 20Viy)
R

= 20Vt /e*ylz)f(:n + 20ty )dy'
R

donc ) )
wat) = = (o)) = o= [ ot 20V i)y

comme annoncé.
Pour t = 0 c’est immédiat puisque u(z,0) = f(z) et

1 -y g xi eV dy = flx
o= [ Har 0 ay = @) [y = ).

Exercice 7. Soit f une fonction continue sur R, telle que x — 2?f(x) soit borné sur R.
Démontrer que

+oo +oo )
Z flx+m) = Z Forn fEXTME

En déduire que
= 1 w2
= , T&7
e e F

Solution. La fonction

+oo
Fa)= 3 flz+m)

m=—0oo

est continue sur R (car elle converge uniformément sur tout intervalle fermé borné de R) et 1-périodique.
Nous pouvons donc la développer en série trigonométrique de Fourier dans L?([0,1]). Ce développement

est donné par
—+oo

F= 3" (Fun)un

m=—0oo

avec uy, (z) = €™ (la convergence a lieu dans L?([0, 1]) et aussi en tout réel z si la fonction f est assez
réguliere-voir les résultats de convergence ponctuelle des séries trigonométriques de Fourier). Calculons
les coefficients de ce développement : pour tout m, on a

1 1 +oo
< F; Uy >= / F(l’)um(.’ﬂ)daﬁ = Z f(x + k)e—Qiﬂ'mmdx
0

0 T

+o00 1 _
= ¥ / fz + k)e 2™ dy
0

j=—o00

+o00 k+1 ]
_ Z / f(aj)e—%mrmwdx
k

j=—oc0

—_ / f(x)e—Zirrmde
R
= Formls

on obtient bien la formule annoncée.



Montrons maintenant la seconde partie de I’énoncé. On applique le résultat obtenu au point précédent
a la fonction f définie par

f@) = (“(”)) (e £0), f(0) =7

xT

Rappelons alors que 'on a
27 siz=0
+ _ 3
fq; X[—m,m] { 2 sin(mwx) si # 0

x

Il s’ensuit que 1'on a
1, 1,
f(x) = §fx X[—m,x] = wa (X[*W,ﬂ"] * X[fﬂ',ﬂ])

et on obtient donc -
Foem! = 5 (Xt-mrl * X(-m71) (27m)

pour tout m, grace au théoreme de Fourier et a la régularité des fonctions. On a

(X[*?TJT] * X[*ﬂ',ﬂ']) (33) = /RX[fw,Tr] (y)X[f‘n'nr] (,23 - y)dy = /]RX[f‘n',ﬂ']ﬂ[warw,Tr«ka:] (y)dy

2r —x  siz € [0,27]
= 2r+a  six €]-2m0]
0 si |z| > 27

donc
Formf =0 sim #0, Fornf =72 sim=0.

Deés lors, pour tout réel non entier x, on a

Jf Flo+m) = f sinz(w(;v—&—m)): io sin?(7x) _ 2

m=—oo m=—oo (J? + m)2 m=—oo (.23 + m)Q
(cette égalité reste en fait valable pour tout réel), donc
+00 2
1 s
m;m (x+m)?  sin?(rx) (¢ Z)

Cette derniere relation est ’égalité annoncée.



