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Chapitre 1

Introduction

Pour des renseignements complémentaires d’ordre général et des références, nous renvoyons
(notamment) au livre d’Egorov et Shubin [4] et a 'Encyclopaedia Universalis. Nous ren-
voyons aussi au livre de Dautray et Lions [3] pour une présentation générale de la théorie
classique.

Les notations N, Ny désignent respectivement ’ensemble des naturels et celui des na-
turels non nuls. L’ensemble des fonctions indéfiniment contintiment dérivables sur un
ouvert 2 de R"™ est noté C(2) et le sous-ensemble formé par les fonctions dont le sup-
port est un compact de R™ inclus dans Q est noté D(2) (on rencontre aussi parfois la
notation C3°(2)).

1.1 Définitions et exemples
Une équation aux dérivées partielles linéaire est une équation de la forme
Au=f

ou f est une fonction (ou une distribution) connue, définie dans un ouvert 2 de R™ et A
est un opérateur différentiel linéaire dans §2 c’est-a-dire un opérateur de la forme

A= Z aq(z)D

laj<m

ol v est un multi-indice (o = (a1, ..., an),a; € N), |a| = a1 +...+ay,, D* = DI ... D",
aq est une fonction définie dans € et u est une fonction (ou une distribution) inconnue.
Le plus petit m possible tel que a, # 0 avec m = || est appelé ordre de opérateur et
de I’équation.

Donnons quelques exemples.

L’équation des ondes est 1’équation
D?u = 2Au

3
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onu = u(tz), t e R, x € R", A =37, ng est le Laplacien dans R™ et ¢ > 0 est
une constante. Pour n = 3, cette équation décrit une grande variété de processus de
propagation d’ondes dans un espace homogene et isotrope; dans ce cas, c est la vitesse de
propagation des ondes. Par exemple, I'intensité d’un champ électrique dans le vide vérifie
cette équation, tout comme la pression et la densité d’un gaz soumis a de petites vibrations
acoustiques. Pour n = 2, cette équation décrit par exemple les petites vibrations d’une
membrane élastique. Pour n = 1, elle décrit les vibrations d’une corde ou d’une baguette.

L’équation de la chaleur est ’équation
Dyu = a’Au

onu=u(tz), teR, z € R, A=3", D?Cj est le Laplacien dans R™ et a > 0 est une
constante. Avec a = Cﬁ, cette équation décrit la température u(t,z) d’un milieu formé
d’une substance de densité p, de conductivité thermique k et de chaleur spécifique c.

Equations de Laplace et de Poisson. L’équation de Laplace est ’équation homogene

Au=0

N

ounu=u(zx), z € R" et A est le Laplacien. L’équation inhomogene correspondante
Au=yg

est I’équation de Poisson. Ces équations apparaissent dans diverses situations. Par exem-
ple, la distribution de température dans un milieu homogene (distribution indépendante
du temps) vérifie 'équation de Laplace alors qu’en présence de sources extérieures, c’est
I’équation de Poisson qui est vérifiée. Le potentiel d’'un champ électrostatique satisfait
I’équation de Poisson avec une fonction g proportionnelle a la densité de charge.

L’équation de Helmholtz est I’équation
(A+E)u=0

ou u = u(z), = € R", A est le Laplacien et k > 0. Cette équation apparait notamment
dans I’étude des solutions de I’équation des ondes qui ont la forme particuliere e™u(x)
avec w = k/c. Elle est aussi importante dans le contexte des problémes spectraux, par
exemple dans le probleme des valeurs propres du Laplacien. Un probleme simple dans ce
domaine est celui du probleme des valeurs propres dans un ouvert borné 2 compte tenu
de la condition de Dirichlet sur le bord de €Q:

—Au = Mu
ulpgo = 0.

Les équations de Maxwell. Les phénomeénes électromagnétiques dans le vide sont
décrits & ’aide de deux applications (ou distributions) définies dans R? x R & valeurs
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dans R® E et ?, appelées champ électrique et induction magnétique. Ces applications
sont reliées a deux applications p et 7 définies également sur R3 x R, avec p(z,t) € R
et 7(1:, t) € R3, appelées respectivement densité de charge et densité de courant, par les
équations de Maxwell (dans le systéme d’unité naturel)

divE =
div B =
rot B — Dtﬁ
rot £ + Dtﬁ =

L’équation de Schrédinger est I’équation fondamentale de la mécanique quantique non
relativiste. Dans le cas simple d’une particule sans spin dans un champ extérieur, elle a
la forme

h2

iho Dty = — 2 Ap + V (2)y

2m
ottx € R3, ¢ = v(x,t) est la fonction d’onde de la particule quantique, donnant I’amplitude
complexe caractérisant la présence de la particule en chaque point = (J1(x,t)|? est in-
terprété comme la densité de probabilité de la particule d’étre au point = a l'instant t), m
est la masse de la particule, hg est la constante de Planck et V est le potentiel extérieur.
Comme dans le cas de I’équation des ondes et de I'’équation de Helmholtz, la recherche de

solutions de la forme efh_oE%b(x) (o E est une constante) donne lieu a ’équation

m

<_2h_3A + V(x)) P(z) = By().

L’équation de Cauchy-Riemann. On consideére des fonctions a valeurs complexes d’une
variable complexe. Avec la notation Dz = %(Dx +4Dy), 'équation de Cauchy-Riemann
est I’équation

Dsu = 0;

dans le cas non homogene, cette équation devient
Dsu=g.

La premiere équation joue un role primordial dans la théorie des fonctions holomorphes. 11
existe des généralisations importantes de cette équation dans le cadre de I'analyse complexe
multidimensionnelle (et en physique mathématique).

Dans les exemples qui précedent, la modélisation du probleme physique est incomplete
en ce sens ol, la plupart du temps, il faut imposer des conditions initiales, des conditions
de comportement des solutions sur le bord de 'ouvert. Ces problemes sont alors appelés
“problémes aux limites” ou problémes avec conditions au bord, ou initiales (en anglais:
“boundary value problems”).
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1.2 Probléeme bien posé

Le concept du “probleme bien posé” pour un probleme aux limites a été introduit par
Hadamard!. Le nombre de conditions initiales ou sur le bord peut étre différent pour des
équations différentes et dépend essentiellement de l'ordre de I’équation. Si le nombre de
conditions est insuffisant, il se peut que le probléme soit vérifié par des fonctions n’ayant
aucune relation avec le probleme physique sous-jacent. Si le nombre de conditions est
excessif, il se peut que le probleme n’admette pas de solution. Le modéle mathématique
ne peut étre considéré comme satisfaisant que dans le cas ou, pour certaines données,
le probleme aux limites a une solution unique. Cependant, on demande davantage car
la modélisation de la situation physique demande des mesures, lesquelles ne sont jamais
parfaites et contiennent des erreurs. Les probléemes sont alors considérés comme bien posés
si une petite modification des données conduit seulement & une petite modification de la
solution.
Voici un exemple di a Hadamard.

Exemple (Hadamard). Dans le plan R? des variables (¢,z) on consideére I’équation de
Laplace (¢ donné, continu sur IR)

DZu+ Diu =0, (z,t € Rx]0,+00[), u(0,z) =0, Du(0,z) = ¢().

On montre que ce probléme aux limites a une solution unique dans C'?(R x [0, +o0]). Pour
tout naturel n, la fonction
Un(t,x) = e V7 sin(nz) ™

vérifie ’équation et les conditions aux limites lorsque
o(z) = pn(z) = e VPn sin(nz).
On a cependant les comportements suivants:

Ve 3N > 0: sup|en(z)| <e, Vn> N
zeR

et

Yt > 0, sup |uy (t, z)| = €™V — oo sin — +o0.
r€ER

On adopte en général la définition suivante pour les problemes bien posés.

Soient U,V, F des espaces vectoriels topologiques tels que U C V. Notons u une
solution et f les données (il se peut que ce soient des fonctions a valeurs vectorielles).

Définition 1.2.1 Un probléme auz limites est dit bien posé lorsque

e pour tout f € F, il existe une solution u € U du probleme aux limites

! Jacques Hadamard: mathématicien frangais (Versailles 1865-Paris 1963). Figure de proue de I’école
francaise de théorie des fonctions, il a joué un role fondamental dans la création de I’analyse fonctionnelle.
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e cette solution est unique

e laloi F—V [+ u est continue.

Par exemple, le probleme suivant

Dy = D?%u, v €R,t€[0,T]
u(0,2) = plz), v€R
Diu(0,z) = ¢(z), z€R

porte le nom de “probleme de Cauchy pour 1'équation des ondes & une dimension” et
on montre qu’il est bien posé avec les espaces normés U = V = CF([0,T] x R) et F =
CF(R) x CF!(R) ou méme des espaces plus grands (qui sont alors de Fréchet: espaces de
fonctions dérivables localement bornées, espaces L7 ).

On montre aussi que 'exemple d’Hadamard ne peut pas étre bien posé dans des es-
paces de type C*. Par contre, c’est possible quand on fait appel & des conditions sur la
transformée de Fourier des données. Cependant, la manipulation de topologies naturelles
de tels espaces est tres délicate.

Dans la littérature précitée, on trouve d’autres exemples de problémes bien posés
et rencontrés dans la pratique (lorsque les données ne sont pas si régulieres). Ils font
notamment appel aux

espaces de Sobolev et a la théorie des distributions.

La littérature consacrée aux problemes relatifs aux équations aux dérivées partielles
est tres vaste. Des théorémes généraux d’existence et d’unicité de solutions s’y retrouvent,
comme le résultat de Cauchy-Kowalewska, historiquement le premier théoreme d’existence
et d’unicité. Dans ces résultats fondamentaux, apparaissent les notions de surface car-
actéristique, d’opérateur elliptique, hyperblique, parabolique. Ces notions sont assez tech-
niques et lourdes & introduire en toute généralité pour un premier cours comme celui-ci. De
plus, excepté une premiere classification adoptée aux environs de 1900 pour des opérateurs
A coefficients constants d’ordre deux & variables et coefficients réels?, il n’est pas connu de
classification complete ou reconnue unanimement.

1.3 Distributions

Il est fréquent de rencontrer des fonctions non dérivables dans des problémes ou le calcul
différentiel serait bien utile. L’expérience montre que I'application brutale des techniques
du calcul différentiel et intégral dans des situations ou elles ne sont pas justifiées peut
donner lieu & des résultats intéressants ou a des non-sens.

’Si P(D) est un tel opérateur, on pose (partie principale de P) Py(D) = Y7 | Z;L:1 a;;D;D;. La
forme quadratique associée est la forme Py(&) = Z?Zl Z;L:1 a;;&:&;. Si cette forme quadratique est de
rang n et de type elliptique, on dit que 'opérateur est de type elliptique; si elle est de rang n et de type
hyperbolique, I'opérateur est dit hyperbolique; si elle est de rang n — 1 et de type elliptique, 'opérateur
est dit parabolique.
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Tout comme ’ensemble des nombres complexes étend ’ensemble des nombres réels et
permet d’extraire des racines carrées sans restriction, la théorie des distributions fournit
un nouveau cadre qui justifie certains calculs illicites dans le cadre restreint des fonctions.
La théorie des distributions est devenue un outil tres puissant notamment a la suite des
travaux de Laurent Schwartz (années 50), lequel a su en présenter tout lintérét pratique
tout en établissant une théorie mathématique rigoureuse.

Donnons quelques exemples introductifs posant des problémes qui seront résolus lorsque
les distributions seront étudiées.

a) Pour tout m > 0, considérons ’équation différentielle

Uy =0 siz<—1/m

avec
] o si |z| >1/m,
fm(@) = { m (1 —mlz]), si |z|<1/m. (1.2)
La suite de fonctions f,,.
Pour tout m, la fonction f,, est d’intégrale égale a 1 et son support est [—%, %]

L’équation (1.1) est celle d’un oscillateur harmonique initialement & la position d’équilibre
et qui est perturbé par une impulsion d’intégrale constante mais de plus en plus con-
centrée au voisinage de 0. Ses solutions wu,, sont représentées ci-dessous pour m =
1/4,1/2,1,2,4,8.

Convergence des solutions u, de (1.1).
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On constate que u,, converge vers la fonction

() = 0 si <0,
Y=Y sing si x>0

si m — +4o00. Cette fonction n’est pas de classe C's. Peut-on écrire une équation limite ana-
logue a (1.1) pour la fonction u? Cette équation modéliserait une impulsion instantanée.
Quel en serait le second membre?

b) La relation fondamentale entre dérivation et intégration

F(z) = f(a)+ / Df(t)dt, a,zel, (1.3)

est valable pour tout intervalle I de R et toute fonction f € C1(I).

Il existe des fonctions dérivables dont la dérivée n’est pas localement intégrable. Dans
le cadre du calcul intégral classique, il n’est donc pas possible de généraliser cette formule
aux fonctions qui ne sont que dérivables.

Elle possede pourtant des généralisations naturelles. Par exemple, elle reste correcte
pour tous a, x si

F(2) = 2X01o0((®) et “DF () = X0 oof(2)"-

Pour la fonction f = Xjo 400, la “dérivée” de f devrait étre nulle en dehors de 0
donc presque partout. La formule (1.3) n’est cependant pas valable pour f = X]0, 400 €t
“Df =0".

On pourrait penser que la continuité de f, I'existence d’une dérivée en presque tout
point et I'intégrabilité de cette dérivée suffisent pour la validité de la formule (1.3). Cepen-
dant, on peut montrer qu’il existe une fonction f € Cy([0,1]) strictement croissante qui
est dérivable presque partout et dont la dérivée est nulle presque partout. La formule (1.3)
est clairement violée par cette fonction.

Il ne semble pas exister de généralisation maximale et convaincante de (1.3) dans le
cadre strict des fonctions.

c¢) Les solutions classiques de l'opérateur des ondes

sont les fonctions deux fois contintiment dérivables dans R? qui vérifient cette égalité en
tout point. Ce sont en fait les fonctions de la forme

u(t,z) = f(t —z) + g(t + x)

oll f et g sont de classe C? dans IR.

Cependant, par exemple dans ’étude des chocs, il est utile aussi de considérer qu’une
telle fonction est aussi solution de 'opérateur des ondes méme si f et g ne sont que continus
ou méme localement intégrables. D’autre part, la forme de I’équation semble indiquer que
si u est une solution, alors D;u et D, u sont aussi solutions. Ce n’est pas vrai si on impose
que u soit de classe C2.
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Ce type de probleme a été résolu bien avant I’apparition de la théorie des distributions
par le concept de solution faible. En fait, ’équation ci-dessus est équivalente a

/ u(t,z) (DX — D2)o(t, ) dt dz = 0
]RQ

pour tout ¢ € D(R?). Cette nouvelle formulation a un sens pour toute fonction localement
intégrable u et admet comme solutions toutes les fonctions considérées ci-dessus.

La théorie des distributions va au-dela de la notion de solution faible en remplacant
de maniere systématique la notion de fonction par celle de fonctionnelle sur un ensemble
de fonctions test.

d) P. Dirac définit sa fonction généralisée par la relation

| syt dr = pl0) (1.4)

— 00

pour toute fonction ¢ € D(R). Les régles du calcul intégral interdisent I'existence d’une
telle fonction® § € LL (R).

loc
Par contre, une suite de fonctions peut approcher la propriété demandée par (1.4).

Considérons par exemple les fonctions f,, définies en (1.2). Il vient

+o00 1/m
@@ = m [ (0 mlel) (o) de

1 x
= [ A= lhe()do

-1

~ @0 [ (1~ lehde =00

si m — 400 en vertu du théoreme de Lebesgue.
Cette propriété est réalisée par de nombreuses suites de fonctions. Par exemple, les
fonctions gaussiennes

gm () =/ — e (1.5)

conviennent également car

= i = L [T o(ya 0
[ om@e@dr = — [ e o(myde - 00

si m — +oo.

3L’intégrale de cette fonction avec tout élément de D(R) serait nulle donc la fonction serait nulle pp
dans R\ {0} (résultat classique mais qui sera démontré dans la suite). L’intégrale serait donc nulle pour
toute fonction ¢, ce qui est absurde.
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1.4 En guise de conclusion et d’introduction a la suite. ..

Ce cours peut étre considéré comme une premiere approche de I'étude des équations aux
dérivées partielles, domaine tres vaste. Nous y présentons une étude générale des distribu-
tions, outil fondamental de I’analyse et des équations aux dérivées partielles en particulier,
ainsi que la notion de solution fondamentale et plusieurs exemples classiques. Les outils
techniques et d’autres notions fondamentales de 'analyse (espaces fonctionnels, notam-
ment de Sobolev, techniques de calcul,...) permettant une étude plus approfondie ne
seront qu’abordés.

J’espere que cette premiere lecture donnera l’envie au lecteur de se renseigner davantage
dans I’abondante littérature sur le sujet.

6 Février 2007
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Chapitre 2

Eléments de la théorie des
distributions

2.1 Fonctions test

Nous adoptons 'approche classique qui consiste a définir les distributions comme des
fonctionnelles linéaires continues sur ’ensemble des fonctions indéfiniment contintiment
dérivabless a support compact. Une premiere étape consiste a rassembler les principales
propriétés de ces fonctions. On désigne par §2 un ouvert de R".

2.1.1 Supports

Définition 2.1.1 Soit f une fonction définie dans un ouvert Q) de R™. Un ouvert w inclus
dans Q est un ouwvert d’annulation pour f si f(x) = 0 pour tout x dans w. L’union de tous
les ouverts d’annulation de f est encore un ouvert d’annulation de f. Son complémentaire
dans Q) est appelé le support de [ et est noté

supp(f) ou encore [f].

Soit f une fonction définie presque partout dans un ouvert 0 de R™. Un ouvert w
inclus dans 0 est un ouvert d’annulation presque partout pour f si f(x) =0 pour presque
tout x dans w. L’union de tous les ouverts d’annulation presque partout de f est encore un
ouvert d’annulation presque partout de f (voir le cours d’analyse de seconde candidature).
Son complémentaire dans () est appelé le support presque partout de f et est noté

supppp(f) ou encore [fpp.

Si f est défini dans 2, on montre directement que

supp(f) = {z € Q: f(z) # 0}

ou 'adhérence est prise dans §2; si en outre f est continu on a

supp(f) = supp,,(f)-

13
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Soient f, g des fonctions définies (pp) sur © et o, 3 € C. On établit directement les
propriétés suivantes a propos des supports (des supports presque partout)

[af + Bl C [f1U[g] et [fgl C[f1N]g].

Rappelons encore que 'on désigne par C, (€2) 'espace vectoriel des fonctions indéfiniment
continument dérivables dans ) a valeurs complexes. Le sous-espace formé des éléments
dont le support est un compact de Q est noté D(Q).

Toute fonction ¢ € D(Q2) peut étre prolongée en une fonction @ définie dans R™ en
posant @ = ¢ dans Q et $ =0 dans R\ Q. On a ¢ € D(R"). De fait, ¢ est de classe Co
dans Q et dans R™ \ [¢]. Ces deux ouverts recouvrent R™. De plus, [¢] = [¢].

On ne fait généralement pas de distinction entre les fonctions ¢ et ¢ bien que leurs
domaines de définition soient distincts.

Plus généralement, si e est un sous-ensemble de R"™, on définit aussi D(e) comme
l’ensemble des fonctions f € D(R™) telles que [f] C e.

2.1.2 Convergence

Introduisons la notion de convergence dans D(£2).

Définition 2.1.2 On dit qu’une suite ¢,, d’éléments de D(2) converge dans D(2) vers
un élément ¢ de D(Q) s’il existe un compact K de € tel que [p,,] C K pour tout m,
[¢] C K et

sup | D%pp — D%| — 0

K

pour tout a € IN" lorsque m — oc.

On dit qu’une suite ¢, d’éléments de D(Q2) converge dans D(£2) s’il existe une fonction
© de cet ensemble pour laquelle elle vérifie ce qui précede.

Une suite ¢, € D(Q) est dite de Cauchy dans D(Q2) s'il existe un compact K de {2 tel
que [pn,] € K pour tout m et

sup |[D%p, — D%p4| — 0
K

pour tout o € IN" lorsque r, s — +00.
Une suite ¢, € D(Q) est bornée dans D(Q2) s'il existe un compact K de Q tel que
[om] C K pour tout m et si pour tout o € IN", il existe une constante C,, telle que

sup |D%pp,| < C, pour tout m.
K

Une suite ¢,,, € D(Q2) converge vers ¢ dans D(f) si et seulement si ¢, — ¢ converge
vers 0 dans D(Q).

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu'une combinaison linéaire de suites con-
vergentes dans D({2) converge vers la combinaison linéaire correspondante des limites. De
méme, le produit de deux suites convergentes converge vers le produit des limites.
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Théoréme 2.1.3 [Critére de Cauchy] Une suite ¢, € D(S) converge dans D(S) si et
seulement si elle est de Cauchy dans D(S).

Preuve. La condition est nécessaire car si ¢,, converge vers ¢ dans D(f), il existe un
compact K de  tel que [p,,] C K pour tout m et on a

sup [D%p, — D%ps| < sup |[D%p, — D%p| 4 sup [D%p — D%py|.
K K K

Montrons qu’elle est aussi suffisante. Si la suite ¢, est de Cauchy, il existe un compact
K de Q tel que [p,,] C K pour tout m. De plus, la suite ¢,, et toutes ses dérivées satisfont
au critere de Cauchy de la convergence uniforme dans tout compact de §2. Par le théoreme
de convergence des fonctions contintiment dérivables, la suite ¢, converge uniformément
dans tout compact de {2 avec toutes ses dérivées vers une fonction ¢ qui est de classe C
dans Q. La fonction ¢ est nulle dans Q\ K car il en est ainsi de toutes les fonctions ¢,,.0

Exemple 2.1.4 Soit ¢ € D(R") une fonction d’intégrale égale a 1 et dont le support
est inclus dans la boule unité. Pour tout entier m strictement positif, posons 1, (x) =
m™p(mz). Toutes les fonctions 1, ont une intégrale égale a 1.
Si ¢ € D(R™), la suite ¢ * 1), converge vers ¢ dans D(R™).
De fait, on a
[ * Y] C [0] + [¥m] C [0] +b(1/m)

donc les supports des fonctions ¢ *,, sont inclus dans un compact fixe. Pour tout x € R”
et tout multi-indice «, on a

D¥(pxhp — ©)(x) = (D%Q) % thm(z) — D(x)
= [ D%~ yom)dy - Dpla)
- /(Do‘go(m —y) — D%%(x))hm (y)dy
- / (D%p(x —y/m) — D*(x))¥(y)dy.
Cela étant

|D%(p * Y — @) ()] < /|¢(y)!dy |S<ulr; |ID%p(z +y) — D%p(z)].

Ceci démontre le résultat car toutes les dérivées de ¢ sont uniformément continues sur
R™.0O

Proposition 2.1.5 Si f € L], .(Q) et

[ 1@ ¢la)dz =0
Q

pour tout ¢ € D(Q) alors f est égal a 0 presque partout.
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Prewve. On utilise par exemple le produit de composition (pour une rédaction de la
démonstration, voir “Cahier d’exercices d’analyse, 2CM, F. Bastin et J.-P. Schneiders”).O

2.2 Distributions

Les valeurs ponctuelles d’une fonction irréguliere n’ont guere de sens. La valeur en 0 de
la fonction saut xjo joo[ €st arbitraire. Par contre, la proposition 2.1.5 montre qu’une
fonction f € L} () est entierement caractérisée par ses intégrales avec les éléments de
D(Q). On peut donc identifier f a la fonctionnelle linéaire

D) = Cipr [ fl@)pla)dr.
Q
La théorie des distributions adopte ce point de vue.

Définition 2.2.1 Une distribution u dans un ouvert €2 de R" est une fonctionnelle linéaire
sur D(Q) telle que u(p,,) converge vers u(p) pour toute suite ¢,, de D(2) qui converge
vers ¢ dans D(Q).

Puisque u est linéaire, on peut se limiter dans cette définition a considérer les suites
¢©m qui convergent vers 0 dans D(2). On désigne par D’(Q2) 'ensemble des distributions
dans 2. La condition de continuité des distributions se traduit aussi utilement par des
majorations.

Théoréme 2.2.2 Une fonctionnelle linéaire u sur D(§2) est une distribution si et seule-
ment si, pour tout compact K de Q, il existe des constantes C, k telles que

lu(p)| < C sup sup |D%| , ¢ e D(K).
o<k K

Preuve. La condition est suffisante vu la définition de la convergence dans D(£2). Mon-
trons qu’elle est nécessaire. Supposons qu’il existe un compact K de € tel que l'inégalité
ci-dessus ne soit réalisée pour aucune valeur de C et k. En prenant C' = k = m, on obtient
pour tout entier m une fonction ¢, € D(K) telle que

[u(pm)| > m sup sup |[D%pp,|.
lal<m K

Puisque cette inégalité reste inchangée lorsque ¢,, est multiplié par une constante non
nulle, on peut supposer que u(¢,,) = 1 pour tout m. On a alors

1
sup [D%pp,| < — si |af < m.
K m

En particulier, ¢,, converge vers 0 dans D(2). Puisque u est une distribution, ceci entraine
la convergence de u(p,,) vers 0 d’ou une contradiction. O
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Donnons quelques exemples.

a) Si p est une mesure dans €2, alors

u(p) = / edp
définit une distribution. On a ici

lu(p)| < Vu(K) Sup ol . @€ D(K).

b) Si xg € R, la distribution §,, de Dirac peut étre définie par
020 () = #(x0), ¢ € DR").

c) Si f est une fonction localement intégrable dans €, la fonctionnelle u ¢ définie par

us(e) = [ Sa)el@) v, o€ D)

est une distribution dans €2.

d) La fonction 1/x, x € Ry n’est pas localement intégrable dans R. On peut cependant
définir une distribution associée, appelée valeur principale ou partie finie de 1/x. 11 s’agit
de la distribution (notée pv(1/x) ou pf(1/x) dans la suite)

pU (l) (p) = lim ¢lz) dx, ¢ € D(R).

T e=0jz[>e @
On montre directement qu’il s’agit bien d’une distribution dans R en vérifiant que

ple) o /*‘X’ p(r) — p(—x)
0

lim

e—0 |z|>e T

. dx = —/RDcp(a:) In(|z|) dx

et en utilisant la majoration de continuité pour le dernier terme (la fonction In(|z|) est
localement intégrable dans R).

Ajoutons qu’il est possible d’aborder la théorie des distributions d’une autre maniere,
par exemple en les définissant comme limite d’intégrales

up) = lm [ fu(@)pla) da
m——+oo JO

ou 'on suppose que les fonctions f,, sont localement intégrables. Ceci devrait bien str

étre précisé (une distribution apparait comme un élément du quotient de ’espace des

suites de fonctions f, € Li,.(Q) (m € IN) telles que [ fm(z)p(z) dx converge pour tout

¢ € D(Q) par le sous-ensemble des suites de fonctions f,,, € Li,.(Q) (m € IN) telles que
Jo fm(x)e(x) dx converge vers 0 pour tout ¢ € D(2)).
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2.3 Dérivation des distributions

2.3.1 Définition
Définition 2.3.1 Siu € D'(Q), on pose

(iju)(gp) = U(—ijtp) , P E D<Q)a

et, si f € Co(§2),
(fu)(p) =ulfe), ¢ € D).

On définit ainsi des distributions D, u et fu dans €. La linéarité est immédiate. De
plus, si

lu(¢)| < C sup sup|D%|, ¢ € D(K),
o<k K

on a

(Da,u)(9)] <C sup sup |DY|
la|<k+1 K

et!
[(fu)(¢)] < C sup sup|D*(fy)|
lo|<k K

C sup sup| Z C’gDo‘_ﬁfDﬁgd
lo|<k K BLla

IN

< (' sup sup| D]
jal<k K

pour tout ¢ € D(K).

2.3.2 Quelques propriétés
a) Comme pour les fonctions de classe C, on peut permuter I'ordre des dérivations
Dy Dyju= Dy Dyyu, u€ D'(Q).
De fait, on a
(Day, Da;u) () = —(Da;u)(Dayp) = (D Dy 0) = w(Dyy Dy p) = (Do Dy u) ().

Ceci permet d’utiliser la notation D%u, o € IN", pour désigner les dérivées partielles d’une
distribution
(D¥u)(p) = (=D)*u(D).

b) La regle de dérivation d’un produit reste valable

Dy, (fu) = Dy, f)u+ fDyu . f€Cx(R), ue D'(Q).

"Formule de Leibniz: si f,g € CP(Q), et |a| < p, on a D*(fg) = Z@<a CBDPID*Pg ou CF =

agl...ap!

ol _
Blla=p)! — Bil..Bn! (a1 —B1)!..(an—Bn)!"
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On a en effet

—u(f Dy p) = u((Day, [)p) — u(Day (f0)) 5, ¢ € D).

c)Sige Cr() et |a] <k, ona
D%uy = upay.

En effet, en intégrant par parties lorsque  =|aq, b1[X ... X]ay,, by[, on obtient

[ 9@ (=D e@yiz = [ D*g@)e(a)ds

pour tout ¢ € D(£2). On montre alors que si u, v sont deux distributions dans 2 qui sont
égales en tout ¢ € D(I), ou I est un intervalle ouvert & support compact dans €2 alors ces
distributions sont égales.

Si g€ L},.(2), on a directement fu, = ug,.

Plus généralement, si

L(z,D) = Z aq(x) D™

laj<m

est un opérateur de dérivation a coefficients de classe C, dans €2, on peut définir

Lu= Y a,D% € D'(Q).

|| <m

On a
(Lu)(p) =u(*Ly) , ¢ € D(Q),

avec

2.3.3 Exemples
Exemple 2.3.2 Par définition,

(D*80) () = (—1)*D*(0).

On a
0 st j>k>0,
#' D% (—1)7 DTS, si 0<j <k (2.1)
(k= J)!
La relation (2.1) s’obtient aisément en utilisant la formule de Leibniz: on a en effet

(@ D*0)(¢) = (1) D*a’p(x)]a=0
o A si j>k>0,
T (=D)RCLIDRIp0) si 0< 5 <k,
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Exemple 2.3.3 La fonction H définie par H(z) =1 six >0 et H(x) =0 siz <0, porte
le nom de fonction de Heaviside. Sa valeur en 0 importe peu. Considérons la distribution
Y sur R définie par

Vo) = [ H@ = [ plads
On a
DY = &.

De fait,
+oo

DY (p) =Y (~=Dyp) = — ; Do(z)dr = ¢(0) = do(p)

pour tout ¢ € D(IR).

Plus généralement, on a le résultat suivant.

Proposition 2.3.4 Soient I un intervalle ouvert de R, xg € I et f une fonction de classe
Cy dans I\ {zo}. Si Df est intégrable au voisinage de xo alors les limites

f(@o£) = lim f(z)

r—xot

existent, sont finies et
Duy =wupy + (f(zo+) — f(w0—)) dz,-

Cet énoncé s’applique a la fonction d’Heaviside mais aussi a la fonction +/|z| pour
laquelle on a donc
sgn
T Y12

Du‘x‘1/2 == 2
dans R.

Preuve. Si xg <y et [zg,y] C I alors

fla) = 1)~ [ "Df(s)ds, xo<z<y.

Puisque Df est intégrable dans [z¢,y|, la limite f(z¢+) existe. De la méme facon f(xo—)
existe aussi. Cela étant, f est localement intégrable dans ]a,b[ et on a

Dusle) = = [ f@)Dpl@)dz = ~ lim f(@)D(w) da

€=0 J|z—zq|>e€

= il [ DI e (o) + 9~ (o)~

e—0

= qu(gD) + (f($0+) - f(xO_)) 510(90)'

Exemple 2.3.5 On a
1

D, In(|z|) = pv (—) .

x
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Quelques exercices.

e Montrer que I'application définie par

pE D(RQ) — u(p) = /+OO o(z,x) dx

— 00

est une distribution dans D(R?) qui vérifie (D, + Dy)u = 0.

e Pour tout m € IN, il existe une distribution dans R qui coincide avec la fonction

1/2™ dans IR\ {0}.

2.3.4 Propriétés-suite

Proposition 2.3.6 Soit I =]a,b| un intervalle ouvert de R. Si u € D'(I) est tel que
Du =0 alors u est la distribution associée a une fonction constante.

Preuve. Soit ¢y € D(I) d’intégrale égale a 1. Pour tout ¢ € D(I), la fonction

O(x) :/j ©(s) ds—/abap(s)ds/j wo(s)ds

appartient & D(I). On a donc
b

0=u(D®)=u (<p - cpo/ ©(s) ds) = u(p) — u(po) /ab o(s)ds.

a

Ceci démontre le théoréeme. O

Proposition 2.3.7 Si I =la,b] est un intervalle ouvert de R et uw € D'(I), il existe
ve D'(I) tel que Dv=wu. Si fe€ L} (I),z0 € et

loc
X
o@) = [ fs)ds | wel,
zo
on a Dug = uy.

Preuve. Si la fonction ¢q est choisie comme dans la proposition précédente, la distri-
bution

o) = —uo( [ o(s)ds — [ gs)s [ ols)ds

vérifie Dv = u.

Supposons que f € L}

loc

_/abg(m)Dtp(x) de = _/abDSD(;L«) dx/gC:f(s) ds

(I). Si la fonction g est définie comme ci-dessus, on a

= /jo Dy(x) dx /:0 f(s)ds — xz Dy(x) dx /mj f(s)ds
= /amf(s)ds/ango(x)dx—/xif(s)ds/szgo(x)dx
= [ 16)ets)ds
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en vertu du théoreme de Fubini. O

On peut aussi vérifier directement que la distribution v construite & partir de uy est a
une constante pres la distribution u,.

Signalons aussi les résultats suivants dans R"™. Leurs démonstrations nécessitent des
résultats prouvés plus loin.

Proposition 2.3.8 Soient w un ouvert de R"~1 et I un intervalle ouvert de R. Si u €
D'(w x I) et Dy, u=0 alors il existe ug € D'(w) tel que

u(e) = [ wole(wn)) e,

pour tout p € D(w x I).
Si Q est un ouvert connexe de R™, u € D'(Q) et Dy;u=0 pour j =1,...,n alors u
est la distribution associée a une fonction constante.

Corollaire 2.3.9 Si f,g1,...,9n sont des fonctions continues dans un ouvert ) de R™ et
Dy up = ug; pour tout j alors f € C1(Q) et Dy, f = gj.
2.4 Support d’une distribution

2.4.1 Définition

Définition 2.4.1 Soit Q un ouvert de R™ et u une distribution dans Q2. Un ouvert w
inclus dans Q est un ouvert d’annulation de u si u(p) = 0 pour tout ¢ € D(w).

Lemme 2.4.2 Toute union d’ouverts d’annulation d’une distribution est un ouvert d’an-
nulation.

Preuve. Soient w un ouvert de €2 qui est une union d’ouverts d’annulation de u et ¢
un élément de D(w). Puisque le support de ¢ est compact et inclus dans w, il existe un

nombre fini d’ouverts w1, ...,wy qui sont des ouverts d’annulation de u et tels que
N
[e] € J wj
j=1
Posons

1
Wjm = {m €wj: x| <m,d(xz,R"\ w;) > —}.
m

Pour tout j € {1,...,N}, ces ouverts sont emboités en croissant et leur union est w;.
Comme [¢] est compact et inclus dans U, Ué»vzl wjm il existe alors un naturel mq tel que

[gp] C Ué\file,mo .

Cela étant, pour tout j € {1,..., N}, 'adhérence de wj,, est un compact de wj; il existe
donc une fonction a; € D(w;) égale a 1 dans wjm,, et telle que 0 < o; < 1. La fonction
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Z;yzl a; est de classe C dans IR™ et est strictement positive dans U;V:lemo. Il s’ensuit
que, pour tout jo € {1,..., N}, la fonction

(7] .
0¥ sizc Uj-vzle,mo
Pjo = 2 jem1
0

sinon

appartient a D(wj,) et ¢ = Zjvzl @; dans R™. Puisque les ouverts w; sont des ouverts
d’annulation, on a
N
ulp) = _ulp;) =0.

Jj=1

L’ouvert w est donc un ouvert d’annulation. O

Le lemme 2.4.2 montre que toute distribution u possede un plus grand ouvert d’annu-
lation. C’est 'union de tous les ouverts d’annulation de wu.

Définition 2.4.3 Si u € D'(Q2), le support de u, noté [u] est le complémentaire dans
du plus grand ouvert d’annulation de w.

Par définition, [u] est un fermé de 2 et on a u(p) =0si ¢ € D(Q) et [u] N [p] = O.
Donnons quelques exemples.

a)Si feLl (),ona

loc

[us] = [flpp-

De fait, un ouvert d’annulation de uy est un ouvert w tel que

/f(pda::O pour tout ¢ € D(w).

Cette condition caractérise aussi les ouverts d’annulation pp de f.

b) Pour tout a € R", on a
[0a] = {a}.
¢) Si p est une mesure dans {2, alors

([ ) = )

En effet, la mesure p est nulle dans un ouvert w de € si et seulement si
/gpd,u = 0 pour tout ¢ € D(w).
d) Si u € D'(Q2) et L est un opérateur de dérivation & coefficients de classe C», dans

), on a
[Lu] C [u].
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De fait, tout ouvert d’annulation de u est un ouvert d’annulation de Lu car ['Ly] C [¢]
pour toute fonction ¢ € D(Q).

e) Siug,...,up € D'(Q) et c1,...,¢cp €C,on a
P

D ejusl C Q [ug].

1

Tout ouvert d’annulation simultanée de u1,...,u, est en effet un ouvert d’annulation de
la combinaison linéaire.

f) Si f € C() et siu € D'(Q) alors
[fu] € [u] O[S

g) Si ¢, sont des éléments de D(2) égales dans un voisinage ouvert V de [u] alors

En effet, ¢ — 1 € D(Q) est telle que [p — ] N[u] C (Q\V)N[u] = O donc u(p — ) = 0.

h) Si u est une distribution dans R” et si a € R™ alors la fonctionnelle
v:DR") = C ¢ u(p(z+a))
est une distribution dans R" telle que
[v] = a+ [u].

2.4.2 Extension par supports

Des considérations de supports permettent d’étendre la définition d’une distribution a des
fonctions qui ne sont pas a support compact.

Soit u € D'(Q) et f € Coo() tels que K = [u] N [f] soit compact. Il existe alors une
fonction ¢ € D(Q) égale a 1 au voisinage de K. L’expression u(if) est indépendante du
choix de 1. En effet, si ¢’ € D(Q) est aussi égale & 1 au voisinage de K, on a

(¥ =) fINul C [ =N [fINfu] ¢ (Q\K)NK =0.

De la,
0=u((t) =) f) = u@f) —u@'f)

par définition du support de wu.

Par extension, on écrit encore u(f) pour désigner la valeur commune des u(¢f).

Notons que si u est une distribution & support compact, u(f) est défini pour tout
feCx(Q).

Notons également que si [u] N [f] = @, u distribution dans Q et f de classe C'», dans
Q, alors u(f) = 0.
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2.4.3 Théoreme d’annulation

On a vu ce que 'on entendait par la notion de support d’une distribution; d’une maniere
que nous avons tout a fait précisée, il s’agit en fait “d’un ensemble en dehors duquel la
distribution est nulle”. Dans la définition adoptée, tous les termes sont importants; de
plus, les estimations (topologiques) de u(y) a partir de bornes supérieures de ¢ et de ses
dérivées ne peuvent pas étre “améliorées” en utilisant justement le support, c’est-a-dire
“la ou la distribution n’est pas nulle”.

Nous allons compléter et préciser ceci notamment dans ce qui suit.

Soit w une distribution dans un ouvert 2. Pour tout compact K de () et tout voisinage
ouvert V du support de u, il existe des constantes C, k telles que

lu(e)| < C sup sup |D%| , ¢ € D(K).
la|<k KNV

De fait, soit ¢ € D(V') égal & 1 au voisinage de K N [u]. Par le théoreme 2.2.2, il existe
des constantes C, k telles que

[u(p)| = [u(e)| < C sup sup |[D¥(¢yp)]
lal<k [¥]

pour tout ¢ € D(K). En utilisant la formule de Leibniz, on obtient la majoration an-
nonceée.

Dans cette majoration, V' est un voisinage arbitraire du support de u. En général, on
ne peut pas prendre V = [u] comme le montre I'exemple suivant.

Exemple 2.4.4 Considérons la distribution v € D’'(IR) définie par

> 1 Dy(0)
= —) —¢(0) — D(RR).
u(e) = 3 (#() ~#0) = =07) ¢ € DIR)
Par la formule de Taylor? , on a
1 Dp(0) 1 /1 ,
—) —¢(0) — =— 1—¢t)D%p(—)dt
o) = o(0) - 222 = — [ 1 -2
done 1 Dp(0) 1
¥ 2
—) - — ———= | < —=sup|D?y|.
|#() = 9(0) = == | < 5 7 sup Dl

Cette inégalité assure la convergence de la série et la majoration

lu(p)| < Csup ID%p| , ¢ € D(IR).

W,y € Q tels que le segment d’extrémités x, y soit inclus dans Q, Vf de classe C)p dans 2, on a

p—1 _ )k — )P 1 L
1) - 1@ = 3 U0 @) + L [ o ity - o)

k=1
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Le support de u est compact et est donné par

[u]:{O}U{i:mG]NO}.

m

Pour tout entier strictement positif m, soit® ¢,, € D(IR) égal & 1/\/m au voisinage
de [1/m,1], égal & 0 au voisinage de [0,1/(m + 1)] et tel que 0 < ¢, < 1/y/m. Par
construction, les fonctions ¢,, sont uniformément majorées par 1/y/m et toutes leurs
dérivées sont nulles sur le support de u. Elles convergent donc uniformément avec toutes
leurs dérivées vers 0 sur le support de u. Cependant, on a

u(pm) = \/—m = V/m — +o0.

Toute majoration de la forme

lu(p)| < C|St‘1<pks[U}p |ID%| , ¢ € D(IR),

est donc exclue.
On a cependant le résultat suivant.

Théoréme 2.4.5 Soit Q un ouvert de R"™ et uw € D'(Q). Si ¢ € D(Q) et D% est égal a
0 sur le support de u pour tout a alors u(p) = 0.

Démontrons un résultat un peu plus précis.

Lemme 2.4.6 Soient u € D'(Q), K un compact de Q2 et k un entier positif. S’il existe
une constante C telle que

lu(p)| < C sup sup |[D%| , ¢ € D(K),
la|<k K

alors toute fonction ¢ € D(K) nulle sur [u] avec toutes ses dérivées d’ordre inférieur ou
égal a k vérifie u(yp) = 0.

Preuve. Pour tout € > 0, posons M, = {y € R" : d(y, [u] N [p]) < €}. Si € est assez
petit, M, est un compact de Q. Il existe des fonctions y. € D(R") égales a 1 au voisinage
de [u] N [¢] et telles que [x¢] C M.. On peut choisir les fonctions x. de telle maniere qu’il
existe une constante Cy vérifiant

|D%| < Coe™ 1ol si |a| < k.
Silal <ketye M, il existe € [u] N [p] tel que |z —y| < e. Par hypothese, on a

D*p(z) =0 si |6 < k—|al.

3on peut aussi prendre d’autres exemples, cf cours
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La formule de Taylor* appliquée & D%p en z & I'ordre k — |a| > 0 s’écrit donc

_ 2\
Do) = (k—la) Y YT [ g1 - e+ .
Bl=k—la 7T O
Cela étant,
El
o € 14
ID%(y)| < (k—lal) Y — sup sup|D¢p|.
|Bl=k—|a] 7 IvI=h M

Il existe donc une constante C; telle que

sup |D%| < Cre*~1ol sup sup\D o| st |af <E.
M.

lv|=k

Ona [(1—xe)p|N[u] C [I—x]N[p]N[u] = O par construction. On a donc u(p) = u(xep).
En utilisant I’hypothese et les majorations des dérivées de x. et ¢, on obtient

lu(e)| = lu(pxe)| < C sup sup |[D%(xep)|
lo|<k K
< C sup sup| Z CBDO‘ BxDPyl
lal<k K <

< sup Z C’ﬂCoew el ey e 181 sup sup | D" ¢|
lal<k j<a lv|=k M.

< (' sup sup|D"¢|.
‘I/|=k) Me

Cette majorante converge vers 0 car toutes les dérivées de ¢ sont uniformément contin-
ues dans R™ et les dérivées d’ordre k£ sont nulles sur le support de u. Ceci acheve la
démonstration. O

2.4.4 Distributions a support ponctuel

Le lemme 2.4.6 permet de donner la structure des distributions a support ponctuel.
La réciproque du résultat suivant est bien sur vraie.

Si le segment d’extrémités z, y est inclus dans Q et si f est de classe C), dans Q, on a, avec h = y — z,

) = f@) = > b Def@) +...+ _1,2 Z hky - Pk, Dy .. Dy, f(x)

k1=1 kp_1=1
1—t)P-
+Z thl... p/ ﬁ(Dkl...kaf)x+t;Ldt
ki=1  kp=1

ou encore

flw) = Z > = —D“ Z / YPUD ) (x + th)dt

J=1 |a|=j |a|=p
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Proposition 2.4.7 Siu est une distribution dans un ouvert Q0 dont le support est réduit
a un point xg € §, [u] = {zo}, alors il existe un entier k et des constantes c telles que

u(p) = Y caD%(x0) , @€ D(Q).
al<k

Les constantes c, sont uniques.

Preuve. Soit b une boule fermée centrée en x( incluse dans 2. Puisque u est une
distribution, il existe des constantes C, k telles que

lu(p)| < C sup sup|D%| , ¢ € D(b).
o<k b

Soit ¢ € D(b) égal a 1 au voisinage de xg. Pour tout ¢ € D(2), la fonction
(x —xo)®
xr — () Z — D%p(xg)
|| <k

appartient & D(b) et est égale a 1y avec toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre k sur le support
de u. Par le lemme 2.4.6, on a donc

wle) = upx) Y T pagiay)

|
o<k ¢

= Y @) I Doy,

jal<k

De plus, comme ¢ et 1p sont égales au voisinage du support de [u], on a u(p) = u(Py).
Les constantes ¢, sont uniques. De fait, supposons que

u(p) = Y caD%(x0) , @€ D(Q).

loo| <k
En prenant
— 208
o) = v I g <,
on trouve
(z — x0)?
U(x)(i/f(x)T) = Z Caba,8 = Cg-

laf<k

Les constantes ¢, sont donc univoquement définies par u. O

Exemple 2.4.8 a) Résoudre l’équation Du = adgy ot a est un complexe non nul.
b) Résoudre ’équation xDu = 1.
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Remarquons que si v est solution de I’équation alors u est solution si et seulement si
v — u est solution de I’équation homogene.

a) Vu ce qui précede, on a déja la solution particuliere auy. Les solutions de I'équation
homogene Du = 0 sont les distributions associées aux fonctions constantes. Des lors, les
solutions de I’équation sont les distributions associées aux fonctions aY + ¢ ou ¢ € C.

b) On vérifie que uy, est une solution particuliere. Déterminons les solutions de
I’équation homogene associée xDu = 0. Si u est une solution, le support de Du est

vide ou réduit au singleton® {0}. Il existe donc des constantes cy, ..., cy telles que
k .
Du = Z Cij 50.

§=0
11 vient

k .

xDu = — chijfléo =0.
j=1

Ainsi ¢j = 0si j > 0 et Du = adp. La solution générale de cette derniere équation est
aY +b.
La solution générale de zDu = 1 est donc v = In|z| + aY + b.

2.5 Distributions de fonctions paramétriques

La continuité imposée dans la définition 2.2.1 assure de bonnes propriétés lorsqu’une distri-
bution agit sur des fonctions qui dépendent de parametres. Quelques résultats techniques
sont nécessaires pour les applications.

2.5.1 Dérivation

Théoréme 2.5.1 Soient  un ouvert de R™ et U un ouvert de RP. On suppose que
e wu est une distribution dans 2,
e ¢ est de classe C dans Q x U,
e ([u] x K)NJg] est un compact de Q x U pour tout compact K de U.
Alors, la fonction y — u(p(.,y)) est de classe Coy dans U et
Dyu(e(.,y)) = u(Dye(.,y))

pour tout multi-indice c.

SEn effet, supposons que v soit une distribution dans R telle que zv = 0 et [v] # @. Soit zo € [v], zo # 0.
11 existe alors un voisinage ouvert V' de xo qui ne contient pas 0. Dés lors, pour tout ¢ € D(V), la fonction
Y(x) = p(z)/x, = € R appartient & D(R) et est telle que (zv)(¢)) = v(p) = 0. 1l Sensuit que V C R\ [v],
ce qui est absurde car zo € V N [v].
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Remarquons que ’hypothese sur les supports est toujours vérifiée si ¢ ou [u] est & support
compact.
Preuve. Pour tout y € U, on a [p(.,y)] C {z € Q: (z,y) € [¢]|} donc

(fu] N [e(, 9)]) C pro(lu] x {y} N [e])

ou prg désigne la projection sur €. Ce dernier ensemble est compact. Ainsi, la condition
de support imposée & u et ¢ assure que u(y(.,y)) est défini pour tout y € U. Montrons
que cette fonction est continue dans U. Soit yg € U et K une boule fermée de centre yg
incluse dans U. Siy € K, on a

([ul Nl 9)]) x {y} < ([u] x K) Nlgl.
Ce dernier ensemble est compact, donc il existe un compact K7 de 2 tel que
[WnlpCy)l Ky ye K
Soit ¢ € D(Q) égal a 1 au voisinage de K. Par définition,
u(e(,y) = u(ye(,y) , yeK.

Siyg+he K,ona

[u(e( 90 + 1)) —ule(,90))l = |u(®(e(,y0 +h) = @(40)))]

< C sup sup [Dy(¥(z)(¢(z,y0 + h) — p(2,90)))|
|| <ko z€[Y]

< " sup sup |DZo(z,y0 + k) — DS o(x,y0)|-
|| <ko z€[y)]

Cette expression tend vers 0 si h tend vers 0 car les dérivées de ¢ sont uniformément
continues dans tout compact de € x U.

Montrons que y — u(¢(.,y)) est dérivable en yo. Si h € IR\ {0} et yo+ hey € K, on a

L (o0 + hew) — u(p(0))) — u(Dy ol 0)
= w00+ her) — ol 0) — hDyel 1))

Par la formule de Taylor,

1
o(x,yo + hex) — @(x,yo) — hDy, o(x,y0) = h2/0 (1—t)D; o(z,yo + they)dt.

On obtient donc la majorante

1
Cltl sup sup | D2 (4(@) [ (1= (Do) @ w0+ ther)dt ) |.

|| <ko z€[Y]
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En effectuant les dérivées par la formule de Leibniz, on trouve une majoration de la forme

C'|h| sup sup |D§‘D5kgo|.
la|<ko [¢]x K

Cette expression converge vers 0 si h tend vers 0, donc

Dy, u(e(.,y)) = u(Dy, o(.,y)).

Par ce qui précede, ces dérivées sont continues dans U. On obtient le théoreme en itérant
le résultat. O

2.5.2 Intégration

Montrons qu’il est également possible de permuter ’application d’une distribution et d’une
intégrale.

Théoréme 2.5.2 On conserve les hypothéses du théoreme 2.5.1. Pour tout compact K
de U, on a

/u(w(-,y»dy:w/ ©(., ) dy).
K K

Preuve. Vu ce qui précede, le premier membre a un sens. Si K est un compact de U,
on a

[/KSD(-,?/)dy} Cl{zeQ:3ye K tq. (z,y) € [¢]},

donc
W] etvd © K

ou K est la premieére projection de ([u] x K) N [p]. Cet ensemble est compact, donc le
second membre de 'égalité proposée est défini.

Choisissons maintenant une fonction ¢» € D(2) égale a 1 au voisinage de K;. Par
définition, il suffit de démontrer que

/ u(p(.,y)) dy = uw/ o(.,y) dy).
K K

Pour tout entier positif m, soit e,(cm), 0 < k < M, une partition finie de K en

(m)

ensembles mesurables tels que diam(e; ') < €, ou la suite €, converge vers 0 si m tend

(m) o (m)

vers I'infini. On choisit également des points .~ € e,
de l'intégrale, on a

. Par linterprétation de Riemann

Mm,
/Kuw(w(.,y))dy = ml_igrloozu(wga(.,y,(ﬁm)))mes(egﬁm))
k=0

m——+00

M,
= lim u (Z (., ylim))mes(elgm))) .
k=0
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Il suffit donc de montrer que

ZW )mes /(cm))ﬂw/ch(-,y)dy

dans D(£2). Les supports de toutes ces fonctions sont inclus dans le support de ). Il reste
donc a voir que

M,
Z@(-,y;im))m%(@;ﬁm))—*/ o(.y)dy
k=0 K

uniformément sur le support de 1 avec toutes les dérivées. Pour tout multi-indice «, on a

a (m) (m)

sup | Dy o(z,y;, " )mes(e )—/ o(x,y)dy

mp (kZO ‘ RN )|
M,

— sup | / (DS ™) — Dol y))dy|
r€[Y] k=0

< mes(K)sup sup [Dyop(z,y) — Dyp(w,y)].
z€[Y] ly—y'|<em
vy €K
Cette expression converge vers 0 si m tend vers l'infini car les dérivées de ¢ sont uni-
formément continues dans tout compact de Q x U. O

Quelques conséquences

Ecrivons = = (¢/,2") € R” x R"" = R". Si ¢/ € D(R") et ¢ € D(IR™), la fonction
¢ ®¢" € D(R™) est définie par

(¢ @ ¢")(x) = ¢ ()" (z").
On a

o' ® ¢"] = [¢'] < [¢"].
Proposition 2.5.3 Si Q est un ouvert de R™, uw € D'(Q) et u(¢’ @ ¢") = 0 pour tous
¢ € D(R™) et " € D(R™) tels que [¢' @ ¢"] C Q alors u = 0.

Preuve. Soient ¢ € D(R™) et ¢ € D(R™) des fonctions d’intégrales égales & 1 dont
le support est inclus dans la boule unité. Posons ¢ = ' @ " et ¥, (x) = m"™p(mx).

Soit ¢ € D(Q2). En vertu de 'exemple 2.1.4, les fonctions ¢ *1),, appartiennent a D(€2)
pour m assez grand et convergent vers ¢ dans D(2). Par le théoreme 2.5.2, on a

u(p) = hm u(p * )

m—-+00

= hm U(y /gp Vm (z — y) dy)
=l [ ) ug e — ) dy)

m—-+00
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Si y € [¢] et m est assez grand, la fonction z — ¢, (x —y) = ¢, (&' — y)P! (2" — y")
appartient a D(£2). Ainsi u(p) =0. O

Le théoreme 2.5.2 nous permet aussi d’établir un théoreme de structure des distribu-
tions.

Théoreme 2.5.4 Siu est une distribution a support compact dans R™, il existe un multi-
indice a et une fonction continue f dans R" tels que

u(p) = /fDacpd)\, ¢ € D(R"™).

Preuve. Pour tout p € INjj, considérons la fonction auxiliaire

P
eu(w) = W X)0,4+-00[x+x]0,+00[(T)

M p—
définie dans R™. Par convention, yp —1 = (41 — 1,..., up, — 1). La fonction e, est locale-
ment intégrable quel que soit p, donc elle est composable avec toute fonction de D(R™).
Montrons que

De xp)=¢ , p€ DR"), peINg.

On a
uro)@) = [ el = yelwdy
_ /:1:1 /:vn (1'1 - yl)“lil (xn - yn)‘unil ( )Cl
N N ] (= 1)1 7
donc
D%(ey* @) =e€u—a *¢ si pj > a; +1 pour tout j.
Pour p = (1,...,1), on trouve

D¥(en x ¢) = o,

d’otu la conclusion.
Soit 1 € D(R™) une fonction d’intégrale 1 et dont le support est inclus dans la boule
unité. Posons ¢ (x) = k™p(kz). En vertu de 'exemple 2.1.4, on a

ulp) = Jim u(pxun) = Tim u(D (e, o+ )

= lim_u(e, s Do) = T uge ( [(e in)(w — ) D ()
k—+o00 k—+o00
pour tout ¢ € D(R™) et u € INj. Par le théoréme 2.5.2, on obtient encore

u(p) = Jim [ (e ¥r)(@ = ) D oly)dy.
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Il reste donc & démontrer que les fonctions fi(y) = u() (e, * Yr(z — y)) convergent
uniformément dans tout compact vers une fonction continue f. On utilise pour cela le
critere de Cauchy de la convergence uniforme. Il existe un compact K de R" et des
constantes C, N telles que

lu(f)] < C sup sup|D®f| pour tout f € Cs(R").
la]<N K

Si K7 est un compact de R™, on a

sup |fr(y) — fs(y)| = sup |ug)(en *¥r(z —y) — e * Ys(z —y))|
yeK, yeKy

< Csup sup sup [D%(ey xr(x —y) — ey *Ps(x —y))|
yeK1 |a|<N zeK

< C sup sup |ey—q * ¥ — €u_q * Vg
|o|]<N K—Ki

lorsque p; > N + 1 pour tout j. Si on choisit p tel que p; > N + 2 pour tout j, les
fonctions e, _, sont continues dans R™ pour tout a vérifiant |o| < N. Les fonctions
eu—a * ¥y convergent donc uniformément vers e, _, dans tout compact de R" si |a| < N.

Ceci prouve que les fonctions fj, vérifient le critere de Cauchy de la convergence uniforme.
a

Cas général

Voici un théoreme général de permutation d’une distribution et d’une intégrale.

Théoreme 2.5.5 Soit Q un ouvert de R™, A une partic mesurable de RP, u une distribu-
tion & support compact dans () et ¢ une fonction mesurable dans 2 x A telle que
(i) ¢(., A) est de classe Cy dans 2 pour presque tout X € A,
(ii) pour tout compact K de Q et tout o € IN", il existe une fonction F, € Li(A) telle
que
sup [D2p(z, \)| < Fa(V)
zeK

pour presque tout A € A. Alors la fonction X — u(p(.,\)) est intégrable dans A et
/u(gp(.,)\))dA =u (/ (A X))
A A

2.6 Limites de distributions

2.6.1 Rappels sur les espaces de Fréchet

L’étude des limites de distributions nécessite la connaissance d’un résultat de la théorie
des espaces de Fréchet, le théoreme de Banach-Steinhaus. Etablissons ce théoreme.
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Soit E un espace vectoriel complexe. Une semi-norme p sur E est une fonction définie
sur F/ a valeurs dans R et telle que

p(cf) = lelp(f) , p(f+g) <p(f)+p9)

pour tous f,g € E et c € .
Si p est une semi-norme, on a p(0) = 0, p(e) > 0 pout tout e € E,

N N
p(Yeifi) <X lelpls)
j=1 j=1
pour toute combinaison linéaire d’éléments de FE et

Ip(f) —p(g)l < p(f —9)

pour tous f,g € E.
Une semi-norme p sur E est une norme si p(f) = 0 implique f = 0.
Sir > 0 on pose

By(r)={f e E:p(f) <r}, by(r) ={f € E:p(f) <r}.

Par exemple, si K est un compact de R™, ’expression

pr(@) = sup sup |D%|, ¢ € D(K),
la|<k K

définit une norme sur D(K) pour tout entier k. Si u est une distribution dans un ouvert
Q contenant K,

p(y) = [ulp)l, ¢ € D(K),

définit une semi-norme sur D(K).

Un espace de Fréchet est un espace vectoriel complexe ¥ muni d’une suite de semi-
normes pp,, m € IN, telles que

(i) E est séparé : si f € E et py,(f) = 0 pour tout m alors f =0,
(ii) la suite p,, est croissante : Py, (f) < pmt1(f), f € E, m € IN,

iii) toute suite de Cauc e E est convergente : si f est une suite d’éléments de
iii) toute suite de Cauchy de E est gente : si t ite d’éléments de E
telle que

pm(fr_fs)ﬁo si 7,8 — 00

pour tout m fixé, alors il existe un élément f € E tel que

Pm(f = fx) = 0 si k — o0

pour tout m fixé.



36 CHAPITRE 2. ELEMENTS DE LA THEORIE DES DISTRIBUTIONS

Si K est un compact de R"™, D(K) muni des semi-normes p;, définies ci-dessus est un
espace de Fréchet en vertu du théoreme 2.1.3. Sauf mention du contraire, nous munirons
toujours D(K) de ces semi-normes.

Une semi-norme p sur un espace de Fréchet E défini par les semi-normes p,,, m € IN,
est dite continue s’il existe une constante C' et un entier m tels que

p(f) <Cpm(f), feE.

Un espace de Fréchet est un espace métrique complet pour la distance
+00

_ N gm_ Pulf—9g)
A9 = 2. 2 =)

L’inégalité triangulaire résulte de I'inégalité

r+y < x " Y
l+ox+y 142 1+y

valable si z,y > 0.
Le théoreme que nous avons en vue est le suivant.

Théoréme 2.6.1 (Banach-Steinhaus) SiIl est un ensemble de semi-normes continues
sur un espace de Fréchet E tel que

supp(f) < +o0 (2.2)
pell

pour tout f € E alors

7(f) = supp(f)

pell

est une semi-norme continue sur E.

Donnons deux démonstrations de ce théoréeme. La premiere est une application du
théoréeme de Baire. La seconde est autonome mais plus technique.

Théoréme 2.6.2 (Baire) Dans un espace métrique complet, toute union dénombrable
de fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide.

Preuve. On désigne par B(x,r) (resp. b(x,r)) la boule ouverte (resp. fermée) de centre
x et de rayon 7.

On procede par 'absurde. Soit F}, une suite de fermés d’intérieur vide d’un espace
métrique complet E. Supposons que F' = US_ F}, est d’intérieur non vide. Il existe
xo € E et r9g > 0 tels que b(xg,rg) C F.

Puisque Fj est d’intérieur vide, il existe 1 € B(xg,70) \ F1. Comme F} est fermé, il
existe r1 €10,7/2[ tel que b(xz1,r1) C b(zg,r0) \ Fi.

Puisque Fy est d’intérieur vide, il existe x9 € B(z1,71) \ Fo. Comme F; est fermé, il
existe ro €10,71 /2] tel que b(za,72) C b(x1,71) \ Fo.
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Puisque F3 est d’intérieur vide, il existe x3 € B(zg,r2) \ F3. Comme F3 est fermé, il
existe r3 €10,72/2] tel que b(x3,73) C b(wa,72) \ F3.

La suite x,, ainsi construite est de Cauchy car de

Trm—
d(n41,0m) < rm < S5 < <27,
on déduit
q—1
d(zp,xq) < Z 27k < 9Pt
k=p

si p < q. La suite x,, converge donc vers un élément x de E.

Par construction b(z,, ) C ... C b(xg,r9) C F donc z € F. De méme, sim > p > 1,
on a b(xm,rm) C blzp,rp) C blap_1,7p—1) \ Fp. Ainsi x ¢ F, pour tout p ce qui est
absurde. O

Premiére démonstration du théoréme 2.6.1. On désigne comme ci-dessus par p.,, m €
IN, une suite de semi-normes qui définit F.
Puisque II est un ensemble de semi-normes continues, I’ensemble

Fo={f € B :n(f) <k} = {f € E:p(f) <k}

pell

est fermé pour tout entier positif k. Par I'hypothese (2.2), 'union des Fj est E. Cela
étant, le théoreme de Baire affirme qu’il existe un entier k tel que F soit d’intérieur non
vide.

Il existe donc g € E, un entier m et r > 0 tels que g+ by, (1) C Fj. Sipm(f) < r alors
g+ f € Fy, donc 7(f + g) < k. Puisque g appartient aussi a F}, on obtient

m(f) < w(f +9) +7(9) < 2k.

Ceci prouve que

pour tout f donc 7 est continu. O

Deuzieme démonstration du théoréme 2.6.1. Nous utilisons une technique connue sous
le nom de bosse mobile.

Il est immédiat que 7 est une semi-norme sur E. Supposons que 7 n’est pas continu.

Pour tout entier m € INg, il existe donc 7, € Il et f,,, € E tels que

7Tm(fm) > mpm(fm)

Puisque II est un ensemble de semi-normes continues, il existe des constantes C,, et une
suite d’entiers ., tels que

Wm(f)gompum(f), fGE, m > 1.
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On pose Cy = pp = 1. On peut supposer que les suites C,,, et ., sont croissantes.
Montrons qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers v,,, m > 0, telle que

Vi, = Hup_1 s m > 17

et

To (g1 4+ 4+ gm) >2m, m>1
ou

217m mey
Jm = o m > 1.
" Cl’m—l Trl/m(fl/m) ’
On prend vy =0et vy =1. Si vy,...,V,_1 ont été choisis, il suffit de prendre v,, tel que
Vm > SUP(Vm—laMum,l)

et

m > 2" lem 1 (m+su§p(g1 +---+gmf1))-
pe

De fait, on a alors

Tom (g1 + -+ 9m) > T (Gm) = T (91 4+ 4 Gm—1)
217m

Cy

v

Vm_ﬂ-um(gl +"'+gm71) >m

m—1
La série
o0
> G
k=1

converge dans E. De fait, pour tout entier m on a, si s > r > m,
S S S
m (Z gk) < D pmlgr) < Zpuk (gr)
k=r k=r k=r

S 217]{)
< Vkpyk ey < 221 k.
CVk 1 WVk(ka

La derniére majorante tend vers 0 si et s tendent vers +o0o. Notons ¢ la limite de cette
série. Si k > m, on a

21—k‘ » "
Tm (gk) = C]/ 2 Zym((;y ))
(

) o

217]? CVm pllum fV

k 2 1-k
Cl/k,1 pl/k (fl/k)

IN
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car la suite vy, est strictement croissante. Cela étant,

+o00
Tom(9) > T (g4 +gm)— D>, T, (gk)
k=m+1
o
> m-— Z o217k — gy — 21—,
k=m+1

La suite m,,,(g) n’est donc pas bornée. Ceci contredit ’hypothese car 7,,, € II pour tout
m. O

2.6.2 Convergence des distributions

Le premier résultat est une conséquence immédiate du théoreme de Banach-Steinhaus.

Théoreme 2.6.3 Si u,, est une suite de distributions dans un ouvert € de R™ telle que
la limite

u(p) = lim um(e)
m—-+00
existe pour tout ¢ € D(Q) alors u € D'(Q). De plus, si K est un compact de Q, il existe
des constantes C, k, telles que

[um(¢)| < C sup sup|D%|, ¢ € D(K),
o<k K

pour tout m.

Preuve. Puisque u,, est une distribution pour tout m, u est une fonctionnelle linéaire
sur D(€2). Pour tout compact K de €2 et tout entier m,

Qm(@) = |Um(§0)| y P E D(K),

est une semi-norme continue sur D(K) car u,, est une distribution. Ces semi-normes
vérifient les hypothéses du théoreme 2.6.1. Il existe donc des constantes C, k telles que

sup gm(p) < C sup sup|D%|, ¢ € D(K).
melNg la|<k K

Il s’ensuit que

lu(p)| < C sup sup |D%)|, ¢ € D(K).
la|<k K

Ceci prouve que u est une distribution. O

Définition 2.6.4 On dit qu’une suite u,, € D'(Q) converge vers u dans D'(Q) si

u(p) = lm  um(p)

m—-+00

pour tout p € D(Q).
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Ce théoreme possede le renforcement suivant.

Théoréme 2.6.5 Si u,, est une suite de distributions dans R™ qui convergent vers 0 et
dont les supports sont inclus dans un compact fize, il existe un multi-indice o et une suite
fm de fonctions continues dans R™ telles que

(1) um(p) = [ fm(z)D%(x)dx , ¢ € DR"),
(ii) fm converge uniformément vers 0 dans tout compact de R™.

En particulier, il existe un compact K de R™, un entier k et une suite c,, qui converge

vers 0 telle que
|um (©)| < ¢ sup sup\Dﬁcp] , ¢ € DR").
IBI<k K

Preuve. En vertu du théoreme 2.6.3, il existe un compact K de R” et des constantes
C, N telles que

[um (f)] < C sup sup |D*f]
lal<N K

pour tout m et tout f € Coo(R™).
Posons

FENW) =ty (e * r — 1)
pour tout p € IN" tel que p; > N + 2. Par la démonstration du théoreme 2.5.4, les

fonctions fr(: L convergent uniformément sur tout compact vers une fonction continue fy(# )
lorsque k tend vers +oo et

un(@) = [ 19 @D p(@)dr o€ DR

Par construction, les supports des fonctions fﬁ: L et f,gff ) sont inclus dans le fermé
K +b(1)+] — o0,0]™.

De la
£ ) =t oy (1 00 = ) = [ S0 @)1+ )@ — )

et
fT%H)(Z/) = /féé”)(x)q(m —y)dx.

Fixons p. Si K; est un compact de R™ et y € K7, on a

U@ < € sup sup D%, s (e —y)|
o] <N z€K

= O sup sup e, o * Yi(z —y)]
|| <N zeK

< C sup sup  |ey—al-
la|<N K—Ki+b(1)
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Il existe donc une constante C; telle que

sup | f#)] < C1.
K

Montrons que les fonctions f,gff ) convergent ponctuellement vers 0. Fixons £ € R", ¢ > 0
et écrivons

F00(@) = (F30(2) = F20@)) + Fh (@),

Comme ci-dessus, on vérifie que si K7 est un compact de R",

sup U, — fU91 < C sup  sup [ep—a * ¥ — euma * til-
K la| <N K—-K;

La majorante converge vers 0 si k et [ tendent vers +00. On peut donc rendre | f,g,ﬁ‘ ) (x) —

f(#)

m,k

(z)| inférieur & § pour tout m en prenant k assez grand. Ensuite, k étant fixé, on
prend m assez grand pour que fﬁf L(m) soit également inférieur 5. Ceci est possible car

par hypothese, la suite u,, converge vers 0. Pour tout compact K; de R", on a

sup £440] < [ 1£49(a)] sup Jex (o — y)ld.
K yeKq

1)

Il résulte donc du théoreme de Lebesgue que la suite fy(# + converge uniformément vers

0 dans tout compact de R™. O

Donnons quelques exemples.

a) Soit ¢ € D(R™). Pour tout € > 0, posons

() = € p(x/€)

et
ule) = [vula)o(@)da, ¢ DR
On a
lim u(p) = lim [ vlo)pl)ds
— Jim [ v(@)ple)dz = o(0) [ v(@)ds.

Ceci prouve que
Ue — /w(x)dac - 0p.-

b) Soit » € D(R™) tel que

/xo‘w(m)dm =0 si |aof <k
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Posons, si € > 0,
—n— x n
ule) = [u () pw)in, ¢ e DEY.

Par la formule de Taylor, on a

ulp) = * [wlaple)ds

= ﬁmxl—k_lo‘exaj
_ k|§k/a!¢( da [ (1= 0" D% (tea)d
= 3 [ Ltz Dop(0)
la|=k '

si € = 04. Cela étant,
U — Z ca D%
lo|=k
avec

o = (—1)al/§¢(m)d:¢.
c¢) Soit k un entier positif et
Um () = mk/eim$cp(x)dx ,  pe€D(R).
Pour tout ¢ € D(IR), on a
Um(p) = mh! / %Dgg(eimx)(p(ac)dx = imF! /eimecp(a:)d:c

= ...= ik/eimekgp(x)dz —0

si m — +o00 en vertu du théoreme de Riemann-Lebesgue.

d) Posons '
Ym(x) =me™ siz >0 et Pp(r) =0six <O0.

On a ici
+o0 . +00 1 .
un(e) = [ memp@)de = [ 2 Do )p(w)d
0 0
+oo |
= ip(0) + z/ e Dp(x)dx — ip(0)
0

si m — +oo. Ainsi u,, — dy.



Chapitre 3

Produit de composition

L’objet de ce chapitre est de montrer que le produit de composition possede une extension
naturelle aux distributions. Elle sera abondamment utilisée dans le chapitre 5.
3.1 Fermés composables

Bien que d’autres extensions soient possibles, le produit de composition de deux distribu-
tions n’est en général défini que si leurs supports sont composables au sens suivant.

Définition 3.1.1 Soit p un entier strictement positif. Des fermés non vides F1,...,F,
de R™ sont dits composables si

{(1,...;2p) e i X ... X Fy 21+ ...+ 2, € K}

est compact pour tout compact K de R™.

Des lors, les fermés F, ..., F}, sont composables si et seulement si les fermés Fi(y), ..., Fr)
sont composables pour toute permutation 7 de {1,...,p}.

Proposition 3.1.2 1) Deux fermés Fy et Fy de R™ sont composables si et seulement si
Fy N (K — Fy) est compact pour tout compact K de R™. Il s’ensuit que pour tout compact
K et tout fermé F de R", les fermés K, F' sont composables.

2) St Fy, ..., F, sont composables alors

(i) Fi+ ...+ F, est fermé,
(i1) Fy,...,Fy, K sont composables pour tout compact K de R",
(111) F,...,F,_1 sont composables (avec p > 1),

() F1,Fy,...,Fy_o, Fy 1+ F, sont composables (avec p > 1).
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Preuve. 1) On a d’une part
{(.%'1,.%'2) ey xFy:x1+19 € K} C (F1 N (K—Fg) X (K— (F1 N (K—Fg)).

Des lors, si F} N (K — Fy) est compact, les fermés Fy et Fy sont composables.
Réciproquement, si K est un compact, le fermé FyN(K — Fy) est inclus dans la premiere
projection de
{(x,y) e 1 x Fh:x+y € K},

d’ou la conclusion.

2) Supposons que F1,. .., F), soient composables.
Prouvons (i). Soit (Zm)m>1 une suite de F; + ...+ F), qui converge vers un point .
Ecrivons z,, = mﬁ}) +...4+ m%) avec m%) € I} pour tout j. La suite x,, étant convergente,

K ={z}U{zy : m > 1} est compact. Vu I’hypothese, toutes les suites 2 possedent des

sous-suites convergentes vers des points x; € Fj. Onax =21 +... +x, € F1 +... + F).
Le point (ii) résulte de I'inclusion

{(x1,...;2pyx) e 1 X ... xFy,xK:x1+...+x,+x € M}
C{(x1,....ap) e Fix...xFyrx1+...+z,e M - K} x K.
Le point (iii) résulte du fait que si y, € F},, 'ensemble
{(z1,...;zp1) €EF X ... X Fp iz +...+2p1 € K}
est inclus dans la projection sur les p — 1 premieres variables de
{(x1,...;xp) e i x ... X Fy:o+...+zp, €y, + K}
Pour le point (iv), on remarque que
{(z1,...,zp1) €EFI X ... X (Fpy+ Fp) i1 +...+2p1 € K}

est 'image de
{(1,...;2p) e i X ... X Fy:x1+ ...+ 2, € K}

par Papplication continue (z1,...,2p) — (z1,22,...,Tp—1 + zp). O

3.2 Composition d’une distribution et d’une fonction

Définition 3.2.1 Soient u € D'(R™) et ¢ € Coo(R™). Si [u] et [p] sont composables, le
produit de composition de u et ¢ est la fonction u * ¢ définie dans R™ par

(u* @) (x) = ug)(p(z —y)).

On dit que u et ¢ sont composables.
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Puisque [u] N[p(x —.)] = [u] N (z — [¢]) est compact pour tout z, u * ¢ est défini pour
tout x € R".
Cette définition étend le produit de composition de deux fonctions.

Propriété 3.2.2 Si f,g € Li,.(R™) sont tels que [f]yp et [g]pp soient composables, alors f
et g sont composables et fx g € L} (R™). Si en outre g € Coo(R™), alors f * g € Coo(R™)
et on aus*g(x) = f*g(xr), YoreR"

Preuve. Soit K un compact de R”. Si x € K, on a
f()g(x B ) = fX[f}ppm(x*[g]pp)(')gx[g}ppﬂ(m*[f]pp) (m B )
= fX[f}ppm(K*[g]pp)(')gx[g]ppm(K*[f]pp)(x - )

Des lors, comme fX(f],,n(z—[g]pp) €6 IX[g]ppN(K —[f]pp) SONE cOmposables (ce sont des éléments
de L'(R™) et que leur produit de composition est intégrable dans R", on conclut.

Si en outre g € C(R™), le produit de composition existe pour tout z et le théoréme
des intégrales paramétriques permet de conclure. De plus, pour h € D(R™) égal a 1 au
voisinage de [f],, N (x — [g]), on a

upxg(w) =up(g(z—.) = us(hg(z—.) /h g(z—y) dy = /f r—y) = [*g().
O

On a aussi directement les propriétés suivantes.

Propriété 3.2.3 a) On a dg *x ¢ = ¢ pour tout p € D(R™).
b) Si o € D(R™), on auxp(0) =u(p) avec p(x) = p(—x). En particulier, si uxp =0
pour tout o € D(R™) alors u = 0.

Théoréme 3.2.4 Siu e D'(R") et ¢ € Co(R™) sont composables,
o uxype Cyu(R"),
o DYux*p) = (DY) * ¢ =ux D% pour tout « € IN",
o [ux¢] Clu] + ¢,
e sien outre ) € Coo(R™) et [u], [p], [¢] sont composables alors (u*p)*1) = ux(p*1)).

Preuve. La fonction uxy est de classe C, en vertu du théoreme 2.5.1. Seule I’hypothese
concernant les supports n’est pas immédiate. Posons ®(y,z) = p(x —y). Si K est un
compact de R”, on a

([ul x K) N @] C ([u] N (K = [¢])) x K
donc ([u] x K) N [®] est compact. Ainsi,

D%(ux p)(x) = Dilug) (pr — )] = uy) (Dol —y))
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= (ux D) () = ug,) ((=Dy)"¢(z — y)) = (D) * @) ().
Six ¢ [u] + [¢] alors
[u N [p(z — )] = [ul N(z—[]) =0

donc (u * ¢)(z) = 0. Puisque [u] + [¢] est fermé, ceci prouve que [u * ¢| C [u] + [¢].

Si [u], [¢] et [1] sont composables, alors [u] et [p] sont composables, de méme que [¢]
et [¢]. De plus, [u* @] et [1)] sont composables car [u* @] C [u] + [¢] et [¢], [u] + [¢] sont
composables. De facon analogue, u et ¢ * ¥ sont composables. Cela étant,

(wr@)c0)@) = [@ro)o—ywdy= [ue e —y-=2)00) dy
= u(z)(/ Pz —y = 2)¥(y) dy) = (ux (¢ x))(2).

La permutation de la distribution et de I'intégrale est justifiée par le théoreme 2.5.2. O

3.3 Composition de distributions

Définition 3.3.1 Soient u,v € D'(R™). Si [u] et [v] sont composables, le produit de
composition de u et v est la distribution dans R™ définie par

(ux0)(p) = u@) (vy) (p(z +y)), ¢ € DR").

On dit que u et v sont composables.

Cette expression est définie pour tout ¢ € D(R™). De fait, pour tout =z € R", p(x +.)
est dans D(R" et v(y) (¢(r+y)) = v¥@(—=x). Comme [v] et  sont composables, la fonction
T = v (p(r +y)) est de classe C dans R™. Enfin, [u] N [v,) (¢(. +y))] C [u] N ([p] = [v])
est compact.

Montrons que u * v est une distribution. Soit K un compact de R™. Si xy € D(R") est
égal & 1 au voisinage de [u] N (K — [v]), il vient

[(uxv)(@)] = |uE(xX(@)vy (el@+ 1))l
< G | Sﬁii Sél[p} |Dg [x (%) vy (p(z + )]
< O} sup sup |vg,) (D% (x +y))]

|| <k1 zelX]

IN

C1Cy sup sup sup sup \D‘Hﬁap(a:—i—y)]
|la|<k1 |B|<kz z€[x] y€ (K ~[x])

CiCy sup sup|D%p|.
|a|<ki+ke K

IN

pour tout ¢ € D(K).

Voici quelques propriétés relatives a la composition de distributions particulieres.
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Propriété 3.3.2 a) Si f,g € L}, .(R™) et [flpp, [glpp sont composables alors usxug = tfy,.
b) Siue D'(R"), f € Coo(R™) sont composables, alors us uf = tysf.

Preuve. a) On a

(up*ug)( /f dz/ ol +vy) dy—//f o(z +y) dedy
= | [1@gt@ e dedy = [([ )9 —wM@¢@My=/U*m@M@My

pour tout ¢ € D(R"™).
b) On a successivement

(uxup)(p) = u@)(up(e(+y))
= U (us * @(—z))
= U (f * §(=7)) = ug)(f *$(0 — z))
= ux*(f*9)(0)
= ((uxf)*9)(0)

_ /(u*f)(x)cﬁ(O—m) dx
= Uysr(9).

Théoréme 3.3.3 Si u,v € D'(R™) et [u], [v] sont composables alors
1 uxe] € [u] + o],
2. st p € Coo(R™) et [u], [v], [¢] sont composables alors (u*v) *x p =ux* (v @).
3. uxv=10x*u,
4. si en outre w € D'(R™) et [u], [v], [w] sont composables alors (u*v)*xw = ux (v w),

5. DYux*v) = (DY) * v = ux D% pour tout o € IN".

Preuve. 1) Si [p] N ([u] + [v]) = 0 alors [u] N [ve, (@(. +y))] C [u] N ([¢] — [v]) = 0 donc

(u*v)(p) = 0. Puisque [u] + [v] est fermé, ceci prouve le premier point.

2) Supposons que ¢ € Coo(R™) et que [u], [v], [¢] sont composables. Soit x € R™. Par
définition, on a

((uxv) x@)(x) = (u*v))(e(@ —y)) = uw) (ve) (XY + 2)p@ —y — 2)))

si x € D(R™) est égal & 1 au voisinage de (z — []) N ([u] + [v]).
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Soit € > 0 et choisissons méme! y € D(R") égal & 1 dans (z — [p]) N ([u] + [v] +b(€)). Si
y € [u]+b(e), la fonction x(y+.) est égale a 1 au voisinage de (z—[p])N([u]+[v]+b(e))—y D
(x —y — [¢]) N [v]. De la, par définition, on obtient

v (X +2)e(@ —y —2)) = v (el —y — 2)) = (vip)(z —y)
pour tout y € [u] + b(e). En vertu de ’égalité qui précede, on obtient alors
((u s v) @) (@) = ug) (v @) (@ —y)) = (u* (v ) (@)
Ainsi (uxv) xp =ux* (v*p).
3) Cela étant, si ¢,9 € D(R™), on a
(uxv)xpxtp = ux(vx(pxy)) =ux((vp) )=

() (W) = (V)% (uxd)) = v (0 % ()
— wx((ur ) k@) = v (ux(pxe) = (vxu

car le produit de composition des fonctions est commutatif. Ceci prouve que (u*v) * ¢ =
(v *u) * p pour tout ¢ donc u * v = v * u.

4) De méme, si [u], [v] et [w] sont composables,

(ux(vxw))xp = ux((Vkw)*xp)=ux*(v*(w*yp))
= (uxv)*x(wxp)=((uxv)*xw)*¢p
donc u * (v * w) = (u*v) * w.

5) Enfin, pour tout o € IN" et tout ¢ € D(R"™), vu les résultats relatifs a la composition
d’une fonction et d’une distribution et vu ce qui précede, on obtient

DY (uxv)*xp) = (DY uxv))*xp = (u*xv)*x D% =ux(vxD%)
= ux (D) *xp) = (u*x D) * p.

Ceci acheve la démonstration puisque le produit de composition est commutatif. O

En général, I’égalité n’a pas lieu dans l'inclusion [u % v] C [u] 4 [v]. Signalons sans
démonstration un résultat partiel pour 'inclusion inverse. Il porte le nom de théoreme
des supports.

On appelle enveloppe convexe d’un sous-ensemble e de R™ I’ensemble des combinaisons
linéaires Zé\f:l )\jw(j) telles que Aj > 0 et () € e pour tout j et Z;-V:l Aj = 1. On la désigne
par {e).

Théoréme 3.3.4 Si u et v sont deux distributions a support compact dans R™, on a

([uxol) = ([u]) + ([0])-

!C’est possible car [u] + [v] + b(e) et [p] sont composables.
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3.4 Support singulier d’une distribution

Soient 2 un ouvert de R™ et v une distribution dans €2. Un ouvert w inclus dans €2 est un
ouvert d’infinie (ou d’indéfinie) dérivabilité de u s’il existe une fonction f € Coo(w) telle
que

0= [f@p@de | ¢ e D).

Lemme 3.4.1 Toute union d’ouverts d’infinie dérivabilité d’une distribution u est un
ouwvert d’infinie dérivabilité de u.

Preuve. Soit w un ouvert qui est union d’ouverts d’infinie dérivabilité de u. Pour tout
wo faisant partie de cette union il existe f, € Coo(wy) telle que u soit la distribution
associée & cette fonction, dans D(w,). Cela étant, on définit une fonction f dans w par
f = fa dans w,. Cette définition a un sens car, pour tout ¢ € D(wy Nwg), on a

- / fal@)p(z) do = / fo(@)p(x) do

et des lors f, = fg dans w, Nwg. Par suite, la fonction f appartient aussi a Coo(w).

u(e) = [ fla)p(e) do

pour tout ¢ € D(w). On montre tout d’abord, comme dans le lemme 2.4.2, qu’il existe un
nombre fini wy,...,wy d’ouverts d’infinie dérivabilité de u et des fonctions ¢; € D(w;),
1 <j <N, telles que

Cela étant, montrons que

N
= Z ©;
j=1

Dans wj, la distribution u est définie par une fonction f; € Co(wj) et on a f = f; dans
wj. On a donc

:jiv:lugaj :i\f:/ x)p;(x dx—/f

D’ou la conclusion. O

Le lemme 3.4.1 prouve que toute distribution posséde un plus grand ouvert d’infinie
dérivabilité.

Définition 3.4.2 Siu € D'(Q), le support singulier de u, noté [u]s, est le complémentaire
dans 2 du plus grand ouvert d’infinie dérivabilité de wu.



50 CHAPITRE 3. PRODUIT DE COMPOSITION

Par définition, [u]s est un fermé de Q. De plus, [u]s C [u] pour toute distribution w.

a) Pour tout zo € R", on a

[00)s = [0z0] = {w0}-

b) Siu € D'(Q) et L = L(x, D) est un opérateur de dérivation a coefficients de classe
Co dans €, alors
[Luls C [u]s.

De fait, si ¢ € D(Q\ [u]s), on a

(Lu)(p) = u(*Ly) = /F Yo(z)da = /L 2, D)F(2)p(2)dz

avec F' € Coo(Q2\ [u]s).
c) Siup,...,up € D'(Q) et ecy,...,cp, €C,ona

p

D cjuyls © U uyls-
=1

=1

Tout ouvert d’infinie dérivabilité simultanée de w1, ..., u, est en effet un ouvert d’infinie
dérivabilité de la combinaison linéaire.

d) Siue D'(R") et z € R", on a
[z 4+ uls =z + [u]s.

On peut également donner une estimation du support singulier du produit de compo-
sition de deux distributions.

Théoréme 3.4.3 Si uy, us sont deux distributions dans R™ dont l'une est a support
compact, on a
[ug * ug]s C [u1]s + [uz]s.

Preuve. Supposons u; a support compact. Il suffit de montrer que R™ \ ([u1]s + [u2]s)
est un ouvert d’infinie dérivabilité de uq * us.

Soit w un ouvert d’adhérence compacte de R™ tel que @N([u1]s+[ug]s) = 0. Le compact
[u1]s et le fermé @ — [us], sont alors disjoints. Soit alors une fonction ¢ € D(R™) égale a 1
dans un voisinage de [u1]s et nulle au voisinage de @ — [ug]s. Pour tout ¢ € D(R™), on a

(w1 * u2)(p) = () (P(T)ugy) (P(z +9))) + i) (1 — (@))ugy) (p(z +9))).
Siz € [¢], ona
[p(z + )] N uz]s = ([¢] — ) N [uals C ([¢] — [¥]) N [uz]s =0

car [¢] N ([p] — [uz]s) = O par construction de 1. Le premier terme s’écrit donc

Uy () ( /fz oz +y dy)
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ou f, est une fonction de classe C'n, dans R™\ [ug]s. La fonction (z,y) — ¥(x) fa(y)e(x+y)
prolongée par 0 si y & [p] — [¢] est de classe C» dans R™ x R™. En vertu du théoreme
2.5.2, le premier terme de la décomposition de (u; * uz)(p) s'écrit encore

uiy (960) [ oty = 2)ow)dy) = [ el (@) faly - 2))dy.

La fonction (x,y) — 9(x) fa(y —x) prolongée par 0 si xz & [¢] est de classe Co, dans R™ x w.
Par le théoreme 2.5.1, la fonction

Yy = i) (Y(2) faly — 2))
est de classe C dans w.

Puisque la fonction v est égale a 1 au voisinage du support singulier de u1, le second
terme s’écrit

[ 7@ (1= b@) wag (el + e = sy ([ A0~ b))l +)do)
— g ([ iz = 9)(1 - (e y)pla)do)
= [ el (il = y)(1 =~ bla — y))do
en vertu du théoreme 2.5.2. Par le théoreme 2.5.1, la fonction

r — u2(y)(f1($ —y)(1 —(xz —y)))

est de classe C, dans R™. Ceci prouve que w est un ouvert d’infinie dérivabilité de uq *us.
Od
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Chapitre 4

Distributions tempérées

Comme pour les fonctions, la transformée de Fourier d’une distribution ne peut étre définie
que sous certaines conditions. Il est naturel de remplacer ’espace des fonctions test D(R™)
par S(R™). Ce dernier est en effet stable pour la transformation de Fourier alors que D(R"™)
ne l'est pas.

4.1 Fonctions a décroissance rapide

La transformée de Fourier d'un élément non nul de D(R™) n’appartient jamais & D(R"™).
De maniere a améliorer le comportement des fonctions test pour cette transformation,
nous considérons un ensemble plus grand.

Définition 4.1.1 On désigne par S(R™) ’ensemble des fonctions f de classe Co dans
R"” telles que

prn(f) = sup sup (1+ [z)|Df ()|
|a|<k z€R™

soit fini pour tous k, N. Une telle fonction est dite a4 décroissance rapide.

On a D(R") C S(R"). La fonction f(z) = exp(—|z|?) est & décroissance rapide.

Par définition, S(R™) est un espace vectoriel. Le produit de deux fonctions a décroissance
rapide est a décroissance rapide.

Les fonctions a décroissance rapide sont bornées, intégrables et de carré intégrable dans
R™.

On dit qu’une suite f,,, d’éléments de S(R™) converge dans S(R™) vers une fonction
f e SR™) si pin(f — fm) converge vers 0 pour tous k, N. Une suite f, d’éléments de
S(R™) est de Cauchy dans S(R™) si pg n(fr — fs) converge vers 0 lorsque 7 et s tendent
vers +oo pour tous k, V.

Proposition 4.1.2 Toute suite de Cauchy dans S(R™) converge. Tout élément de S(R™)
est la limite dans S(R™) d’une suite d’éléments de D(R™).

53
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Preuve. Si f,, est une suite de Cauchy dans S(R™), toutes les dérivées termes & termes
de la suite f,,, sont de Cauchy pour la convergence uniforme dans R”. La suite f,, converge
donc uniformément vers une fonction f € Coo(R™). Fixons N et k et choisissons € > 0. Si
r et s sont assez grands et || <k, on a

(1 + |z))N| D fr(x) — D fo(2)| < pron(fr — f5) <€
pour tout x € R™. De la,
(1+ [z)N|Df(z) — D fs(z)| < €

si s est assez grand et |a| < k. Ceci montre que f € S(R") et que la suite f,, converge
vers f dans S(R™).

Prouvons la seconde partie de I'énoncé. Soit f € S(R™) et x € D(R™) une fonction
égale a 1 dans la boule unité. Les fonctions fy,(z) = x(x/m)f(x) appartiennent a D(R™).
Montrons que la suite f,, converge vers f dans S(R™). Pour tout entier N et tout multi-
indice «, on a

D(f = fm)(@) = (L= x(a/m)Df(z) = > Cim™)Dx)(x/m)D*" f().
B<a, B0

Cette expression est nulle si |z| < m. Il existe donc une constante C' telle que

. C
sup (1 + [¢))N[D(f = fm)(z)] < = sup sup (1+ |z))N D f(x)|.
z€R™ M |5<|a| z€R™

Ceci démontre la proposition. O

Rappelons que la transformée de Fourier (+,-) d’une fonction f € Lq(R™) est définie
par

FEH© = [ e (),

n

On sait que les fonctions F* f sont uniformément continues dans R™, convergent vers
0 & linfini et que || F* f|loo < |If]]1-

Si f € L1 N Ly alors || FEf|la = (20)2||f||2. Si f € Lo et f,, est une suite de fonctions
de Ly N Ly qui convergent dans Lo vers f, la suite F= f,, converge dans L et sa limite est
indépendante de la suite f,, choisie. On pose

Frf= lim F*fn.

m—-+00
L'égalité || F*f|lo = (2m)™/2||f||2 reste valable pour tout f € Lo.

Proposition 4.1.3 Si f € S(R™) alors F*f € S(R™). De plus, pour tous entiers k, N,
il existe des entiers k', N' et une constante C > 0 tels que

PeN(Ff) < Cprni(f), | €SERY).

En particulier, si une suite f,, converge dans S(R™) wers f, alors F* f,, converge dans
S(R™) vers F*f.
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Preuve. Pour tout entier NV et tout o € IN", on a

(1 + D™D (FENHE)] = (1 + \§I)N\/emf(iix)“f(x)dwl

<2V (14 )N [ Eirea f@)dal < 2V [ 60— AN (@ (a) o)

<C Seuﬂgl(l + ’x‘)nﬂ‘(l - A)N(xaf(x))‘ < C/p2N,n+1+|oz|(f)

donc pp N(FEF) < C'pan, ni14k(f). O

4.2 Distributions tempérées et transformation de Fourier

Définition 4.2.1 Une distribution u € D’(R™) est dite tempérée s’il existe une constante
C et des entiers k, N tels que |u(yp)| < Cpg n(p) pour tout ¢ € D(R™). On désigne par
S’(R™) lensemble des distributions tempérées.

Si une fonctionnelle linéaire sur D(2) vérifie une estimation de type ci-dessus, c’est
bien str une distribution tempérée.

Toute distribution a support compact est tempérée. Si f € L}OC(R") et s’il existe un

entier k tel que (1+ |z|) % f(x) soit intégrable, la distribution uy est tempérée.

Soit u une distribution tempérée. Si f € S(R"™) et ¢, est une suite d’éléments de
D(R™) qui convergent vers f dans S(R™), alors

‘U(SDT) - U(QOS)‘ = ‘u(@r - 903)’ < Cpk,N(‘Pr - ‘105)

converge vers 0 lorsque r et s tendent vers +o0o. La suite u(g,,) converge donc vers une
limite qui est encore notée u(f).

Cette limite est indépendante de la suite ¢,, choisie. De plus, si [u(p)| < Cpi n(p)
pour tout ¢ € D(R™), on a aussi |u(f)| < Cpg n(f) pour tout f € S(R™).

Ce qui précede montre que toute distribution tempérée s’étend en une fonctionnelle
linéaire continue sur S(R™).

Si w est une distribution tempérée, la distribution F*u définie par

(FXu)(p) = u(F*p), ¢ € DR"),

est tempérée en vertu de la proposition 4.1.3. On a (F¥u)(f) = w(F*Tf) pour tout
f € S(R™). On dit que F*u est la transformée de Fourier de u. Pour toute distribution
tempérée u, on a

FFFEu = (2n)"u.

Donnons quelques exemples.
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Exemple 4.2.2 La transformée de Fourier de la distribution de Dirac en 0 est la distri-
bution de la fonction 1. Plus généralement, si xg € R", la transformée de Fourier de dg,
est

(FE0) () = by ([ 25(0)ag) = [ et ey

Ainsi, il résulte de la formule d’inversion de Fourier que la transformée de Fourier de
la fonction 1 est (27)™dp.

Exemple 4.2.3 Si f € L1(R") ou Ly(R"), alors FXuy = ups .

Exemple 4.2.4 Siu est une distribution ¢ support compact, on a
Fra)) = [ FOua(=9de, | e SE™),

C’est une conséquence immédiate du théoreme 2.5.5
La transformée de Fourier d’une distribution a support compact s’identifie donc tou-
jours a une fonction de classe C's. On utilise généralement les notations

T &) = ugy(e™™0), i 2 & i(€) = ugy (™).

Ces fonctions s’étendent a des fonctions entiéres qui possedent un comportement particulier
(cf le théoreme de Paley-Wiener).

Exemple 4.2.5 On a

(FEY) () = mo(0) + i / ) —e=e)

0 T
En particulier, la transformée de Fourier positive FT de pf(%) est la fonction iwsgné&.

De fait,

Fe) = [T Fe@d =g [ 0smoF e

+N

1 .
= 7mp(0)+ = lim sgnfdﬁ/go(m)eiwgdx
N

2 N—+oo J_
— 1 : N tiz.£
= 7p(0)+ = lim o(x)dx sgn e dg
2 N—+4o00 -N

= wp((0)+i lim /(P(x)l—#s(]\f:c) dx

N—+4o00
eln) —elz)

= 7wp(0)£i lim 1 — cos(Nx))dz

N—+o0 Jo X
+o0 _ _
— W@(O)ii/ de
0 x

en vertu du théoreme de Riemann-Lebesgue.
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Exemple 4.2.6 Si0 < a<n et

Tio)= [ DDar, ges@n,

n |zl
wlors =20 ((n — a)/2)
FETy = Fla/2) Tha-
On a
(FET,)(p) = lim il dm/eiix'ggo(f)dg = lim /gp d§/ iwgeid |2
e—0+) |z|o e—0+ k5 ’a

Pour tout € > 0, il vient

2
- +
/eiim.ﬁe elel dr = 1 /eiix.575|x|2d‘%_/ Ooeft\x\Qta/2fldt
ki [(e/2) 0

_ 1 /Jroo ta/2—1dt / e:l:ix.{—(e+t)|x|2dx
I(/2) Jo

n/2 0o a/2—1
LTt 0P e gy

Mo/ Jo  (e+0)n

Sia—n<d<a,ona

10(6)| /21 ol At _ /21 (&) (’E\Q )"_EM o lel2/a(ett)
(6+t)"/2 (€+t)(oz—6)/2 ‘é"n—a-ﬁ-é €+t
5/2—1 (€]
< Cst |g|p—ats”

Sit€]0,1], on prend 0 < 6 < a. Sit > 1, on prend @« —n < § < 0. Le premier membre
est donc majoré par une fonction intégrable dans R™x]0, +oo[ indépendante de €. Par le
théoreme de Lebesgue, on obtient

(F*Ta)(p) = F(%Z)/w(é)dg/oﬂotm1n/2e|£|2/4tdt

_ on—o n/QP TL—CM/2 / d{
I'(a/2) 19k

A titre d’exercice, on pourra vérifier les transformées de Fourier suivantes.

e Si0<a<l,ona

too fi()o(f) _ Fima/2 oo M
/0 ¢ =e F(a)/ dx

é‘lfa oo o

avec arg(x) = 0 ou £7.
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e Si A est une matrice symétrique réelle, det(A) # 0 et

Ta(g) = [ €40 2p@)de o€ D),

alors
27T)n/26i7r sgn A/4

T s-1.
det(A)[12 "4

FETy = (

4.3 Distributions périodiques
Dans cette section nous n’envisagerons que le cas n = 1, pour alléger les notations.

Définition 4.3.1 Soit a > 0. Une distribution u dans R est dite périodique de période a
(ou a-périodique) si
u(p(. +a)) =ulp), Ve D(R).

Si u est périodique de période a, on obtient immédiatement que u(¢(. + na)) = u(y) pour
tout ¢ € D(R).

L’objectif de cette section est de montrer que toute distribution périodique est tempérée.

Propriété 4.3.2 Soient u une distribution dans R, a € Ry et @9 € D(R). Si, pour tout
m € Z, on pose

Cm = U(y) (900(1‘)62“%) :

alors il existe une constante C > 0 et un naturel N tels que
lem| < C (14 m|)N, VYmeZ.

Preuve. Comme v = pgu est une distribution a support compact, il existe des con-
stantes ¢ > 0,k € N telles que

() <C sup  [DYf(z)|, V[ e Cu(R).
$e[¢0}70§a§k

Deés lors on obtient

el = o (*F2) [ <€ sup D% (@) < Co1+iml) < Cu(14m])E, Vm € Z.
2€[po] 0<a<k

a

Proposition 4.3.3 Siu est une distribution a-périodique, alors il existe une suite unique
de complexes ¢, (m € Z) telle que

oo 2immzx
u(yp) = Z Cm /e*Tap(a:) dx

m=—0Q
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pour tout p € D(R).
De plus, si po € D(R) est tel que >72° _ po(x — ak) = 1 pour tout réel x, alors

2iTmx

Cm = 2u<m) (goo(m)e a ) , VYm e Z.

Preuve. Prouvons 'unicité: supposons que

e 2imtmx
Z Cm /e* a p(z)dxr=0

m=—00

pour tout ¢ € D(R) et montrons que ¢, = 0 pour tout m.
De fait, soit une fonction ¢o € D(R) telle que >"7>° __ wo(z — ak) = 1 pour tout réel

2itMax

x et soit M € Z. Posons p(x) = ¢o(z)e” « . On obtient

_ 2imma do — @ irmz 2inMs _ a sim=M
/e () m_/oe T T o0 sim#£ M

Des lors
Foo 2immax
E Cm /e* o @(x) de=acpy =0,

m=—00
d’ou la conclusion.

Montrons a présent que les coeflicients

1 2immzx

Cm = —U(z) (wo(x)e a ) , MEeZ

ou g € D(R) est tel que Z;gioo vo(x — ak) = 1 pour tout réel x, conviennent.
De fait, soit ¢ € D(R). Comme on a

+00
Z wo(. —ak)p — ¢  dans D(R)
k=—o0
on obtient déja
“+o0o
ulp) = Y ulpo(. — ak)p).
k=—o00

En se servant de la périodicité de u, on obtient ensuite

“+oo
ulp) = Y u(wop(. + ak))
k=—o00
puis, de la méme maniere que ci-dessus,
+o00
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Posons
“+oo
o = Z (. + ak).
k=—00
Cette fonction est continue sur R et périodique de période a; son développement en série
trigonométrique de Fourier dans L2(]0, a[) est donc

1 I a i imlx 1 I i —2imlx
be)== > (/O eQaltCD(t)dt) DY (/e2a”<p(t)dt) e

a l=—o00 l=—o00

Cela étant, comme

1 I 2inlt —2inl.
— Z (/eTgo(t)dt> e a 9 — po® dans D(R)

on obtient

we) = o) =2 5 ([ o) u (P )

et on conclut.O

On arrive donc au résultat annoncé au début de cette section, lequel n’est qu'un corol-
laire des résultats précédents.

Théoreme 4.3.4 Toute distribution périodique est tempérée.

Preuve. Soit v une distribution a-périodique. Vu les deux résultats précédents, il existe
des coefficients ¢,, (m € Z) et des constantes C' > 0, N € N tels que

+o00 )
leml S CA+ MDY, YmeZ et ulp)= Y cm / e 25 o()de, Vo € D(R).

m=—0oQ

Il s’ensuit successivement

—+00
_ 2immax
u) < C Y (Y| [ pla)do
= C f (1 + |m|)N+2 /e_mﬂango(m)dx _
= (1+[ml[)?
< C Jio /e_%rm(l—a—QDz)N+2 (x)dx -
= 4 S T )
' a? 2\N+2
< C/(l_@D) o(z)| da
) [ 1+ 2 a9 N2
-2 p d
= C/l—i—\xP( D)) do
< o sup (14 |2])* D% ().

T€R,0<a<2N+4
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D’ou la conclusion.O

4.4 Le théoréeme de Paley-Wiener (cas n = 1)

Notation: u pour la transformée de Fourier négative (d’une fonction, d’une distribution
tempérée).

Introduction

Propriété 4.4.1 Si f est localement intégrable et a support compact alors sa transformée
de Fourier s’étend a une fonction holomorphe dans C et il existe C' > 0 tel que

f(z)] < C e, vz e
ot A >0 est tel que [f] C [—A, A].

Cette propriété s’étend au cas des distributions a support compact et la réciproque est
vraie. Ce (double) résultat s’appelle le théoreme de Paley-Wiener.

Pour rappel, si u est une distribution dans R a support compact, c’est une distribution
tempérée dont la transformée de Fourier @ est la distribution tempérée associée a la fonction
Y — u(gg)(e_””y). Cette fonction se prolonge en une fonction holomorphe dans C. Par abus
de langage et de notation, on dit et écrit que le prolongement holomorphe de la transformée
de Fourier de u est la fonction @(z) = u(,) ().

Théoréme 4.4.2 (Paley-Wiener I) Si u est une distribution dans R dont le support
est inclus dans [—A, A] alors il existe C; N > 0 tels que

[u(z)| < C (1+ 2N A%l vz e C.

Preuve. Soit x € D(R) une fonction qui vaut 1 au voisinage de [—A, A] et dont le support
est inclus dans [-A — 0, A + J] (ot 6 > 0). La majoration de continuité de u donne alors
I'existence de C' > 0 et k € N tels que

lu(f)l = lu(f)l <C  sup  |[DF(xf(x)|<C"  sup  [DFf(z)], VfeCx(R)
2| <A+5, a<k 2| <A+3, a<k

o €’ est C' multiplié par une autre constante strictement positive qui ne dépend que de
k et de .
Soit alors z € C. Par I'inégalité précédente, on obtient

i (=) <€ sup D2 < A+ sup e < O/ (12| el
lz|<A+5, a<k |z|<A+6

Pour z de partie imaginaire nulle, on a donc I'inégalité annoncée:

[A(2)| = ) (e )] < C'(1+ |2))PeAHINIS= = O7(1 4 |2])Fe B2,
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Si la partie imaginaire de z n’est pas nulle, on procéde comme suit. On pose ¢ = 1/|3z|
et on prend une fonction ¥. € D(R), égale & 1 au voisinage de [—A, A], dont le support
est inclus dans [—A — e, A + €] et telle que

|D%).| < Coe™®, Va<k.
On obtient

|U(m) (efi:vz)| = |U(m) (we(x)e*ixzﬂ < o4 sup |Dg‘ (1#8(%)672‘32) |
|z|<A+e, a<k
C/C(] sup Cg[g*j Py a*jemSz
|z|<A+e, agkao | |
C'Co2F (1 + |2])F elAte)lS=

C'Co2¥e (14 |2|)F A2,

IN

D’ou la conclusion. O

Lemme 4.4.3 Soit f une fonction holomorphe dans C. Supposons qu’il existe A > 0 tel
que, YN € N, 3Cn > 0 tel que

[f()] < COn (1+]2)"N ¥ vz e C.
Alors il existe p € D(|[—A, A]) tel que

@(&) = f(&), V€eR

(et méme dans C).

Preuve. La restriction a R de f est une fonction intégrable. Pour conclure, il suffit des
lors de montrer que F 7 f appartient & D([—A, A]).
Comme on a

Cn
)| < ———, R
@) < o o
pour tout N € N, la transformée de Fourier de f est indéfiniment continiment dérivable
dans R.

Fixons y € R et 6 > 0. On a successivement

R

+ _ : ix
fy f = RETOO _Re yf(.%') dx
= lim <— f(z)e¥ dz + / f(z)e"* dz + f(z)e? dz)
Rteo VRs Vis Dgr.s
= pim f(2)e dz = / f(t+i6)e™ ) dt
R—+400JDp 5 R
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olt Vs est le chemin ¢ € [0,0] — R+ it, oit Vg 5 est le chemin ¢ € [0,0] — —R + it et ou
Dp s est le chemin t € [-R, R] — t + 0. On obtient donc

1

A 1 6(A—y)
S dt < C .
Ty © =N

7] oxe |
R
Dés lors, si A —y < 0, on obtient limg_, 4 €¥A~% =0 donc
f;f =0, Vy > A.
On procede de maniere analogue pour obtenir
+r
Ff=0,Vy<-—A.
O

Théoréme 4.4.4 (Paley-Wiener II) Soit f une fonction holomorphe dans C. Sup-
posons qu’il existe A >0, C >0, N € N tels que

f(2)] <C (1 +[z)N M¥ vz e C.
Alors il existe une distribution u a support compact inclus dans [—A, A] telle que
f(z) =u(z), zeC.

Preuve. Vu les hypotheses sur f, cette fonction définit une distribution tempérée. Par
abus de langage, notons f la transformée de Fourier de cette distribution. Pour conclure,
nous allons montrer que celle-ci est a support compact inclus dans [— A, A].

Soit ¢ € D(]—1,1]) d’intégrale égale a 1; posons 1, (z) = my(mz). On sait que
Ym * p —  dans D(R) pour tout ¢ € D(R). Par un calcul direct, on montre que pour
tout naturel M, il existe une constante Cjs ., telle que

Cwmr 3
+ < 1M |Sz|/m
| b < e veec

Des lors, pour tout m et tout M € N, il existe des constantes Cz,, > 0 telles que

Cotm TN
\f(Z)fjwm\g( M, A+ g, e

(
T+ )M ¢

Le lemme précédent fournit alors
1 1 + +
om € D([-A — E,A—F E]) tel que F o = fF b

pour tout m. ~
La suite de fonctions 27y, = f * ¢, (m € N) converge au sens distributions vers la
distribution f. Comme le support de ¢, est inclus dans [-A — %, A+ %], on en déduit

aussi directement que le suppport de fest inclus dans [—A, A].O
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Chapitre 5

Equations aux dérivées partielles

L’objet de ce chapitre est de mettre en oeuvre les outils des chapitres précédents dans des
problemes d’équations aux dérivées partielles.

Nous construisons des solutions élémentaires de I'opérateur de Laplace, de 'opérateur
des ondes et de l'opérateur de la chaleur. La transformée de Fourier des distributions
tempérées s’y avere un outil essentiel. Ces solutions élémentaires sont utilisées pour
résoudre quelques problemes aux limites typiques des opérateurs considérés.

5.1 Solution élémentaire
Soit

P(D)= > auD"

|laj<m

un opérateur de dérivation d’ordre m a coefficients constants dans R™.
Définition 5.1.1 Une distribution E € D'(R™) est une solution élémentaire de P(D) si
P(D)E = bp.

L’importance d’une solution élémentaire provient en bonne partie du fait qu’elle fournit
un “inverse bilatere” de 'opérateur dans l’espace des distributions a support compact. Si
E est une solution élémentaire de P(D), on a

PD)(Exu)=u , ExP(Du=u

pour toute distribution a support compact wu.
Donnons quelques exemples.

Exemple 5.1.2 Dans R, une solution élémentaire de D, est donnée par la distribution
d’Heaviside

Ve = [t

65
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C’est immédiat.

Exemple 5.1.3 Dans €, une solution élémentaire de l'opérateur de Cauchy-Riemann
Dz = (D, +1iD,) est définie par la fonction localement intégrable 1/7z.

De fait, en coordonnées polaires z = re'’, on a
0 i
Dz = — (D, + —Dy)
Ainsi
1 —Dz(p(Z) 1 400 2m 2 0
— | —=—2dA = —— d D.+-D ) do
[ =EEE G = - [ a [T+ Zpoe(re?)
1 27 p+o0 0
= o [ [ Dietre®)dr = 4(0)
mJo Jo

Exemple 5.1.4 Dans R"™, une solution élémentaire de l'opérateur —A est définie par la
fonction localement intégrable

1 .
o ——|x| si n=1,
2

1
e ——1Injz| si n=2,
27

1
47 ||

st n=3,

T(n/2 - 1)
47-‘-71/2’1.‘71—2 ’

De fait, pour n =1, on a

400 +o00 0
/ 2| D*¢(x)dx = /0 xD*p(z) da —/ rD*p(z) da

—50 _
—+00

0
- _ Do(z) dx + / Dy(z)dx = 2¢(0).
0 )

Pour n = 2, on utilise les coordonnées polaires comme dans I’exemple précédent. Dans
ces coordonnées, le laplacien s’écrit

1 1
A= ;DT(T‘DT) + ﬁpg.

En posant

(r) = /0 7 olre®) db,
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on obtient

+o0 2T 1 1 .
/QID\x]Ago(:c) dx = / rlnrdr/ (=D, (rD,) + —2D§)4p(rew)d6
R 0 0 r

r

= /+OO Inr D, (rDy(r)) dr
0
+oo

- - D, 3p(r) dr = 1(0) = 27(0).

Pour n > 3, on peut utiliser la distribution T, introduite au chapitre précédent. On a

[ 290 00— 1) = ) P T

n |z|n—2
= @2m) (F Th2)(F Ap)
47[-"/2
I'((n —2)/2)
47Tn/2
(=272 Jer
7.(.n/2

= e

= (2m)™" To(F~ Ap)

= —(@2n)™ F(§) dS

car

F(Ap) (&) = =[P (F ) (&)

Exemple 5.1.5 Dans RxR", une solution élémentaire de l'opérateur de la chaleur —A+
Dy est donnée par

+o0
T(p) = / / (4mt) "2 1P/ (¢ 1) dtd.
0 n

En effet, la fonction
F(t,z) = (4rt) " 2e~121/4y (1)

est localement intégrable dans R x R™: de fait, elle est positive et
/ (dret) "2 1Py (1) 4w — Y (1)

est localement intégrable dans R. Elle définit une distribution tempérée car (1+t) “2F (¢, x)
est intégrable dans R x R™.
Calculons sa transformée de Fourier. On a

Fe) = [ty ar [ g [ o, ) dnde

+00 ) N '
:/ dt/w(n,ﬁ)e’t‘g‘Qﬂtn dndg = lim /gp(n,é) dndE/ o—He+itn gy
0 — 400 0
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1 — e~ N(g]*~itn) o(n, &)
~ lm , —— dydg = [ P ande.
R ©(n,€) € i nd§ €2 —in 3

La derniere égalité résulte du théoreme de Lebesgue. La fonction (n,&) ~— 1/(|£]? — in)
est localement intégrable dans R x R™ car

1
[ e ‘”/ Ve = 2aresh( )

et
i el .. o0 e arcshr 2 _
rlgtr)l+ rtaresh(1/r®) = TEIEOO rn=1/2 TEIEOO 1+7r2(n—1)rm=3/2 0-
(on a méme lim, _, 4+ arlcns(li()r) =1.) Cela étant

(A +D)T)(p) = T((~A = Dy)p) = (2n) """ H(FT)(F (A~ Dy)y))
= 2m) " F D) e (K7 — i) F~p(n,€)) = (2m) " HFFF9)(0) = (0).

Exemple 5.1.6 En ce qui concerne l'opérateur des ondes, on a le résultat suivant, démontré
plus loin.

Pour n = 1,2,3 des solutions élémentaires E,, de l'opérateur des ondes sont données
par

1
Eilp) = 5 - ‘tp(t,x)dtdaﬁ,
1 o(t, )
Ex(p) = _/>|m| i,
_ 1 o(z]2)
Es(p) = - R3Td9€-

Pour tout n, le support singulier de E,, est {(t,z) € R x R" : t = |z|}.

Exemple 5.1.7 Les équations de Lamé qui gouvernent les déformations d’un corps élastique
s’écrivent Pu = f avec
P(D) = pA + (A + p) grad div

ou A, sont des constantes physiques du milieu qui vérifient > 0 et A+ p > 0.

Par définition, une solution élémentaire de P est une matrice £ de distributions telle
que P(D)E = 41I.

Si n = 2, une solution élémentaire Fo est définie par la fonction localement intégrable

1 >x,r<
By(z) = —— log || T — Z,T <
(@) = g (A 3mloglal T = O ) =25
Sin > 2, on peut prendre
1 A+ 3u >z <
E, = - IT+MN+p)——
@) = gz (o= L O )
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5.2 Premieres conséquences

Proposition 5.2.1 Soit P un opérateur de dérivation a coefficients constants qui posséde
une solution élémentaire qui est de classe Coy en dehors de l'origine. Pour tout ouvert )
de R™,

o siuc D'(Q) et Puec Cx(Q) alors u € Coo(Q),

o siu; € Coo() est une suite de solutions de Pu = 0 qui converge dans D’() alors
la suite uj converge uniformément sur tout compact de 2 avec toutes ses dérivées.

Preuve. On désigne par E une solution élémentaire de P telle que [E]s = {0}. Dans
R™\ {0}, c’est la distribution d’une fonction e € Co(R™ \ {0}).

Démontrons le premier point. Soit u € D’(Q) tel que Pu € Coo(£2). Soit w un ouvert
d’adhérence compacte dans 2 et x € D(€2) égal a 1 dans un voisinage @w. On a

xu = Ex P(xu) = E*(xPu)+ E *v

ou v est une distribution dans R”, a support compact et dont le support est disjoint de @.
11 suffit de montrer que E * v est de classe C, dans w. Si ¢ € D(w), il vient

(Exv)(p) = Ew(vy (el +y)))
= [ el e+ ) ds

e(z —y)p(z) dr)

— vy ([ el@)pla +y)da)
= ) /

= [ e@ug et~ y) do.

Le fonction v, (e(r — y)) est de classe C, dans w en vertu du théoreme 2.5.1.

Démontrons le second point. La suite u; converge dans D'(€Q) vers une distribution
u qui vérifie Pu = 0. Par le premier point, u € C(€2). Quitte & considérer la suite
u; — u, on peut donc supposer que u = 0. Comme ci-dessus, on a u; = F  g; dans w avec
gj = P(xu;). Ainsi

D%uj(x) = /gj(y)Dae(ﬂU —y)dy

pour tout € w et tout . La suite g; converge vers 0 dans D’(§2) et il existe un compact
K disjoint de w tel que [¢g;] C K pour tout j. Le théoreme 2.6.5 montre que la suite u;
converge vers 0 dans Coo(w). O
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5.3 Une introduction aux espaces de Sobolev

5.3.1 Une premiere approche

Définition 5.3.1 Si s € R, on définit l’espace de Sobolev H*(R™) d’ordre s comme étant
l’espace linéaire

H*(R™) = {ueS'[R") : (1+¢?)¥?0 = distrib. ass. d une fonctionL?(R™)}.
Par abus d’écriture, on note (1+ |€]2)%/%4 la fonction dont il est question dans I’énoncé.

Sur cet espace, on considere 1’expression

|1+ e /ace)|

L2(R7)

Propriété 5.3.2 L’expression précédente est une norme sur H*(R™). Muni de cette
norme (qui provient en fait d’un produit scalaire), l'espace H*(R™) est un espace normé
complet (c’est méme un espace de Hilbert).

Preuve. A compléter (voir cours).O

On a aussi les propriétés suivantes (parmi beaucoup d’autres).

Propriété 5.3.3 a) Si s1 > so alors H*'(R") C H*(R") et l'injection canonique est
continue.

b) Pour tout s, l’ensemble D(R™) est dense dans H*(R™).

¢) St u est une distribution a support compact, alors il existe s tel que u € H*(R").

Preuve. A compléter (voir cours).O

Théoréme 5.3.4 Si s > k+ 5 alors
HR™) Cc{f € Cx(R™): f — 0 a Uinfini }
et l'injection canonique est continue.

En particulier, si n = 1, alors H*(R) C Cy(IR) lorsque s > 1/2.
Preuve. A compléter (voir cours).O

5.3.2 Espaces de Sobolev, une suite

Dans ce qui précede, on a introduit les espaces de Sobolev d’ordre quelconque dans R™
via la transformation de Fourier des distributions tempérées. Qu’en est-il lorsque 'on ne
travaille qu’avec des ouverts de R™?
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Définitions

Soit  un ouvert de R™ de frontiere Of).
On a le résultat suivant.

Propriété 5.3.5 Pour tout entier m > 0, on a
H™R") = {u € L*(R") : D € L*(R") si |a| < m}.
C’est un espace de Hilbert pour la norme

lull = D2 I1Dullfs gy,

|laj<m

laquelle est équivalente a celle définie précédemment.
Ainsi, on définit les espaces de Sobolev H™(2) de la maniére suivante.
Définition 5.3.6 Pour tout entier m > 0, on définit
H™(Q) = {u e L*(Q) : D*u € L*(Q) si |a|] <m}.
On montre aussi que c¢’est un espace de Hilbert pour la norme

lull = D 1Dl q-
(

|| <m

Pour m € N, on note H ™" (£2) I’ensemble des distributions u dans €2 pour lesquelles il
existe C' > 0 tel que

[u(@)l < Cllellm
pour tout ¢ € D(£2). Si on désigne par Hj"(Q2) Padhérence de D(§2) dans H™(f2), on a

H™™(Q) = (Hg" ()"

On pose
[ull-m = sup  Ju(p)
PED(Q),[lpllm <1
Muni de cette norme, H " (f2) est un espace de Hilbert et 'application v € H~"™(Q) —
H' () u — v unique tel que u(p) = (v, p),, est une isométrie.
Dans le cas ou © = R"™, l'ensemble D(R™) est dense dans H™(R"™) de sorte que
H™™(R™) = (H™(R™))j

La définition des espaces de Sobolev H*(2), o s € R et € est un ouvert quelconque
de R"™ est beaucoup plus technique. Nous renvoyons a un livre classique sur les espaces de
Sobolev ([1], mais aussi [3], [4]).
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Suite

Signalons une premiere application des espaces de Sobolev dans ce cadre.

Théoréme 5.3.7 1) Pour tous s,k € R, k # 0 et f € H*(R"), il existe un seul élément
u € HST2(R™) tel que
(A + k)= f.

2) Lopérateur —A +id : HE(Q) — H1(Q) est une isométrie.
Etablissons une généralisation de la formule de dérivation des fonctions composées.

Proposition 5.3.8 Soit x : Q@ — U un changement de variable de classe Cs. Si les
matrices jacobiennes Dx et Dx ™1 sont bornées et u € H(U) alors uox € HY(Q) et

n

Dy, (uox) = 3 (Dyouox) Da,xi
k=1

Proposition 5.3.9 (Poincaré) Si Q) est un ouvert borné de R", il existe une constante
C > 0, qui ne dépend que du diameétre de §2, telle que

[ullz2() < Cllgrad ul|L2q.am
pour tout u € H}(Q).

Ce résultat montre que, sur le sous-espace Hg(2) de H' (), la norme || grad u/| 2 (o, qm)
est équivalente & la norme de H'(Q). La proposition 5.3.9 est une conséquence immédiate
du résultat suivant.

On appelle bande de largeur d tout ouvert de IR™ de la forme {z € R" : a < .2 < b}
oua,beR,d=>b—a et est un vecteur de module 1.

Lemme 5.3.10 S5i Q est un ouvert de IR™ inclus dans une bande de largeur d, on a

d
el z2(0) < NG | grad ¢l 22 (q;am)

pour tout ¢ € D(Q).
Désignons par Co(£2) Pensemble des restrictions & Q des éléments de Coo (R™).

Théoréme 5.3.11 Pour tout ouvert borné Q de R™, linjection H(Q2) — L*(Q) est com-
1
pacte”.

1Une application linéaire T entre les espaces normés E, F est dite compacte si I'image de la boule unité
de F est relativement compacte dans F'. Dans le cas ou F, F' sont des espaces de Hilbert, on démontre que
T est une application compacte si et seulement si pour toute suite e,, qui converge faiblement dans F, la
suite T'e,, converge dans F.
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Définition 5.3.12 Un ouvert Q de IR™ est dit lipschitzien si pour tout xy € OS2, il existe
un intervalle ouvert J = J' x J, contenant 0, une matrice orthogonale U et une fonction
lipschitzienne f dans J' tels que

QN (wo +U) ={zo+Uy:y € J, yn < f(¥)}

et
NN (zo+U() ={zo+Uy:y e, yn=Fy)}.

On vérifie aisément que tout ouvert de classe C' est lipschitzien.
Signalons le résultat suivant.

Théoreme 5.3.13 Un ouvert Q) de IR™ est lipschitzien si et seulement si pour tout xq €
00 il existe un voisinage ouvert w de x dans IR™, une matrice orthogonale U et C,e > 0
tels quez+y € Qsiz e QNuw ety e U) avec T ={h € R": C|I| < hy, < €}.

On dit que 2 vérifie la condition du cone uniforme.

Théoréme 5.3.14 Si Q est un ouvert borné lipschitzien de IR™ alors
e lopérateur de restriction H™(IR™) — H™(Q) est surjectif pour tout entier m > 0,

o Coo() est dense dans H™(Q) pour tout entier m > 0,

Uapplication trace 7y : Coo(Q) — Co(09Q) se prolonge de maniére unique en un opéra-
teur linéaire continu de H(Q) dans L%(09),

le noyau de cet opérateur est H} (),

e son image est ’ensemble des fonctions u € L%(0N) telles que

|u(z) —u(y)?
dxdy < 400,
/an /69 !m — y!"“ Y

Vinjection H*(Q) — L?(Q) est compacte.

On désigne 'image de v par HY/2(99).

Théoréme 5.3.15 Si Q) est un ouvert de IR de classe Cu alors

+o0o
=[] H"()
m=1
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5.4 Le principe du maximum pour les fonctions harmoniques

Rappelons deux formules utiles.
Si f € LY(R™), on a (cf théorie de la mesure pour l,, = | x o ou changement de variables
polaires dans R"™)

+oo
/ f(z)de = / et dr/ f(re)do(e).
n 0 Snfl
SifeCi({r eR":|z| <1}), on a (formule de Stokes ou de Gauss dans R"™)

/ f)ejdo(e) = [ Dy f(x)da
Sn—1 \x\<1
Soit  un ouvert de R™. Une fonction réelle h de classe C? dans Q est dite harmonique
si
n
2
Ah =Y D; h=0.
j=1
Une des propriétés fondamentales des fonctions harmoniques est la propriété de la
moyenne.

Proposition 5.4.1 Si h est une fonction harmonique dans Q et 0 < r < d(z,R™\ Q),

alors
1

h(z) = /S 3 h(z + rw) do(w)

Wn—1

ol wn_1 est la mesure de la sphére unité S,,_1 de R™.

Pour toute fonction continue f posons

(M) (r) = —

Wn—1

/ flre)do(e).

Sn—l

La proposition 5.4.1 est une conséquence immédiate du lemme suivant.

Lemme 5.4.2 Si f est de classe C* dans {x € R" : |z| < R}, la fonction M f est de

classe C* dans l’intervalle | — R, R| et

1

— Dr(r" D Mf(r)) = M(AS)(7).

rn

Preuve. En utilisant la formule

/Sn_1 f(e)ejdo(e) = /|m|<1ijf(m) de,

on trouve

DMf(r) = — /S S (D, f)(re) do(e) = —- Af(rz) dz
n—1j-1

Wn, — Wn—1 J|z|<1

1
- [ Aty de= /OrtnlM(Af)(t)dt

anlrnil || <r rn—l
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Ainsi
Dy [r" D Mf(r)] = T M(AS) (7).

Corollaire 5.4.3 Soit 2 un ouvert connexe de R™ et h une fonction harmonique dans €.
S’il existe xo € § tel que h(x) < h(xg) pour tout x € Q alors h est constant dans ).

Preuve. Désignons par e 'ensemble des points = de © qui vérifient h(z) = h(zg). Cet
ensemble est fermé puisque h est continu. Il suffit de montrer que e est également ouvert.
Soit z1 un point de e et p €]0,d(x1,R™ \ Q[). En vertu de la proposition 5.4.1, on a

/s _l(h(:m) — h(z1 + pe))do(e) = 0.

Par hypothese, 'intégrand est positif. On a donc h(xz; + pe) = h(z1) pour tout e puisque
h est continu. La fonction h est donc égale a h(x() dans un voisinage de x1. O

Corollaire 5.4.4 Soit Q un ouvert borné de R™. Si h est une fonction continue dans
et harmonique dans £ alors

sup h = sup h.
a 89

Preuve. Soit zg un point de € qui réalise la borne supérieure de h. Supposons que
xg € Q. Par le corollaire 5.4.3, h est constant dans la composante connexe w de xy dans
Q. Siz € 0w, on a h(zy) = h(zg) et 1 € 0Q donc la borne supérieure de h est aussi
atteinte sur 0Q2. O

5.5 Le probleme de Dirichlet

Le probleme de Dirichlet pour le laplacien dans un ouvert €2 de R™ est un probleme typique
des équations aux dérivées partielles. On dispose de théoréemes d’existence et d’unicité tres
précis. Cependant, ils font appel a des propriétés fines des espaces de Sobolev. Celles-ci
sortent du cadre de ce cours. Dans ce paragraphe, nous indiquons brievement les résultats
essentiels sans en donner toutes les démonstrations. Nous traitons en détail le cas ou {2
est une boule.

5.5.1 Existence et unicité de la solution

Théoréme 5.5.1 Soit Q un ouvert lipschitzien, borné de R™. Si f € H™1(Q) et g €
HY2(0Q) alors il existe u € H(Q) unique tel que

—Au=f
{ S (5.1)
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Preuve. Par définition de H'/2(99), il existe ug € H'(Q) tel que yug = g. On considere
l'espace de Hilbert H}(€2) muni de la norme || grad ul| p2(q;qmy- La forme linéaire

HY Q) 3 o f(p) — / grad ¢ grad ug dA
Q
est continue sur cet espace. Il existe donc v € H} () tel que

/ grad p gradvd\ = f(p) — / grad ¢ grad ug dA
Q Q

pour tout ¢ € HE (). On pose u = ug+v. Ona —Au = f et yu = g car la trace de v est
nulle.

Prouvons I'unicité. Soit u € H(Q) tel que Au = 0 et yu = 0. Par le théoréme des
traces, on a u € H(Q). Pour tout ¢ € C§°(€), on a

0=—(Au)(p) = / grad u. grad ¢ dA.
Q

Puisque C§°(92) est dense dans HE(2), on obtient grad u = 0 presque partout. Ainsi u est
constant. Puisque sa trace est nulle, il est nul. O

Théoréme 5.5.2 Si Q est de classe Co, f € Coo() et g € Coo(9Q) alors la solution u
de 5.1 appartient a Coo(Q).

C’est une conséquence du résultat suivant.

Proposition 5.5.3 Soit Q un ouvert borné de classe Coo, m > 0 et X € Coo(S;R™) un
champ de vecteurs. Considérons lopérateur L = —A+X. Siu € HE(Q) et Lu € H™1(Q)
alors u € H™Y(Q). De plus, il existe une constante C' > 0 telle que

[ullmyr < CU(=A + X)ullm-1 + [[ullm)
pour tout u € H™1(Q) N HL(Q).

5.5.2 Le probleme de Dirichlet dans une boule
Soit R > 1 et
B=B(R)={z€R":|z| <R}, b=b(R)={x e R":|z| < R}.

On suppose n > 1.
Soit f une fonction continue sur dB. Dans ce cas particulier, considérons le probleme
qui consiste & déterminer une fonction u continue dans b, de classe Cy dans B et telle que

—Au=0
UoB = I
La proposition suivante ramene la résolution de ce probleme a la recherche d’une

fonction sur le bord de B. On désigne par v la normale unitaire intérieure a B et par E €
D'(R™) une solution élémentaire de —A associée & la fonction e € L} (R™)NCoo(R™\ {0}).
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Proposition 5.5.4 Siu une fonction de classe Co dans b qui est harmonique dans B, on
a

u(w) = [ (Duela —uoly) - ela ~ yyus(y)) do(y)

pour tout x € B si ug = ujpp et uy = Dyujpp

Preuve. Soit u® la distribution dans R™ définie par
w'(p) = [ ule)p(a)dz,
Calculons —Au®. On a
(~au)e) = = [ u@ip@)da
= —/BAu(a:)ap(a;) dx — Z[Bij(u($)ij@($) — p(z)Dy;u(z)) do
j=1
= / (uDy,p — pDyu) do
0B

= / (uoDyp — puy)do
0B

si v est la normale intérieure de B.

On a u® = E x (—Au®) donc

u(p) = Ew) </ (uo(y) Dy, p(x +y) — oz + y)ul(y))da(y))

- /Rn </ uo(y) Dy, p(z +y) — oz + y)ul(y))da(y)> dzx

- /aB < /Rn e(@)p(r +y) dv —u(y) /Rn e(z)p(z +y) dw) do(y)

= Jom ( /Rn e(z —y)p(z) dr — ui(y) /n e(x —y)p(x) dx) do(y)
pour ¢ € D(R™). Si ¢ € D(B), on peut redériver sous le signe et permuter les intégrales;
des lors

w(e) = [ playds [ (Duyele = yhuoy) - e(@ = )ur () doly).
Ainsi

u(e) = | (Duela —puoly) - el — yus(y)) do(y)
pour tout x € B. O

En utilisant les expressions explicites de e données dans I'exemple 5.1.4, on trouve les
formules de représentation

L[ Booy ) ui(v)
u dy — / do
wn1R Jop |z —y|" olv) dy (n —2)wn—1 Jop |z —y|"—2 )

u(z) =
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sin>2et

1 R’ —zy
-~ 27R Jop |z — y|?

u(a) wolv)dy+5- [ uiy)Infe — yldo(y)
™ JOoB
sin=2.

Dans cette expression seul uq est inconnu. Plutot que de déterminer directement uq,
recherchons une solution u du probleme de Dirichlet sous la forme précédente pour des
données frontieres vo et v1 qui ne sont pas nécessairement ujpp et Dyujgp.

Quelles que soient les données frontiere, ’expression précédente est une solution de A
dans B car z — e(r —y) et x — D, e(xr — y) sont harmoniques par rapport a x dans
R™\ {y}. Il reste donc & choisir vg et v de telle maniere que ujgp = f. Il faut pour cela
étre capable de calculer les limites sur le bord des deux intégrales.

Sily|=R,ona
1 1
R —zy=_lr -y’ + (R~ |z*).
2 2
Ainsi
R*—zy 1 (R —|z? 1
lz—y[* 2\ |lz—yl"  |z-yl?)”

Lemme 5.5.5 On a ) )
R2 _
/ B ol do(y) = wp1 R
o]

B |z =yl
st lz| < R.
Preuve. D’une part, siz = rz avec [z = Ret 0 <r < 1l,ona |z —y| =|ry — 2| si
ly| = R. Ainsi

R2 — |22 R? — r2|y|?
/aAdU(y) = /a 7Hd0(y)

B |z —y|" B |ry—z"
1 R2 o 2
L L R
"=t Joperr) |e — 2|

R? — rRle|?
= R"—l/ BRIl o)
Snfl

|re — z|”
= Rwp1

en vertu de la proposition 5.4.1 puisque la fonction e — (R%—|e|?)/|e — z|™ est harmonique
dans un voisinage de B(rR). O
Lemme 5.5.6 Si U € Cy(0B) et xg € OB alors

, 1 R? — |z[?
lim
z—z0,2€B wp_1R JoB |‘T - y|n

Ul(y)do(y) = Ul(zo)
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Preuve. Posons
1 R%— |z

wn—lR ‘.%' - y’n .
Vu le lemme précédent, on a [;5 P(x,y) do(y) = 1 pour |z| < R. Sizg € 0B, U € Cy(0B)
et n >0, on a, pour z € B,

P(x7y) -

| | P(z,y)U(y)do(y) — U(zo)| P(z,y)(U(y) — U(zo) do(y)|

0B 5B

< sup [U(y) — Ulzo)|

ly—z0|<n

+ P(z,y)|U(y) — U(zo)| do(y)

ly—z0|>n
C

<  sup |U(y) —U(zo)|+ ———(R* — |z]?

‘y—x0\§n| ( ) ( 0)| (77_ |CL'—ZL‘0|)n( | | )

Fixons € > 0. Puisque la fonction U est continue, le premier terme de la majorante est
inférieur a €/2 dés que 7 est assez petit. Pour 7 fixé, il suffit de prendre = assez proche de
o pour rendre la majorante inférieure a e. O

Résolvons a présent le probleme de Dirichlet dans B.

Proposition 5.5.7 Si f € Cy(0B) alors la solution du probléme de Dirichlet
—Au=0
UpB = I

2 _ 1402
u(e) = —2 [ T ) o).

 wpiR Jog |z —ylm

est donnée par

Cette solution est unique.

Preuve. Supposons n > 2. En prenant ug = 2f et u; = (n — 2)f/R dans la formule
de représentation de u, on trouve la solution annoncée. Si n = 2, on choisit u; = 0. La
fonction ug doit alors vérifier

%Uo(x) + Uo(y) do(y) = ().

A7 R JoB

On peut prendre
1

2R 9B

up(z) = 2f(v) f(y)do(y).

On obtient ainsi la solution annoncée.
Cette solution est unique. De fait, si u et u’ sont deux solutions du probléme, on a

sup(u —u') = sup(u —u') =0
b 0B

par le corollaire 5.4.4. Ainsi u < u’. De la méme fagon v’ < u donc u =«’. O
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5.6 Le probleme de Cauchy pour l'opérateur de la chaleur

La solution élémentaire de ’exemple 5.1.5 permet de résoudre le probleme de Cauchy pour
I'opérateur de la chaleur.

Soit f € D'(R™) une distribution & support compact. Le probleme de Cauchy pour
l'opérateur de la chaleur consiste a déterminer une distribution prolongeable
u € D'(]0, +00[xR"™) telle que

(=A+Dy)u=0 dans ]0,+oo[xR"™,
Ujp=o+ = f-

En vertu des résultats relatifs aux traces, ’équation vérifiée par u assure ’existence
d’une fonction [0, +oo[— D'(R™) : t — u; de classe Cw telle que

+o0
u(y) :/0 ur(p(t,.))dt si ¢ € D(]0,+o00[xR"™).

En particulier, u possede une trace en t = 0+.
Supposons que u soit une solution du probléme de Cauchy. Si ¢ € D(]0,+o0[), et
¢ € D(R™), on a

(A + Dr)u)(y @ ¢) (A+Dy)(y®¢))dt

-
/0+00 (us (AP) (L) + ug () Dyab(t)) dt
/o (ue(A¢) — Dyuy(9))(t) dt.

Ainsi,

Posons

pour tout ¢ € D(IR x R™). On a

+o0o
(~A+Dowle) = = [ ud(d+ Dogtt, ) dt

De 1a
(A + Dyu=3d @ f.

Si le support de f est compact, une solution de cette équation est donnée par

u="Tx (0 ® [)
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Si la distribution f est définie par une fonction localement intégrable, encore notée f, il
vient

u) = [ e [ mty e [ gt ) () dy

+o00
= / dt Lp(t,x)dtdx/ (47rt)*"/2e*‘$*y‘2/4tf(y)dy.
0 R” R”

La distribution u est donc définie dans R4 x R"™ par la fonction
u(t,a) = (dat) ™2 | fy)e T dy,

On constate sur cette formule que la valeur en un point y de f influence la valeur de
u en tout point x des que ¢ > 0. Cette influence est tres petite si | — y| est grand et ¢
petit. Cependant elle est non nulle. Ceci correspond & une propagation de la chaleur a
vitesse infinie. L’équation de la chaleur n’est en fait qu'un modele approché du phénomene
physique qui se propage a vitesse finie.

Cette propagation a vitesse infinie du support empéche également de démontrer 'unici-
té de la solution du probleme de Cauchy. De I’équation (—A + D;)u = §p ® f, on ne peut
déduire u = T (6o * f) sans hypothese sur u car [u] et [T] =]0, +00[xR™ ne sont en général
pas composables. En fait, la solution du probleme de Cauchy n’est pas unique. On peut
méme montrer ’existence de solutions pathologiques.

Exemple 5.6.1 (Tychonov) I existe une fonction u € Coo(R x R) telle que

o (—A+DHu=0 dans RxR,

u(t,z) =0 si t¢][1,2],x €R,

e u(t,0) >0 s te€]l,2[

Cette solution non nulle du probléeme de Cauchy avec des données nulles présente un
comportement exponentiel a l'infini et donc correspond a une énergie infinie. L’unicité
du probleme de Cauchy peut étre récupérée en imposant des conditions de croissance a
I'infini.

5.7 L’opérateur des ondes

Abordons a présent ’étude de I'opérateur des ondes

n
~A+D}=Df =% Di.
j=1
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5.7.1 Solution classique en dimension un

Avant de construire une solution élémentaire pour cet opérateur, donnons quelques for-
mules explicites en dimension 1 d’espace. Si u est de classe Cs et

(=D2 + D¥)u(t,x) =0
alors
D¢ Dylu(§ +n,€ —n)] = 0.

Toute solution de classe C'y de I’équation des ondes en dimension 1 s’écrit donc localement
sous la forme
u(t,x) = f(t+z)+ gz —1).

On vérifie aisément que, pour toutes fonctions continues f, g, cette expression est encore
une solution de 'opérateur des ondes au sens distribution.

Résolvons le probleme de Cauchy dans R

(=D2+ D})u(t,z) =0 dans ]0,+o0[xR
Ujt=0 = w0, Diup—g =

ol ug, u; sont des fonctions régulieres.
Cherchons wu sous la forme

ut,z) = f(t+z) + gz —t).
On obtient les conditions
uo(x) = f(x) + g(x), wi(z) =Df(x) - Dg(z).
Ainsi

u(t, z) = %(uo(t b )+ ue(z — 1) + % /:—:tul(s) ds.

On peut procéder de la méme fagon pour résoudre le probleme mixte dans l'intervalle
10, +o0]
(—=D? + D?)u(t,x) =0 dans ]0,+o0[x]0,+oo|
Ujp=0 = uo, Diuj—o = w1
u‘x:(] =0.

En posant encore

on obtient les conditions
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Apres quelques calculs, on trouve
1 1 T+t
—(uo(t—i—x)—i—uo(m—t))—i——/ ui(s)ds si x>t
2 2 z—t

1 t+x

5 t—x

u(t,z) =

%(uo(t—i—x)—uo(t—m))—i- ui(s)ds si x <t

On remarquera que méme pour des données ug, u; de classe C, dans [0, +o0], la solution
n’est de classe Co, en t = x que si ug, u; se prolongent dans R en des fonctions impaires
de classe C.

5.7.2 Solution élémentaire

En dimension strictement supérieure a 1, la résolution du probleme de Cauchy est plus
délicate. Nous commencons par construire une solution élémentaire.

Proposition 5.7.1 Pour n = 1,2,3 des solutions élémentaires F, de Uopérateur des
ondes sont données par

1
Eile) = 3 t>‘x‘<ﬁ(t,w)dtdx,
1 t
Bo(p) = — Mdtdm,

21 Jizla| /2 — |x]?

1 el
A7t Jrs |z '

Es(p) =
Pour tout n, le support singulier de E,, est {(t,z) € R x R" :t = |z|}.
Preuve. En vertu de la proposition 2.5.3, il suffit de vérifier ’égalité

pour les fonctions séparées ¢(t, ) = ¥ (t)p(x).
Sin =1, on écrit

E(DWeg) = » [  DAt)e()did

2 Jt>|a|
- %/Om D2(t) dt/_tt@(m) do
1 [too
= 5[ D +e(-t)d
= W) +5 [ BODe(t) ~ Digl(—) di
0

= w0 +3 [ vt [ Dot de

= P(0)p(0) + E1 (¢ @ D).

—+00
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Sin =2, il vient

D%() (z)
V2 — Jaf?

_ L D24(t) dt/ rdr p(re)do(e)
27 ¢ V2 —r2 Js

_ e D2p(t) dt / rMe)r)
0 0

t2—7°2

1
Ey(Diyp @) = _/||<t dtda

En vue d’intégration par parties, calculons les dérivées de la derniére intégrale. On a

Dt/ot ﬂgw_(g dr = Dt1<t/018]\/‘1[9’\/4;)d5)1 |
- /0 sj\f(p_(t;) d5+t/0 i (%68) ds

= »(0) + t/ol V1= s2D(My)(ts)ds + 01 s’ D(My)(ts)

Nipre
_ ' D(Mp)(ts)
- go(O)—l—t/O i d
et
CrMe(r) L (D(Mg))(ts) Ls(D2(My))(ts)
e L e e R i
= [0+ 10000 0) 2
M)
0o VE—r
Ainsi
+00 1D(M )(ts)
Ey(D}p @) = — A Dﬂ/)(t)( (0) +¢ A ﬁd‘s)dt

_ LMAR)
= O0) + Bl A

Pour n = 3, il vient

EDRep) = o [ (DRl

= ﬁ /O+ tD2)(t)dt | o(te)do(e)

So

\w!

- [ T D2(e) (M) (1) d
0



5.7. L’OPERATEUR DES ONDES 85

- 0+°° Dyp(t)((Mep)(t) + tDy(Mp)(t)) dt

+o00 9 2
= W(Op(0) + [ B DM + T DiMeolt)) dt

= v + [ oM@
= Y(0)p(0) + E3(¢ @ Ap).

Ceci acheéve la démonstration. O

Signalons quelques résultats plus généraux

Théoreme 5.7.2 Sin > 1, la distribution

— —n—1 @(T+i37§) n
Bue) = o [ AR i e DRXRY),

est indépendante de s < 0 et est une solution élémentaire de l’opérateur des ondes —A+D?

dont le support est inclus dans {(t,z) € R x R" : |z] < t}.

On a
+oo

Euly) = /0 En(t)(g(t, ) dt

avec -
et oe) ae

EL(06) = (2m) " [

En particulier, la distribution E,, est tempérée.
Sin > 1, E, posséde des traces continues par rapport a x, et

o—lenl /TP~ (r—i0)2
2V[¢ — (1 —i0)>

Dans cette derniére formule, \/|€'|? — (7 —i0)% désigne la limite pour s — 0— de la racine
carrée de |€'|? — (T +is)? dont la partie réelle est positive.

En(Ta 6/’ mn) =

5.7.3 Le probleme de Cauchy

Comme pour l'opérateur de la chaleur, la solution élémentaire permet de résoudre le
probléeme de Cauchy. Soient ug,u; deux distributions dans R™ et f une distribution &
trace dans [0, +00[xR™. Le probleme de Cauchy pour l'opérateur des ondes consiste a
déterminer une distribution u € D’(]0, +00[xR™) prolongeable telle que

(A +D3u=f dans ]0,+oo[xR"
Ujp=04 = U0, Ditjp—oy = w1

En vertu du théoreme A.0.4, si u est une solution de ce probleéme, il existe une fonction
[0, +00[— D'(R™) : t — uy de classe Cy telle que

ul) = [ bt e
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En particulier, u et toutes ses dérivées par rapport a t possedent des traces en t = 0+.
Posons

u) = [ ottt

pour tout ¢ € D(R x R").
Si ¢ € D(]0,4+00[) et ¢ € D(R™), on a

(Ca+DD0wes) = [ wl-a+ DA e ) d
= [T a0 + @)Dt
= [T uns0)+ Dru)u .

Ainsi,
—uy(AQ) + Diuy(¢) = fi(¢)
pour tout ¢ > 0. Cela étant, pour tout ¢ € D(R x R™) on a

(~a+D2ue) = [ wl-a+ DAt )

_ /O+oo [Dy [ue(Dyp(t, .)) — Dyug(0(t, )] + file(t,.))] dt
= —uo(Dyp(0,.) + u1((0,.)) + f(¢).

De la
(=A+ Di)u = 5y ® up + o ® u1 + f.

Les distributions u et E,, sont composables donc
u=E, % (6, ® ug + 0o @ u1 + f).

En utilisant le fait que E,, et f sont & trace, on obtient
t
up = Ep(t) x up + Dy B, (1) * ug +/ E,(t —s)* fsds.
0

Considérons le cas oit n = 3, ug € C*(R3), u; € CO(R3) et f € CO([0, +00[xR3). On a

Bs()(e) = 4 [ o) do(e)
donc
(Bs(t) # w)(p) = % /w1 dor(w) / w(@)p(z + tw) do

= %/gp(:ﬁ) d:c/w1 ui(x + tw) do(w),
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et

1

(DiE5(t) xug)(p) = 47r /w 1Dt[t/uo( Jo(x + tw) dz] do(w)

= i /<p VD[t /71 uo(z + tw) do(w)] dz.

D’autre part

1

u%*ﬁ@)::4ﬂéﬂm/*wﬁ/ (t,z)o(t + |yl +y) dtdx

( — |y|a$ B )
= — [ otz dtdx/ dy.
4”/ () ly|<t |

On obtient ainsi la formule de Kirchoff

1 n
u(t,z) = — / [uo(z + tw) + tuy (& + tw) + Y w; Dy up(x + tw)] do(w)
4m J|w|=1 = 7

1 t— -
+_/ St —lyl,z —y) dy.
A Jiy <t ly|

5.7.4 Solution de Green

Considérons un probléme posé dans un demi-espace avec la condition de Dirichlet au bord.
Pour simplifier, nous nous limitons au cas ou les données de Cauchy sont nulles. Soit a > 0.
Cherchons une distribution u € D'(R x R*~!x] — 00, a[) solution de

(~A+ DHu =4 dans R x R" "1 x] — o0, a|
u‘xn:a = 0, U|t<0 =0

Le théoreme A.0.4 est ici applicable a la variable x,, au voisinage de a. Si u est le pro-
longement de u par 0 dans z,, > a et v = Dy, Uz, —q, OD &

(~A+DHu=05+v®5,

donc
ﬂ:En"i_En*(U@da)-

En calculant formellement la transformée de Fourier partielle inverse par rapport & t,z’,
on trouve

O G
PN e R

si z, < aetn >1. Vula condition limite, on doit avoir

(T 5 -Tn)

,[)(7_’ é—/) e ‘§/|2—(T—’i0)2‘
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Ainsi
u(t,x) = Ey(t,x) — En(t,z — 2aey,).

Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que

u(<p) = En(‘P) - En(‘P(H “+ 2a€n))

est effectivement solution du probleme considéré. Le support de cette solution met claire-
ment en évidence le phénomene de réflexion sur le bord.

5.7.5 Solution de Poisson

Considérons un probléme avec une condition de Dirichlet non homogene. Cherchons u €
D'(R x R""1x]0, +00[) qui vérifie

(=A+ D3u =0 dans R x R"1x]0, +o0[
Uz, =0 = 9, Ujt<o = 0

Si u est le prolongement de u par 0 dans z, <0 et v = Dy, ), —0, On &
(—A 4+ D?)u= —6(t,2') @ 8 (x,) —v(t,2') @ 6(xy)
donc
u=—D,; E,— E,*(v®90).
En prenant la transformée de Fourier inverse partielle par rapport a (¢,2’), on obtient, si

T, >0,

—xny/|€')2—(7—i0)2
1 |€/2—(T—i0)2 _ @(7_7 fl (& €2 =( )

() = 5 (e e

Vu la condition limite, on a

o(r,€') = —\/|¢'2 — (r — i0)?

et

(€ ) = VT G07,

Ainsi
u=—-2D, E,.



Appendix A

Le théoreme des traces

La trace d’une distribution sur une hypersurface n’est en général pas définie. L’objet
de cet appendice est de montrer que des traces peuvent étre définies pour les solutions
d’équations aux dérivées partielles non caractéristiques par rapport a 'hypersurface. Ce
résultat permet de poser des problemes aux limites avec des données frontiere dans le
cadre des distributions.

Définition A.0.3 Soit U un ouvert de R" ™! et T > 0. Une distribution u € D'(Ux]0,T)
est dite a trace dans U x [0, T s’il existe une fonction [0, T[— D'(U) : z,, — u,,, telle que
T > Ug, (@) soit de classe Coo dans [0, T pour tout ¢’ € D(U) et

T
u(e) = [, (ol wa) da
pour tout p € D(Ux]0,T7).
Etablissons quelques résultats auxiliaires liés a cette définition.

a) Une fonction [0,T[— D'(U) : x,, — uy,, est dite de classe CP si xy, — uyg, (¢') est
de classe CP dans [0, T pour tout ¢’ € D(U). Pour tout j < p, les formes linéaires

D(U) 3 ¢+ (D} ) (¢') = D) [ua,, (¢)]
sont alors des distributions en vertu du théoreme 1.21.

Si xy, — ug, est de classe CP dans [0,T[ alors x, +— uy, (p(.,zy,)) est de classe CP
dans [0,T[ pour tout ¢ € D(Ux] —T,T[). On a

Dy, [uz, (¢ 2n))] = (Do, tz, ) (0( Tn)) + Uz, (Da,@(s T0))

et
T
U / Ug, (p(.y ) doy,
0

est une distribution dans Ux| — T, T7.

89
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Par le théoréme de Banach-Steinhaus, pour tout compact K de U et tout S € [0,T7,
il existe C' > 0 et m € IN tels que

[z, ()] < C sup sup | DY

lo/|<m
si ¢ € D(K), z,, € [0,5].
Montrons que la fonction F : (2, yn) — Uz, (¢(.,yn)) est de classe CP dans [0,7[2.
Soit (s,t) € [0, T[?. Ecrivons
Uz, (5 Yn) = us(P( 1)) = Uz, (P(yn) = (1)) + ta, (0 1) = us (e (., 1))

Il existe un compact K de U et S > 0 tels que [p] C K x [—S,S]. Ainsi, vu I'inégalité
précédente,

[, (P( yn) — us(p(,1))]

< C‘ Sup sup 1D (& (2, yn) — (@, )] + [, (9( 1)) — us(e2(., 1))

tend vers 0 si (2, y,) converge vers (s,t). Sip > 0, la fonction F est dérivable dans |0, T'[2
en vertu du théoreme 1.16. Ses dérivées sont continues vu ce qui précede. En itérant ce
raisonnement, on voit que F' est de classe CP. La regle de dérivation annoncée résulte du
théoreme de dérivation des fonctions composées.

Montrons que u est une distribution. Soit K un compact de U et S € [0,T]. Si
¢ € D(Ux[-S,85]), on a, en utilisant I'inégalité déduite du théoréme de Banach-Steinhaus,

T
|/ Ug, (©(,xp)) dx,| < CS sup  sup |Dgg.
0 |o/|<m K 'x]0,5]
D’ou la conclusion.

b) Si z,, +— wuy, est continu et

T
/ Ug, (p(., 2n)) day, =0
0

pour tout ¢ € D(Ux]0,T|) alors u,, = 0 pour tout x,. De fait, pour tout ¢’ € D(U) et
tout ¥ € D(]0,T]), on a

[ e ptan) don =0
Ainsi ug, (¢") = 0 pour tout ¢’ € D(U) et x,, €]0,T].
c¢) Siu € D'(Ux]0,T|) vérifie DJ' u = 0 alors il existe u, ... um—1 € D'(U) tels que
T m=l g
u@) = [ (X Zuy)(elsan)) dan.
0 = J

Procédons par récurrence sur 'ordre de dérivation m. Supposons tout d’abord m = 1.
Si ¢ € D(Ux]0,T]) est tel que

T
/ o2, 2y) dz, =0
0
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pour tout 2’ € U alors u(p) = 0. De fait,

u(p) = ~(Da, oy [ pla’ ) di) =0,

Soit ¢ € D(]0,T) une fonction d’intégrale égale a 1. Pour tout ¢ € D(U x]0,T), il vient

T
0= U (p(2) = v(an) | pla’s)ds)
donc -
u(e) = | u) (ol () ds.

On peut prendre ug(¢') = u(¢' ®@1). Supposons le résultat acquis pour une dérivée d’ordre
m—1et D™ u=0. On a D,, D7 'y = 0 donc il existe u,,—1 € D'(U) tel que

T
D lu(y) = /0 tm1 (0., @) dn.

La distribution
T wmfl
n

o) = () = [ s (ol ) da

est annulée par Dgfjl. On conclut en utilisant ’hypothese de récurrence.
d) Soit [0,T[— D'(U) : @ — uy, une fonction continue. Définissons D% wu, pour
tout entier £ < 0 par la formule de récurrence

Tn
Dgnu$n = u$n Y D:’z;luxn (“p/) = / Dius((p/) ds'

0

Avec cette notation, si uy, est de classe CP, k € Z et p—k > 0 alors D’;numn est de classe

Cr=Fk et

T . T ) ;
| wsaetm) dan = (<17 [ D, (D, ol ) da
sipoe DUX|—T,T]) et j > 0.
C’est immédiat en intégrant par parties car
Uz, (P( @n)) = Da;n[(D;nlu)(gp(,xn))] - (D;nlu)(Dxn‘P(7xn))

e) Une distribution u est a trace dans U x [0, T si et seulement si elle est a trace dans
V x [0, S[ pour tout 0 < S < T et tout ouvert V d’adhérence compacte dans U.

Le théoreme que nous avons en vue est le suivant.

Théoréme A.0.4 Soit U un ouvert de R* 1, T > 0, u € D'(Ux]0,T[) une distribution
prolongeable dans Ux| —T,T| et

k<m

un opérateur de dérivation dont les coefficients sont de classe Co dans Ux| —T,T|[. Si
am ne s’annule pas dans U x [0,T[ et Lu est a trace dans U x [0,T[ alors u est a trace
dans U x [0,T7.
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Preuve. Soit V un ouvert d’adhérence compacte dans U et 0 < § < T. Par le
théoreme 1.18, il existe une fonction f continue dans R™ et o € IN" tels que

/f )D%p(x)dz si ¢ € D(Vx]0,S[).

Posons
/fx 2n) D% ¢ (2') da’
pour tout ¢’ € D(V). On a

S
u@) = [ Fr, (Dl 2.) da

si ¢ € D(Vx]0,S]).
Montrons que pour tout opérateur de dérivation P(x, D) a coefficients de classe Cs
dans V' x [0, S|, il existe une fonction continue v, telle que

S
Pu(e) = [ 0a, (D27 ()

pour tout ¢ € D(Vx]0,S]).
Procédons par récurrence sur I'ordre maximal de dérivation par rapport a x,. Si

P(z,D) = > Py(x, DDk
k<m

est d’ordre strictement inférieur & m, on a

Pu(p) = /SFxn<D3ntPso<.,xn>>da:n

k<m+o¢n
ot _
= [X D (Que DB (D5 ol )
0 k<m-+tan
Dans ce cas, on peut donc prendre
Ve = Y. DEmHlman (2, DF,).
k<m+an,

Supposons le résultat acquis lorsque le degré de P par rapport a D, est au plus d — 1.
Si P est de degré d par rapport a D, , il existe un opérateur Q(z, D) et un opérateur
R(z,D) de degré au plus égal & d — 1 par rapport a D, tels que P = QL+ R. Vu
I’hypothese de récurrence, on peut écrire

(Pu)(p) = (QLu)(p) + (Ru)(p)
S S
= /0(Lu)xn(tQ(a:,D)go(.,xn))da:n+/0 Umn(Dgs+m_1‘P(-vmn))dmn

o k S 1
= | 3Dk, (L, (@l Do) da - [ (D2 () dy
k



si
'Q(z,D) = > (=D, )" Qp(x, D).
(k)
()

Cela étant, pour tout j > a,, +m — 1, il existe une fonction continue uy;, telle que

, s
(D, u)(e) = [ ulDEr ol 2,) doy

= (-1 [(Dgrt ) (DL ) d
En utilisant le point c¢) ci-dessus, on obtient des distributions u; telles que
S o zk
u(@) = [ (=D ) + 37 D) () da
0 k<j "
Par construction, la fonction
+m—1 pan+m—1-j, (j) s
n - n —1= n
Ty (_1)a m Dg‘n m Juxjn + Z HuLk

k<j

93

est de classe CI~@n~™+1 dans [0, S[. Par le point b) elle est indépendante de j donc de

classe Cy. Ceci achéve la démonstration. O
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EDP 2006-2007

Exercices

5 Février 2007

Nous reprenons les définitions et notations du cours.

1 Chapitres 1 et 2

Exercice 1 a) Dans D(f), le produit de deux suites convergentes converge vers le produit des
limites.

b) Tout élément de D(2) se prolonge en une fonction de D(R™). Tout élément de D(R™) est
uniformément continu sur R™.

c) Si f est localement intégrable sur Q et si [ f(z)¢(x) dz = 0 pour tout ¢ € D(), alors f
est nul pp dans .

Exercice 2 Si u, v sont deux distributions dans € telles que u(p) = v(p) pour tout I = [7_,]a;, b,
tel que []j_,[a;,b;] C Q et tout ¢ € D(I), alors u = v dans D’().

Exercice 3 Si f est localement intégrable dans ]a, b et s’il existe une fonction localement intégrable
g dans ]a, b telle que Duy = uy (c’est-a-dire D f est localement intégrable), alors f est égal presque
partout dans ]a, b[ & une fonction continue.

De méme, si f est localement intégrable dans ]a,b[ et s'il existe des fonctions localement
intégrables g, h dans ]a,b| telles que Duy = u, et D?*uy = uy, alors f est égal presque partout
dans Ja, b[ & une fonction de classe Cy dans |a, b].

Exercice 4 Montrer que 'application
wi DE)~C  proule) = [ ploz) do
R
est une distribution dans R? qui vérifie (D, + D,)u = 0.

Exercice 5 Soit I = [[i_,]a;,b;[ C R". Si ¢ € D(I) est tel que [¢(x)dz = 0, alors il existe

j=1
©1,-- 500 € D(I) tels que
n
o= Duoj
j=1

Exercice 6 Si u € D’'(Ja,b[) et si f localement intégrable dans |a, b[ sont tels que u(p) = 0 pour
tout ¢ € D(]a,b]) tel que f; f(z)o(x) dr =0 alors il existe une constante c telle que u = ucy.

Exercice 7 Soit m € Ny. Il existe une distribution qui coincide avec la distribution associée a 1/x™
dans 10, +oo.



Exercice 8 Il n’existe pas de distribution dans R qui coincide avec la distribution associée & e!/®

dans 10, +o0.

Exercice 9 Tl existe une distribution v dans R et une fonction f € Cy (]0, +00[) telles que |f(z)] =
el/7 et telles que u coincide avec la distribution associée & f dans 10, +o0].

Exercice 10 Si u € D'(Q) et f € Cou(Q2), alors [fu] C [u] N [f].

Exercice 11 Soit u une distribution dans Q et f € Co(2) tel que [u] N [f] soit compact. Alors
(D*u)(f) = (=1)*u(Df).
Si en outre g € Coo () est tel que [u] N [f] et f = g dans un voisinage du support de u, alors
u(f) =u(g).

Exercice 12 Calculer la dérivée de la distribution associée a la fonction f(x) = |z|,z € R.

Exercice 13 Soient A € R, m € Nyg,w € Ry. Soient aussi les fonctions f, g, h données par

%, h(z) = Y(2) Sinf:"x) .

f(z) = Y(a:)e’\c”, g(x) =Y (x)

Calculer
(D= Nug, D™uy, (D*+w?)uy.

Exercice 14 Déterminer la structure générale des distributions dans R dont le support est formé
de deux points distincts.

Exercice 15 Résoudre dans D'(R) (v € D'(R) est donné et u est 'inconnue).

1)zu=0 2)zu=1 3) xu = d

4) zu=u 5) zu =v 6) 2?u+u=0
7) 2?u =0 8) z?u=1 9) 2%u = dp
10)z%u = vp(1/z) 11) zDu = dy 12) xDu +u =
13) 22Du+u =0

Exercice 16 Montrer que si f est une fonction localement intégrable dans Rfj pour laquelle il existe
C > 0 tel que |f(z)| < C/|z|™ si |x| > 1, alors il existe une distribution u dans R™ telle que

u(p) =us(p), Ve e D(RY).

Exercice 17 Soient u une distribution dans R™ et soit ¢ € D(R™). Montrer que l'on a
pu=0 =u(p)=0

mais que la réciproque est fausse.

Exercice 18 Soit f une fonction localement intégrable dans R.



a) Montrer que si Duy est une distribution associée & une fonction localement intégrable alors

SR = flz)
fin S

dans D’ (R).
b) Réciproquement, montrer que s’il existe une fonction localement intégrable g telle que

po T+ = f@)

h—0 h o

dans D'(R), alors Duy est associée & une fonction localement intégrable.

Exercice 19 Montrer qu’au sens distribution on a'

FC4h) - f() = / (DF)(t+ )t

pour f localement intégrable tel que Du soit associée & une fonction localement intégrable (notée

Df).
Exercice 20 Soient les suites f,, gm (m € Ny) définies par

fm(x):{ 0 sifz[>1/m gm(x):{ 0 silz|>1/m

m? silz| < 1/m m si|z| <1/m

Montrer que ces suites convergent vers 0 pp dans R, que la suite uy,, ne converge pas dans D’(R)
et que la suite ug,, converge dans D’(R) (vers 2d¢).

Exercice 21 Soit ¢ € D(R™). Pour tout € > 0, on pose . (x) = e ™p(x/e). Montrer qu'il existe
une distribution v dans R™ telle que uy, — w dans D'(R™) et calculer cette distribution.

Exercice 22 Soit ¢ € D(R") tel que [ 2%y (x) dz =0 si |a| < k. Pour tout £ > 0, on pose

ue(p) = ek / b(e/e)p(z) dz, o€ D(R™).

Montrer qu’il existe une distribution u dans R™ telle que u. — u dans D’(R™) et calculer cette
distribution.

Exercice 23 Soit k € Ny. Pour tout naturel strictement positif m, soit la fonction f,(z) =
mFei™® 1 € R. Montrer que la suite de distributions associée a ces fonctions converge dans
D'(R) vers une distribution u; déterminer .

Exercice 24 Pour tout naturel strictement positif m, soit la fonction f,,(z) = me™*Y (z),r € R.
Montrer que la suite de distributions associée a ces fonctions converge vers une distribution et
déterminer cette distribution.

Exercice 25 Pour tout € > 0, soient

fE(x) = In(x +ie) = In |z + ie| + jarg(x +ic), = €R;

Let comparer avec une exemple de ’introduction



gE(z) = xilis’ reR; hi(x)= m, reR; 1E(2) = %4_62, z e R.
a) Montrer que si
alors
Elir(% Upt = Ups
dans D'(R).

b) Calculer la dérivée de wus+.
¢) Montrer que

. . 1
g gz =i 07 )
En déduire que lim, g+ up, = 0o et lim, o+ u;. = pf(2).

Exercice 26 Pour tout € > 0, on considere la fonction f.(z) = 5|z|*~!, 2 € Ryg. Montrer qu’au sens
distribution, on a lim._,g+ uy, = do.

Exercice 27 Pour tous ¢ > 0 et 2 € R?, on pose

fi(z) = tsin (t

|z|? — 1‘) .

Examiner la limite suivante dans D’(R3) et dans D’(R?): limy—, oo uy,

2 Chapitres 3 et 4

Exercice 1 Soit u une distribution dans R™ et soient f,g deux fonctions de Co(R™). Démontrer
que si [u], [g] sont composables, alors [fu] et [g] sont composables.

Exercice 2 Soit p € D(R™) une fonction positive d’intégrale égale & 1. Pour tout € > 0, on pose
pe() = p(afe), ©ER™

Démontrer que
a) lim. o+ u,, (f) = f(0) pour tout f € Cso(R™),
b) pour toute distribution u dans R™, on a lim. g+ %uxp, = u au sens distribution.

Exercice 3 Calculer D8y * ).

Exercice 4 Soit f(xz) = sin(e®), z € R. Montrer que la dérivée de f définit une distribution
tempérée mais que I'on n’a pas d’estimation du type |Df(z)| < C(1 + |z|)™.

Exercice 5 Soit w une distribution tempérée.
a) Montrer que, pour tout « € N la distribution D%u est aussi tempérée.
b) Montrer que, pour tout o € N on a

FE(DY) = (Fi&)*FFu,  DY(FFu) = (£i)*F*(a%u).



c¢) Montrer que si u est associée & f € L?(R"), alors la transformée de Fourier de u est associée
a la transformée de Fourier de f.

d) Si u vérifie? u(p) = u(p) (resp. u(p) = —u(p)) pour tout ¢ € D(R™) alors la tranformée de
Fourier de u a la méme propriété.

Exercice 6 Apres avoir constaté que tout polynéme définit une distribution tempérée, calculer la
transformée de Fourier d’un polynome.

Exercice 7 Calculer la transformée de Fourier de la distribution associée a la fonction f(z) =
|z|, z € R, apres avoir montré que celle-ci définit bien une distribution tempérée.

Exercice 8 Calculer la transformée de Fourier de la distribution pf(1/x), aprés avoir montré que
celle-ci définit bien une distribution tempérée.

Exercice 9 Soit u une distribution & support compact. Montrer que la fonction

f(g) = Uy (ei<w,§>) ’é- c R"

est un élément de Co (R™).
Montrer ensuite que si u, v sont deux distributions a support compact alors elles sont compos-
ables et leur produit de composition est une distribution tempérée vérifiant

fi(u*v) = Uggq

F(&) = ug (<), LR, 9(&) = vy ("), e R™

Exercice 10 Si g € S(R) et v est une distribution tempérée, alors v * g existe. Si en outre v est a
support compact, alors v * g € S(R) et on a uz+(yyg) = Ftg Fro.

Exercice 11 Montrer que la transformée de Fourier d’une distribution & support compact dans R
existe toujours et que c’est méme la distribution associée & une fonction de Coo (R) qui se prolonge
en une fonction holomorphe dans C.

3 Chapitre 5

Exercice 1 Pour tout naturel strictement positif m, on définit IV,,, comme le produit de composition
de m fois la fonction caractéristique de [0, 1].

a) Montrer que [Ny,] C [0,m], que la restriction de N, a tout intervalle de type [k, k+ 1] (avec
k entier) est un polyndéme de degré m — 1 et que, si m > 2, alors N,,, € Cp,,—2(R).

b) Pour quelles valeurs de s € R a-t-on N,, € H*(R)?

c) Calculer D™ tuy, et D™uy,, .

Exercice 2 Si s > n/2 et si u € H*(R"™), alors u est la distribution associée a une fonction
uniformémment continue sur R™ qui tend vers 0 a Uinfini (donc est bornée).

20n dit respectivement que u est pair, impair



Exercice 3 Soit f la fonction définie par
1

(1+€)1/2 (14 In(y/1+))

Montrer que la transformée de Fourier de la distribution associée & f est dans H'/?(R) mais n’est
pas intégrable.

, £€R.

f&) =

Exercice 4 Soit a €]0, 1[. Pour quelles valeurs de s € R la distribution associée & 1/|x| est-elle
dans H*(R)?

Exercice 5 Soient s un réel et k un réel non nul. Montrer que pour tout f € H*(R™ il existe
une unique distribution u € H*+2(R") telle que (—A + k?)u = f.

Exercice 6 Montrer que la loi

1
u: @€ DR — —/ o(t, x)dtdx

t>|z|

définit une distribution dans R? qui vérifie (D? — D2)u = &y.



EXEMPLES DE QUESTIONS d’EXAMENS (exercices)

1.

Calculer (si elle existe) la limite dans D’(R) de la suite de distributions u,, (m € Npy),
associées aux fonctions

. Montrer que la distribution u associée a la fonction f(z) = sinz xjo,+o0(%), = € R, vérifie

D%y +u =&y dans D'(R).

. Montrer que la fonction

f(m):{lnz sixz >0

In(Jz|) + i siz <O.

définit bien une distribution us sur R. Déterminer ensuite la distribution Du.

. Montrer directement que la loi

+oo
u: 9 €DR)— D p(m)
m=—oo
est une distribution tempérée.
Pour tout € > 0, on pose u. = %. Montrer que ces distributions convergent dans D’ (R)

si € — 07 vers une distribution u & déterminer également. Cette distribution u est-elle la
distribution associée a une fonction localement intégrable? Pourquoi?

Soit a un réel fixé et soit f(z) = €'**. Calculer les transformées de Fourier de la distribution
associée a la fonction f.

Démontrer que

+oo +oo
Yo em)= > Fh.e ¢€DR).

1.

On se place dans R. Si u est la distribution associée a la fonction constante 1 et si v = Ddg
(dérivée de la distribution de Dirac), calculer (si possible) la composée de u et v.

On considere les lois

+o0 too
u : ¢ € D(R) — Z me(m), v : p € D(R) — Z ©(2mm).

- Montrer que u et v sont des distributions tempérées.
- Déterminer le support de wu.
- Calculer la transformée de Fourier u de u et montrer que ’on a iu = 2w Dwv.



10.

Soit
2ze” six <0
flz) = { ze® six > 0.

Si u désigne la distribution associée & f et si P est Uopérateur de dérivation P(D) = D? —
2D + 1, calculer la distribution

On se place dans R. Si u est la distribution associée a la fonction xjo, 4o €t si v = Do
(dérivée de la distribution de Dirac), calculer (si possible) la composée de u et v.

On considere la loi

+oo
1
u : ¢ € DR) - Z W(p(m).
m=1

- Montrer que u est une distribution tempérée.

- Déterminer le support de u.

- Calculer la transformée de Fourier & de u et montrer que cette transformée est associée a
une fonction de classe Co, dans R qui se prolonge en une fonction holomorphe dans C.

Pour tout naturel positif ou nul m, on définit l'espace de Sobolev d’ordre m dans | — 1,1]
comme étant 'espace des fonctions de L?(] — 1,1[) dont les dérivées jusqu’a 1'ordre m sont
associées a des fonctions de L2(] — 1, 1), c’est-a-dire I’espace

H™(]-1,1]) = {f € L*(] — 1,1]) : D"uy = distr. associée & une fonction de L*(] — 1,1[),Vk =0, ...

Montrer que la fonction f(z) = x + |z|, * €] — 1,1], appartient & H'(] — 1, 1[) mais pas a
H2(] = 1,1[).

Calculer (si elle existe) la limite dans D’(R) de la suite de distributions u,, (m € Ny),

associées aux fonctions
m .2
fm(z) =/ —e™™, zeR.
T

Montrer que la distribution u associée & la fonction f(x) = sinx X0 +o0[(z), = € R, vérifie

D*u+u = dy dans D'(R).

Montrer que la fonction

fz) = Inz siz>0
Y7\ W(z]) +ir siz <.

définit bien une distribution us sur R. Déterminer ensuite la distribution Du.
Montrer directement que la loi

+oo
u: ¢ € D[R) — Z w(m)

m=—0o0

est une distribution tempérée.



1. Parmi les applications u, v, w suivantes, lesquelles sont des distributions? Lesquelles sont des
distributions tempérées? Justifier vos réponses.
a) u(p) = [z ¢*(x) dz, ¢ € D(R).
b) v(p) = [y In(jz)¢(z) dz, ¢ € D(R).
c) w(p) = fR e*o(z) de, ¢ € D(R).

2. Calculer (si elle existe) la limite dans D’'(R) de la suite de distributions u,, (m € Ny),
associées aux fonctions ) s
fm(@) = —=e™" xR

3. Montrer que les expressions suivantes ont un sens et les comparer
(uy * Dég) * uy, uy * (Ddg* uy)

(0o est la distribution de Dirac en 0; uy est la distribution associée a la fonction constante 1
et uy est la distribution associée & la fonction caractéristique de Uintervalle 0, +00]).

4. On définit les lois u et v sur D(R) par

~ lim £@ 1) | w(g) = lim @) 20
u(e) = Jim, </|I|>E . ) (p) = lim </z>€ rde — 25 )

a) Montrer que u et v sont des distributions dans R.
b) Les comparer aux dérivées de la distribution dans R associée & la fonction z +— In|z|.
¢) La distribution u est-elle associée & une fonction localement intégrable? Pourquoi?



