Analyse III, partie 2 (3BM) : Exercices Année académique 2013-2014

LISTE 4 - PRODUIT DE COMPOSITION, DISTRIBUTIONS TEMPEREES
ET TRANFORMATION DE FOURIER

Rappels :
» Deux fermés Fy et Fp de R™ sont composables si pour tout compact K de R, Fy N (K — F5) est
un compact de R".

» Soient u € D'(R") et f € Co(R™). Si [u] et [f] sont composables, le produit de composition de u
et f est la fonction u * f définie dans R™ par

(ux f)(z) = (Z)(f(ar —-y)).

» Soient u,v € D'(R"™). Si [u] et [v] sont composables, le produit de composition de u et v est la
distribution u * v définie par

oo = (o (el 0) ) e DR

» On désigne par S(R™) 'ensemble des fonctions f € Coo(R") telles que

PN (f) = sup sup (1+ |z[)¥[Df(x)] < 400
la] <k z€R™
pour tous k, N € N. Une telle fonction est dite & décroissance rapide.

» Une distribution u € D'(R™) est dite tempérée s'il existe une constante C' > 0 et des naturels k, N
tels que |u(p)| < Cpi n(p) pour tout ¢ € D(R™). On désigne par S'(R™) 'ensemble des distributions
tempérées dans R".

» Siu est une distribution tempérée, la transformée de Fourier de u, notée F¥u, est définie par
(FFu)(p) = u(F ) , Vo € D(R").

C’est une distribution tempérée et on a FFF*u = (21)"w.

» Soit a > 0. Une distribution u € D'(R) est a-périodique si u(o(.+a)) = u(p) pour tout ¢ € D(R).
Toute distribution périodique est tempérée.

Exercice 1. On considére les fonctions f et g définies sur R par f(z) = 22 et g(x) = 2. Montrer que la
distribution gDdq et la fonction f sont composables et calculer leur produit de composition.

Exercice 2. Soient a,b € R". Si cela a un sens, calculer d, * dp.

Exercice 3. Montrer que les expressions suivantes ont un sens et les comparer :
(up * Ddg) *xuy , uy* (Do *uy)

Que peut-on en conclure ?

Exercice 4. Soit p € D(R") une fonction positive d’intégrale égale & 1. Pour tout € > 0, on pose
—n €T n
pe(x) =€ p(g),xeR-

Montrer que
1. lim wu, (f) = f(0) pour tout f € Coo(R").

e—0t

2. pour tout u € D'(R"), u* u,_ converge vers u dans D'(R") sie — 0*.

1



Exercice 5. Soient u une distribution tempérée dans R et a un réel. On considére "application
p € D(R) = (ux*¢)(a).

1. Montrer que cette application est une distribution.

2. Cette distribution est-elle tempérée ? Pourquoi ?

Exercice 6. On considére les fonctions définies dans R par
filz)=c(ceC), fo(x)=2a" (n€Ny), fa(x)=¢e" et fi(x)=2e"" (a €R).

1. Les distributions associées sont-elles tempérées dans R 7 Si oui, en calculer la transformée de Fourier.

2. En déduire que tout polynéme définit une distribution tempérée et en calculer la transformée de
Fourier.

Exercice 7. Rappelons que la tranformée de Fourier de la distribution associée a la fonction Y = Xjo 40|
est donnée par

Fruy(e) =mo2i [ 8000, vy e p(R).
0 xT

En déduire lexpression de la transformée de Fourier de la valeur principale de 1/x.

Exercice 8. On considére les lois

u:p € DR)— Z me(m), v:e e DR)— Z p(2mm).
meZ mez

(8.1) Montrer que u et v sont des distributions tempérées.

(8.2) Calculer la transformée de Fourier 7~ u de u et montrer que l'on a F~u = 2iwDv.

Exercice 9. Soient les fonctionnelles définies sur D(R) par

+oo +oo
© Z /Re%”mxgo(m)dx et p— Z w(m)

m=—0o0 m=—o0

notées respectivement

400 “+o00
Z e2ImmT o Z Om.-
m=—0oQ m=—0oQ
+oo —+oo
1. Comparer Z 2T ot Z Om.-
m=—oo m=—00
+oo —+oo
2. En déduire que l'on a 27 Z Or2mm = Z F*5,, dans D'(R).
m=—o00 m=—o00



