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Exercice 1. Soit ϕ ∈ D(R). Pour tout m ∈ N0, on pose

ϕm(x) =
ϕ
(
x+ 1

m

)
− ϕ(x)

1
m

, x ∈ R .

– Montrer que ϕm ∈ D(R) pour tout m ∈ N0.
– La suite (ϕm)m∈N0

converge-t-elle dans D(R) ? Si oui, en déterminer la limite.

Exercice 2. Les applications suivantes sont-elles des distributions dans R ? Justifier. En cas de réponse
affirmative, en déterminer le support.

u1 : ϕ ∈ D(R) 7→
∫ +∞

0

ϕ(x)(Dϕ)(x) dx u2 : ϕ ∈ D(R) 7→
∫
R
ϕ(ex) dx

u3 : ϕ ∈ D(R) 7→
∫ 1

0

(Dϕ)(x) dx u4 : ϕ ∈ D(R) 7→
+∞∑
n=1

1

n

(
ϕ

(
1

n

)
− ϕ(0)

)
u5 : ϕ ∈ D(R) 7→

+∞∑
n=1

ϕ(xn) u6 : ϕ ∈ D(R0) 7→
+∞∑
n=1

n2ϕ(xn)

où (xn)n∈N désigne une suite de réels qui converge vers 0.

Exercice 3. On pose

u(ϕ) = − lim
ε→0+

(∫
|x|≥ε

ϕ(x)

x2
dx− 2

ϕ(0)

ε

)
pour tout ϕ ∈ D(R). Montrer que u définit une distribution dans R et que si f(x) = ln(|x|), x ∈ R0, alors
u = D2uf .

Exercice 4. Dans le plan R2, on note

C =
{
(x, y) ∈ R2 : y2 − x2 ≥ 0, y ≥ 0

}
et on désigne par u la distribution associée à la fonction caractéristique de C. Calculer ∂

2u

∂y2
− ∂2u

∂x2
.

Exercice 5. Soit la fonction
f(x) =

{
1− cos(x) si x > 0,
0 si x ≤ 0.

– Déterminer le plus grand naturel p pour lequel cette fonction est de classe Cp dans R.
– Montrer qu’au sens distribution (dans R), cette fonction vérifie l’équation

D2u+ u = χ]0,+∞[. (1)

– En déduire la solution générale dans D′(R) de l’équation (1).

Exercice 6. Déterminer les distributions u de D′(R) qui vérifient les équations suivantes :

(a) xu = u (b) x2u+ u = 0 (c) Du = uY

(d) xDu = uY (e) xDu = δ0 (f) xDu+ u = δ0.

Exercice 7. Soient u une distribution dans Rn et ϕ ∈ D(Rn). Montrer que

ϕu = 0⇒ u(ϕ) = 0

mais que la réciproque est fausse.


