Analyse II

Liste supplémentaire 1
Correction

1. Montrer qu’en coordonnées polaires ((r,d) dans R? et (r,0,¢) dans R?), le
Laplacien est décrit de la maniere suivante (see [EK], chapitre 12)

1 1
A=D?+-D, + —2D3 dans R?
T r

1 cotg ¢ 1

2
A = D? + ;Dr + T_QDZ + T2 Dép + Dg dans Rs

r2sin? ¢
Résolution

Le Laplacien est I'opérateur de dérivation du second ordre défini en coordonnées
cartésiennes par

A:DiJrD; dans R? et A:D5+D§+D§ dans R?.
Dans R?:
Le passage aux coordonnées polaires est réalisé par le changement de variables
[:R*\ {(0,0)} —]0, +o00[x[0,27: (2, ) = (r,0)
ou
x =rcost
y=rsinf -

La matrice jacobienne est dans ce cas

D, Dy
x cos) —rsinf
Y sinf  rcosf
et la transformation des opérateurs de dérivation s’effectue par la formule
D, B cosf —rsinh \ VT D, \ [ cos® —% sin D,
D, - sinf rcosf Dy ) \ sinf % cosf Dy
B cos6D, — % sin 0Dy
B sin6D, + % cosDy )
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Le Laplacien s’écrit alors en coordonnées polaires
A = D2+D:
1 1
= (cos0D, — —sinfDy)(cos 0D, — —sin 0 Dy)
r r
1 1
+(sin @D, 4+ — cos 0 Dy)(sin 0D, + — cos 0 Dy)
r r
2 2 1 1
= cos® 9Df + — sin 0cosODy — ZsinfcosD, Dy + —sin?0D, + — sin? HDg
r r r r
2 2 1 1
+ sin? HDE — — sin 0 cosO@Dy + =sinfcos0D, Dy + — cos® 0D, + ) cos? HDg
r r r r

1 1
= D}+-D,+ 5Dj.
r T

Dans R?:

Une procédure semblable conduit au résultat annoncé.

. Si p désigne la densité d'une distribution de masse dans le domaine A du plan,
la masse totale est donnée par

M://Ap(w,y)dxdy,

le centre de gravité de la masse a pour coordonnées cartésiennes (x,,y,) avec

al i/
Tg=— zp(z,y)drdy, y,= - y plx,y) de dy
g M A ( ) g M N ( )

et les moments d’inertie de la masse par rapport aux axes sont

1 1
Iy = M//Aafp(x,y) dedy, Iy = M//Ay%(x,y) dx dy.

Si A est le quart du disque centré a l'origine, de rayon 1 et situé dans le premier
quadrant et si p est identiquement 1 dans cet ensemble, déterminer les éléments
définis ci-dessus.

Résolution

La partie A du plan correspond a l’ensemble

A ={(rcosf,rsinf) : r €)0,1[, 0 €0, g[}

Pour la masse, on a alors

M://p(x,y)da:dy://1d:cdy:AireA:z.
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Les coordonnées (z,,y,) du centre de gravité sont données par

4 1 w/2
Ty = //xpxyd:pdy——//xdxdy:—// rcos@)rdf dr
M A T™Jo Jo
4
—/ *[sin 6]g /er——/ r?dr =
T

g =

3 I

M//a:pxyd:cdy— // (rsin@)rdf dr
4
= —/rdr—
T Jo 31

Le centre de gravité de A est donc le point de coordonnées (

/TZ[ cos 7% dr =
T Jo

¥ =

Pour les moments d’inertie de la masse par rapport aux axes, on obtient

4 4
350 350"

M//a:p(:c,y)da:dy:%//x drdy = — / / (1 cos 0)*r df dr
A

—(1+ cos20)dfdr = —

2/ 3 [9+Sln2er/z
T Jo 2
1
1
= /r?’dr:—,
0 4
1

dr
0

S

SIERY

2
—(1 — cos20)dfdr = —

20 7'('/2
319 sin
T8
1
1
= /r?’dr:—.
0 4

2
~~
s
2

3. (EK p 438) Calculer (si possible) et représenter I’ensemble d’intégration pour
1 1-z?
L
0 1

M//yp(x,y)dxdy:%//x dxdy = — / /o (rsin 0)*r df dr
A

dr

OJ

—x

/2 siny
rydy | dz, / </ e’ Cosydx) dy,
0 0
et 'intégrale de f(x,y) = Ty Y
le triangle de sommets (0,0), (1,1)
Résolution

¥” sur la surface fermée bornée déterminée par
et (1,2).

e Le domaine d’intégration correspondant a l'intégrale

1 1-2?
/ / ?ydy | dx
0 -z
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est donné par

On a alors

1 1—22 1 1—x 1 y2 1—x2
/ / Pydy | de = / x? / ydy | de = / x? {—] dx
0 1—x 0 1—x 0 2 11—z

1
= —/ ? (1-2°)°—(1—-2)°) do
2 0
1 1
= —/2x3—3x4+x6d:c
2 Jo
124 22 271% 1/1 3 1
_ o g | (222
2[4 35+7]0 2(2 5+7>
_ 3
140

e Le domaine d’intégration correspondant a l'intégrale

w/2 siny
/ (/ e’ cosy dx) dy
0 0

est donné par



T =siny

o

On a alors

w/2 siny
/ (/ e’ cosy dx)
0 0

QU

y:

siny
/ cosy ( / e’ dx) dy
w/2 )
— / cosy [e smy dy = / cosy (e — 1) dy
0

w/2
™Y cos y dy — / cosy dy
0

Dyesmy
— [6siny} 3/2 _ [sin y]g/2
= e—2.

e La surface fermée délimitée par le triangle

Y
)
y =2
1 .........
y=z
0 1 X

a pour expression analytique

{(z,y) eR*:0< 2 <1,2<y< 2}
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L’intégrale demandée est alors

1 2x
/ </ a:yemg’y2 dy) dx
0 T
1 2 2z 2 1 2 1 2 2w
= /ar:em / ye ¥ dy d:c:/ xe’ [——ey} dx
0 x S~ 0 2 x

2
Dy(—ge=v%)

1 1 2 g2 .2 1 ! 322
= —= ze” (e x—ex)dx:—— ze °" —xdx
2 Jo 2 Jo

1 e 17 1 !
= ——/ ze 3 d:p+—/ vde=—=|—=e 3| 4=
2/, 2/, 21 6 .4

1, 1
f— J— - _1 _
e )+
B 6*3_’_1
12 6

4. Pour tout a € R et tout b > 0, calculer

+00 :
/ b sin(ax) .
0 x

Résolution

Soit b > 0. Considérons les fonctions

+o0 3
Iy(a) = / e’b:’:M dx
0 x

sur |0, +o0] et
sin(ax)

fo(z,a) = e "

sur |0, +oo[xR.

On vérifie aisément que:

e pour tout z €]0, 400l la fonction a — fy(z,a) est de classe C; dans R;
e pour tout a € R, la fonction f,(z,a) est intégrable sur |0, 4+o00;

e pour tout compact K de R, il existe une fonction intégrable Fi(x) sur
10, +-00], par exemple Fi(z) = e~ telle que

sup |D, fp(z,a)| = sup }e*bx Cos(ax)} < e = Fy(x)
a€K aeK

sur ]0, +o0.



En vertu du théoreme des intégrales paramétriques, la fonction I,(a) est de

classe C dans R et
+oo

D.Iy(a) = D.fo(z,a)dz.
0

Des lors, on a

+oo “+o00
DoIy(a) = / e " cos(ax)dr =R (/ elia—b)z d:c)
0 0

(ia—b)z 7 T°
- = ([55],) - ()
za—bo ia —b

b+1a b
N R(a2+b2> a2+ b2
1 1
1+ (%)

On en déduit que pour tout a € R
a
Iy(a) = arctan <E> +C

ou C' est une constante. En considérant le cas a = 0, on obtient C' = 0.

Finalement, la valeur de I'intégrale demandée est

400 ;
/ e b sin(az) dx = arctan (%)
0

T

pour tout a € R et tout b > 0.

. Vérifier la formule de Stokes-Ampere pour la fonction vectorielle f = [2%y,0, zy2]
et la surface S composée de la portion de cylindre d’équation cartésienne 2 +
y* = R? limitée par les plans d’équation z = 0, z = h et I'ensemble {(x,y,h) :

z? +y* < R*} (h,R > 0).
Résolution

La surface S se compose de la surface latérale Sy, et du disque supérieur S; dont
les paramétrages respectifs sont donnés par

Sr: (Rcosf, Rsiné, z), z € [0,h], § € [0, 27],

et
S1: (rcos@,rsin, h), r € [0, R], 0 € [0, 2]

La formule de Stokes-Ampere affirme alors que

// rot f.ﬁda = ffds
S+ ct
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ol 77 est la normale unitaire & la surface orientée ST, C* la frontiere orientée de
ST et t le vecteur tangent unitaire de C*.

Calculons le premier membre. On a

// rotf.ﬁda:// rotfﬁida—l—// rotf.ﬁl)da
S+ st st

rot f = [xz, —yz, —a?].

avec

e Pour l'intégrale sur la surface latérale S}, si on pose
—
I'(0,2) =[Rcost, Rsinb, z], z € [0,h], § € [0,2n],

. . —_ , .
la normale unitaire n; peut s’écrire

N 1 — —
= — _ (DGFL(H, 2) A D,T.(6, z)) .
| DT (0, 2) A D, T1(6, 2)|
On a
— —
Dyl (2,0) ND,T'[(2,0) = [—Rsinf, Rcosf,1] A[0,0,1]
= [Rcosf, Rsin6,0],
donc
— —
|DeT'(0,2) AND,T(0,2)]| = R

et

ny = [cos,sin 6, 0] .

On remarque que ce vecteur pointe vers 'extérieur du cylindre. Des lors,
il vient

// rot f??L do
St

o rh —  —\ | DT A DT, ||
= / / (rotf) (Rcos@,Rsin@,z).(DQFLADZFL> 9_>L Zi’ dz df
0 0 ”DGFL/\DzFLH

21 h
= / / [Rz cos @, —Rzsin§, — R? cos® 9} [Rcosf, Rsin®,0] dzdf
o Jo

21 h h2 2 21 h2 2 in(20 27
= / / R?zcos(20) dz df = al / cos(20) df = W [m]

= 0.
e Pour I'intégrale sur le disque supérieur S;, si on pose
ﬁ('r’, 0) = [rcosf,rsind, h], r € [0, R], 6 € [0, 2],
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o — s, .
la normale unitaire n; peut s’écrire

1

n = DF('/’G)/\DG 1(r, 0)
DT (r,0) A Dol (r, e)u( )
On a
— —
D,T1(r,0) A DI’y (r,0) = [cosf,sinf,0] A [—rsinf,rcosf, 0]
= [0,0,7]
donc - -
HDTI’l A DgFlH =T
et

n; =[0,0,1].

L’orientation de n; est bien compatible avec celle de n; car ils pointent
tous deux vers l'extérieur du cylindre.

Il vient alors

R 2
// rot f.nido = / / [Th cos, —rhsin 6, —r? cos? 0} .[0,0,7] df dr
st o Jo

R 27
= // —r3 cos? 0 d dr

/ / 1+ cos(26)) db dr
9 2T R
= —/ 5[9+Smé 9>] dr:—7r/ r3dr
0 0 0
TR4

4

TR*

Ainsi, le premier membre de la formule de Stokes vaut ici —%-.

Calculons & présent le second membre. En accord avec 'orientation de S*, un
paramétrage de C* est donné par

7(0) = [Rcos @, Rsin0,0], 6 € [0, 27].

—

Des lors, le vecteur tangent unitaire ¢(6) est donné par

. 1
f0) = ——Dy7(6).
O = 15 P
On a
Dy¥(0) = [—Rsin 6, Rcosb, 0]
donc

D7 = R
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et

—

t(0) = [—sin 6, cos b, 0].

De la, on peut écrire

2

Y o D -
F(Rcosd, Rsing,0).0p7(0) 1271 49
| Do |

[Rg cos® fsin 6, 0, O} .[~Rsinf, Rcosh,0] df

ffds =
c+
2w

o— >—

2m 4 2m
= —R4/ cos” 0 sin* 0 df = _RZ/ sin®(26) df
0 0

4 2T 4 . 4 27
= B osan) do = —% {0 _ sin( ”)}
0

8 Jo 4
B TR
= T
Les deux membres de la formules sont donc égaux a —%.

6. On considere le champ vectoriel f = [zy, —y2].

(a) Pour tout naturel strictement positif n, soit la courbe C,, d’équation y = z".
Calculer l'intégrale curviligne du champ f le long de I'arc d’origine (0, 0)
et d’extrémité (1,1).

(b) On considere le quart de circonférence centré a 'origine, de rayon 1, situé
dans le premier quadrant et deux paramétrages de celui-ci:

J(t) = (cost,sint), t € [0,7/2]; () = (t,V1—12), t €[0,1].
Déterminer 'intégrale curviligne de f le long de v puis le long de 7_” .
Résolution
(a) Soit n € Ny. La courbe C, d’équation y = 2™ peut étre paramétrée par
Ya(t) = [t, "], ¢t €]0,1].

On a alors
Dy, (t) = [1,nt" "]
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et I'intégrale curviligne vaut

/ fidx + fody + fadz =
Yn

tn+2 t3n:|1
n—+ 2 3 :
B 1 1
- n42 3

(b) L’intégrale curviligne de f'le long de 7 s’écrit
/2
/f1 de + fody + f3dz = / (cost,sint).Dyy(t) dt
5 0
w/2
= / [costsint, —sin®*¢] . [—sint, cost] dt
0

w/2
= / —2costsin’tdt
0

{ 2 }”/2 2
= |—=sin"t = —=.
3 . 3

D’autre part, I'intégrale curviligne de f le long de 7_” s’écrit
1

[ frde+ fody + fodz = / FltNT—8). DA () dt
v 0

_ /01 [tm,ﬁ—l] . {12\/%} dt

1

= /01 2tV/1 — 12 dt = {-%(1 —t2)3/2]

0

2
5
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