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ANALYSE 11

Liste supplémentaire 2, solutions

Exercice 1 (a)
Avec y(t) =i + 2¢, (t € [0,27]), on a successivement
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avec 7o(t) = e’ (t € [0,27]). Comme la fonction z — 525 est holomorphe dans Q = C\ {—2i} et que o
est homotope a un chemin constant dans cet ouvert, on a fw ﬁziz dz = 0 et par suite
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Exercice 1 (b)

la fonction f : z +— e® — cos z est holomorphe dans C; par la représentation intégrale de Cauchy, on a

directement oir 3 o _
(Z)dz:ﬂ 7/ f(z) gy = AT i

<) : =" _D3f(0) = —.
L 5 2 |, oo T g PO =7

Exercice 2

Rappelons d’abord que si zg est une singularité isolée pour la fonction holomorphe f, alors f se prolonge
en une fonction holomorphe en z; si et seulement si f admet une limite finie en zg.

Cela étant, la réponse a la question est “faux”. De fait, en prenant f(z) = Z%, on obtient une fonction

holomorphe f dans Cy = C\ {0}, avec Resof = 0 et lim,_o f(2) = cc.

Exercice 3 (a)
-Onaz®—1=(z—1)(2%2 4 2+ 1); les zéros du polynoéme z — 22 4 z 4 1 sont donc les racines cubiques
complexes de 1, & savoir z; = e2™/3 et 2z = €*7/3 = ¢727/3_ ] g’ensuit que la fonction donnée est
holomorphe dans C\ {—1, 21, z2}.
- Le seul zéro de f est 0 et sa multiplicité est 3 car f s’écrit

1

f(z) =2%g(2), g(2) = CETHEET I avec g holomorphe au voisinage de 0 et g(0) # 0.

- Les singularités isolées de f sont —i, z1 et zo;

—1i est un poéle double de f car
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z1 et zo sont des poles simples car

im (2 — 21)f(2) = lim (2 —21)2’ = 1 = i3
zl_“l( i) = zl_’zl (z+i)2(z —21)(z — 22) (21 +1)2(21 — 22)  3(z1 +1)2 cC\ {0}




et de méme pour zo, & savoir

im (z — 2 z) = lim (2 = z)2" = 1 = iv3
ZLZ?( I 2, (z+0)2(z—2)(z—22)  (22+9)%(22—21) 322 +1)? €CA {0}

Exercice 3 (b)

- La fonction f donnée est holomorphe dans le complémentaire des zéros de la fonction sin, a savoir dans
C\{kr : keZ}.

- La fonction f n’a aucun zéro.

- Pour tout entier k, le complexe z;, = k7 est une singularité isolée.

Si k=0, zg =0 est un pole d’ordre 1 car

lim =f(2) = lim ( )3:16((3\{0}

z—0

sin z

Si k # 0, il s’agit d’'un pole d’ordre 3 car
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- Résidu en 0, pole d’ordre 1:
Resof = lin})zf(z) =1

Résidu en k7 (k # 0), pole d’ordre 3:

Respr f = % lim D? ((z — k) f(2)) = (=" lim D? ((z—lmr)?’z2> = (-1* lim D? <(Z_lm)3)22) .

z—km 2 z—km sin®(z — k) 2 zokw sin®(z — km
On a

3
(&) = ag + az(z — km)?> + (2 — km)*h(2)

au voisinage de km, avec h holomorphe au voisinage de km et h(kw) # 0 donc

Resprf = (_;)k lim D? ((ao +ag(z — kn)? + (2 — kw)4h(z)) 22> = (=1)* (ag + azk*r?).

Il reste donc & déterminer la valeur de ag et de as. En procédant (par exemple) par coefficients
indéterminés, on a
z

1
=14 222 +2"
sin z +62 +2h(z)

au voisinage de 0, avec h holomorphe au voisinage de 0, non nulle en 0. De la, on tire

sin z

z \3 1, . s 1
( ) = <1+ i +z h(z)) = 1+522+Z4G(z)
au voisinage de 0, avec G holomorphe au voisinage de 0 et non nulle en 0 donc

3
(&) =1+ %(z —km)? + (2 — km)*G(z — kr))

au voisinage de kw. Finalement ag =1, as = % et

Resprf = (—1)F (1 + ;k2ﬂ'2> .



Exercice 4

Cas du développement en 0.

La fonction donnée étant holomorphe au voisinage de 0, le développement demandé en ce point est donc
celui de Taylor. L’ouvert © ol f est holomorphe étant C\{—i}, on a rg = dist(0, C\Q) = dist(0,{—i}) =1
donc

+oo m
fey =3 2 Om g = <m =1,
m=1 :

En utilisant la formule de Leibniz pour le produit f(z) = 2% (2+14) 72, on obtient directement D™ f(0) = 0
(m=0,1,2) et, sim >3
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Cas du développement en —i.
En —i, le polynéme z — 2> a le développement de Taylor suivant
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Exercice 5
La fonction f : = —
est intégrable sur R.
Posons

2

Traaggr Gtant continue sur R et vérifiant 2 f(z) = 2®|f(z)| < 1, Vo € R, elle

2
f(z):Z4+ZQ+1'

Cette fonction est holomorphe dans le complémentaire des zéros du dénominateur. Comme
X3-1=(X-1)(X2+X+1),onaz20—-1=(22-1)(2*+22+1); il s’ensuit que les zéros du dénominateur
sont les racines 6°¢° complexes de 'unité, a savoir les complexes

2 =3k =1,24,5.



Cela étant, si R > 1, soient Cg(t) = Re'',t € [0,7], Tr(t) = t,t € [-R, R] et yr la juxtaposition de ces
deux chemins. Le chemin v est homotope a un chemin constant dans C; par le théoreme des résidus,
on obtient donc
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D’autre part, on a
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Exercice 6
(a’) Oui pour =: si f se prolonge en une fonction holomorphe en zy, sa limite en ce point est finie, donc

lim (z — 20)f(z) = lim (2 — 29) lim f(z) =0.

zZ—Z20 zZ—2Z20 zZ—Zz0

Non pour <«: prendre z = 0, f(z) = L.
(b’) Oui pour =: si zg est une singularité essentielle pour f et si la limite lim,_,,, (z —z0) f(2) existe, celle-
ci est soit finie, soit infinie. Dans ce cas, zg est un pole d’ordre fini (pouvant étre 0) pout z — (z —2o) f(2)

donc on peut écrire

(z = 20)f(2) = (2 = 20)"9(2)
au voisinage de 2z (2o exclu) pour un entier p et une fonction holomorphe g au voisinage de zg, non nulle
en zp; ceci implique que l'on a

f(z) = (2 — 20)" "1 g(2)

au voisinage de zg (2o exclu), donc aussi que 2o est un pdle de zg. D’olt une contradition.

Oui pour <: si 2 est un pole pour f, on peut écrire f(z) = (z — 29)Pg(z) au voisinage de zy (2o exclu)
pour un entier p et une fonction holomorphe g au voininage de zp, non nulle en zy; deés lors on a aussi
(z — 20)f(2) = (2 — 20)PTtg(2), ce qui entraine que lim,_,., (2 — z0)f(2) existe (elle est soit finie, soit
infinie).

(¢’) Non pour =: par exemple, en un péle dordre 1 on a lim,_,, (z — 20) f(2) € Co.

Oui pour <: si lim,_,,,(z — 29)f(2) est infinie, alors zy est un poéle d’ordre fini non nul p pour z —
(z — 2z0) f(z) donc un pole d’ordre p + 1 pour f.





