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REMARQUES pour les séances de répétition
- Références: notamment Erwin Kreyzsig (de 9.4 &4 9.9)
- A la répétition: exercices *

ANALYSE VECTORIELLE, 1lére PARTIE (manipulations algébriques, géométriques et dérivation)

1. Soient F' , G des fonctions & valeurs vectorielles en la variable réelle u et soit ¢ une fonction scalaire
de la variable réelle u. On suppose que ces fonctions sont dérivables dans le méme intervalle ouvert
de R. Dans cet intervalle,

(i) (*) établir la formule
D.(FeG)=(D,F)eG+F e(D,G)
et déduire qu'un vecteur de norme constante est orthogonal & sa dérivée;

(ii) établir la formule

2. (*) On désigne par €; (j = 1,2,3) les vecteurs d’une base orthonormée de l’espace. On donne la

fonction vectorielle R par
R(t) = cost &) +sint ey +t 5.
Déterminer

DR, D?R, HDth, DR A D?R.

Esquisser la courbe décrite par I'extrémité P du vecteur lié O_P(t) = é(t), t > 0 et représenter le
s

vecteur tangent a la courbe aux points de parametre ¢t = 7 et t = 7.

3. On désigne par €; (j = 1,2, 3) les vecteurs d’une base orthonormée de I'espace. On donne la fonction
vectorielle F'(u,v) = usinv €1 + vcosu €; + u€3. Déterminer I'expression explicite des fonctions
suivantes (& valeurs scalaires ou vectorielles)

D,FeD,F, D,FAD,F.

4. On désigne par €; (j = 1,2,3) les vecteurs d’une base orthonormée de l’espace. Une particule se
déplace de telle sorte qu’a l'instant ¢, le vecteur position 7 est donné par 7(t) = cos(wt)é +sin(wt)és,
ol w est une constante.

(i) Montrer qu’a tout instant, la vitesse ¥ de la particule est orthogonale au vecteur position.

(ii) Montrer qu’a tout instant, Paccélération de la particule est dirigée vers lorigine et a une norme
proportionnelle a la distance a ’origine.

(iii) Montrer que la fonction vectorielle 7 A ¥ est un vecteur constant.

(iv) Interpréter géométriquement les résultats.

5. (* Deux aux répétitions; les autres sont fortement suggérés aux étudiants) On suppose que la
température est donnée en tout point du plan par le champ scalaire T'(z,y) = zy. Déterminer les
isothermes de ce champ (ce sont des courbes du plan; en préciser aussi la nature), le vecteur formé
des dérivées partielles (ie le gradient du champ) et en donner une représentation graphique.
Méme question pour T(z,y) = 22 — 4%, T(x,y) = 2> — 4o + y?, T(z,y) = 2% + 32 /4.

Déterminer également une représentation paramétrique de chacune de ces courbes



6. Esquisser une représentation graphique du champ vectoriel ¥(x, y) = €1 —€5 (la notation €} (j = 1, 2)
désigne les vecteurs d’une base orthonormée du plan).
Supposons que 7(t) = x(t)é] + y(t)é soit le vecteur position d’une particule & U'instant ¢ et que sa
vitesse soit donnée par le champ ¥ ci-dessus (D7 = ). Quelles courbes décrit la particule au cours
du temps? Représenter graphiquement celles-ci (en fonction de conditions initiales), sur le méme

dessin que le champ .

Meéme question pour
U(x,y) = ye1 +wéa, v(z,y) = yé1 — ey

U(x,y) = xe1 +yeéz, U(x,y) =xe€y + 2y, U(x,y) = 4yé) — xés.

ANALYSE VECTORIELLE, lere PARTIE, suite (gradient, divergence, rotationnel)

Rappels:

- rotationnel (rot ou curl) et divergence (div) d’un champ vectoriel; gradient (grad) d’un champ scalaire
- le gradient est aussi appelé opérateur “nabla”, noté V ou méme parfois simplement V

- le laplacien est 'opérateur (du second ordre) div(grad); il est noté A; on a donc (si trois variables
réelles): Af = D2f + sz + D2f

Remarquons qu’avec ces notations, on peut aussi écrire (symboliquement)

-

divf: v of, rotf: VA f, Af = ﬁon(parfois noté = ﬁzf).
1. On donne les champs vectoriel et scalaire suivants

77(%1/72) = [x,y,zL r(m,y7z) = ||r"(:c,y,z)||

Déterminer

(i*) le rotationnel du champ vectoriel 7

(ii*) le gradient du champ scalaire 1/r

(iii*) le gradient du champ scalaire 7 e 7

(iv*¥) le gradient de la divergence des champs vectoriels 7 et 77 .

Si @ = a1, az,a3] est un vecteur constant, déterminer également
(v) le rotationnel du champ @ A 7
(vi) le gradient du champ ||@ A 7.

2. Déterminer le gradient du champ scalaire f, la divergence du champ vectoriel C et le rotationnel
du champ D (la notation €; (j = 1,2, 3) désigne les vecteurs d’une base orthonormée de 'espace).

f(x,y) = zye?, C(z,y,2) = arctan(a® + )&, + 282, D(x,y, 2) = y?€1 + £28 + 1y28s.

3. (*) Sur les exemples suivants, vérifier que le rotationnel du gradient d’un champ scalaire régulier
est nul et que la divergence du rotationnel d’un champ vectoriel régulier est nul.

H(xu Y, Z) = COS(iCyZ), _'(IIJ7 Y, 2:) B [ny, 552,24, ewyz].

4. (Fortement suggérés aux étudiants) Les opérations suivantes ont-elles un sens? Si oui, définissent-
elles un champ scalaire ou un champ vectoriel?
(i) Gradient de la divergence d’un champ vectoriel
(ii) Gradient de la divergence d’un champ scalaire
(iii) Divergence du gradient d’un champ scalaire
(iv) Divergence du gradient d’un champ vectoriel
(v) Divergence de la divergence d’un champ scalaire
(vi) Divergence du gradient d’un champ scalaire
(vil) Rotationnel de la divergence d’un champ vectoriel



5. Déterminer la dérivée dans la direction h du champ scalaire f au point P (Il s’agit en fait simplement

de calcul de différentielle, dans laquelle on met bien en évidence l’intervention du gradient).

-

f('r) y7 Z) = xgz? P(_I’ 17 3)7 h = [1’ —27 2]'

6. (EK p 413) Reprendre les exemples de champ @' de I'exercice 6 (premiére partie de cette liste 2).

Supposons que le champ v représente la vitesse du courant d’un fluide et que I'on examine ce qui
se passe dans un carré centré a 'origine et de cotés paralleles aux axes. Si Dix = vy et Dyy = vo,
déterminer les courbes (z(t, )y(t)) le long desquelles se déplacent les particules (ie intégrer le champ
¥). Peut-on prévoir le signe de la divergence du champ en un point du bord du carré?

Déterminer explicitement la divergence de ce champ.

Déterminer aussi le rotationnel de ce champ (avec 0 en guise de troisieme composante du champ).

7. Montrer que l'opérateur (grad(div) — rot(rot)). = V(Ve.) — VA(VA.) quisapplique & un
champ vectoriel pour donner un champ vectoriel est tel que

—

(grad(div) — rot(rot)) f= [Af1, Afa, Afs] ot f=I[f1, fo, f3].

8. (*) Les champs électrique E = E(z,y,z,t) et magnétique H = h(z,y, z,t) vérifient les équations
de Maxwell suivantes

VeE = 0 divE = 0
VeH = divH =

VAE = f%Dtﬁ o encore rotE = f%Dtﬁ
VAH = lDtE rotH = lDtE_"

Montrer que ces champs (en fait chaque composante de chacun d’eux) vérifient également 1’équation
des ondes, a savoir
1 -

9. Sous certaines hypotheses, on sait qu'un champ vectoriel est irrotationnel® si et seulement s’il dérive
d’un potentiel scalaire? et qu'un champ vectoriel est indivergentiel® si et seulement s’il dérive d’un
potentiel vecteur?.

—

e (*) Montrer que le champ vectoriel f(x,y,z) = [z,4y, —z] admet un potentiel scalaire. Le
déterminer. Est-il unique?

—

e Montrer que le champ vectoriel f(z,y,2) [£.9:2] __ admet un potentiel scalaire dans

@R
R3\ {0} qui s’annule & Pinfini et calculer celui-ci.

e Soit @ un vecteur constant et soit 7 le champ vectoriel [z, y, z]. Montrer que le champ vectoriel
a A ¥ admet un potentiel vecteur et le calculer.
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ie son rotationnel est nul

ie il est égal au gradient d’un potentiel scalaire
ie sa divergence est nulle

ie il est égal au rotationnel d’un champ vectoriel

1
2
3
4
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Solutions

Liste 2 de 2007-2008:
exercices de 2006-2007 moins quelques-uns; ce derrniers figurent cette année dans la liste 3

Les solutions sont disponibles en format pdf (par exemple sur le site web www.afo.ulg.ac.be) (solutions
a la liste 2 de 2006-2007).

ERRATUM: Exercice 3, liste 2 (premiere partie) correction:
la troisieme composante du produit vectoriel est

sin v cos u + uw sin u cos v



