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MATHEMATIQUES GENERALES 2008-2009 :

TD pU 17 DECEMBRE 2008
CALCUL INTEGRAL ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1. Si elles existent, calculer les intégrales suivantes
4 3 +o00
1 1 1 1
1 —1/14 — do 2 / dx 3 / dx
) /1 x? x ) 0o 22 -1 ) . xln®*(z)
2. La vitesse moyenne des molécules dans un gaz parfait est donnée par

4 (M /*‘” N
- (== 2RT
"= z\err) ), "° v

ou M est le poids moléculaire du gaz, R la constante du gaz et T' sa température.
Que vaut v 7

1 1
Suggestion : /x3ex2 dr = E/Zx 2% dy = [5 /tet dt}
t=a2

3. Vérifier que

f(z) = cos(In(z))—sin(In(x))+1, z > 0 est solution de 2°D*f(x)+xD f(x)+f(z) = 1.

4. Résoudre les équations suivantes en précisant ’ensemble sur lequel on travaille

AD*f(x) + f(x) = sin(5)
a) ¢ f(0)=0 b) zDf(x) — f(z) = xIn(z)
Df(0) =1



TD DU 17 DECEMBRE 2008 :

CALCUL INTEGRAL ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES (SOLUTIONS)

1. Pour la premiere intégrale, la primitivation s’effectue par substitution en posant

4/2 55

— =t et on obtient —— — ——.
T 3 12

La deuxieme fonction n’est pas intégrable en 1.
Pour prouver I'intégrabilité de la fonction en +o0, il suffit d’appliquer la définition.

La primitivation s’effectue par substitution en posant In(x) = ¢. Dés lors, la troisieme
intégrale vaut 1.

. On prouve l'intégrabilité de la fonction en +o0o par application du critere en 6 par
exemple.

_ , _ 8RT
La vitesse moyenne des molécules vaut v = {/ ——.
M
. La dérivée premicre de f vaut Df(z) = —1(sin(In(z)) + cos(In(z))) et sa dérivée
seconde vaut D?f(z) = 5 sin(In(z)).

2

. a) Les zéros du polynome caractéristique sont —3 et % et 'ensemble des solutions

de I’équation homogene est donné par
fu(z) = Clef%x + CQe%C, x € R avec (1, Cy constantes arbitraires complexes.

On peut également écrire cet ensemble de solutions sous la forme

x T
fu(z) = Cycos <§> + Cy sin (5) , x €R.
Une solution particuliere de 4D f(z) 4 f(z) = e est une fonction du type F(z) =
Aze? ou A est une constante & déterminer. La dérivée seconde de cette fonction
vaut D?F(z) = (i — %£)Ae? et on obtient une solution particulitre de I'équation
donnée sous la forme fp(z) = (== (cos(%) +isin(%))) = —Zcos(%), z € R.
En tenant compte des conditions initiales, la solution du systéme a) est la fonction

f(z) = §sin (g) - %cos (g) , v €R.

xz

1 1 1
b) Comme /— dr ~In(x), >0 et que /—ln(x) dx ~ §1n2(x), x>0, len-
T

semble des solutions de 1’équation b) est donné par
L.
flz) =2(C+ §1n (x)), x>0,

C' étant une constante arbitraire complexe.



MATHEMATIQUES GENERALES 2008-2009 :

TD DU 17 DECEMBRE 2008
CALCUL INTEGRAL ET FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

. Si elles existent, calculer les intégrales suivantes

1 too too
I)Lmdx 2) i mdm 3)/_Ooxe dx

Comment interpréter graphiquement le résultat obtenu pour la troisieme intégrale ?
. On fixe un repere orthonormé du plan. Calculer I’aire de I’ensemble dont une des-

cription analytique est donnée par

T™r

{(x,y) rxe-1,2, yeR,— ‘cos <7>‘ <y< ‘sin (%)‘}

et donner une représentation graphique de cet ensemble.

. On donne la fonction f : (z,y) — /22 —4y? + 1.

(a) Déterminer les domaines de définition et de dérivabilité de f.

(b) Dans un repere orthonormé, représenter le domaine de dérivabilité en le ha-
churant.

(c) Sic’est possible, calculer (D, f)(0,1) et (D, f)(1,0).
. (a) On donne une fonction f, contintiment dérivable sur |1, 2[x] —1,1[ et on définit

t t+1
Fity=f(—,"=
=1 (t +17 ¢

4 3 4 3 . . . .

(b) Sachant que (D, f) 371~ 5, (Dyf) 31) = 2, déterminer si possible la
valeur de la dérivée premiere de F' en t = —4.
. Dans le plan, déterminer le gradient de la fonction définie par f(x,y) = /1 + xy?
au point de coordonnées (1,1).

). Déterminer ’ensemble ou F' est dérivable.



TD DU 17 DECEMBRE 2008 :

CALCUL INTEGRAL ET FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
(SOLUTIONS)

1. Pour la premiere intégrale, la primitivation s’effectue par substitution en posant
In(x) = t. Des lors, cette intégrale vaut 2.

On prouve I'intégrabilité de la fonction de la deuxiéme intégrale en 0 et en +oo par
application du critere en 6 par exemple. La primitivation s’effectue par changement
de variables en posant x = t2, ¢t > 0. Ainsi, la deuxiéme intégrale vaut 7.

On prouve 'intégrabilité de la fonction de la troisieme intégrale en —oo et en 400 par
application du critere en 6 par exemple. La primitivation s’effectue par substitution
en posant —x? = t et la troisiéme intégrale vaut 0.

Interprétation graphique : 'aire de la partie du plan délimitée par I’axe des abscisses
et le graphique de la fonction lorsque la variable est négative est égale a celle de la
partie du plan délimitée par les mémes éléments lorsque la variable est positive.

2. Voici une représentation graphique de I’ensemble :

Y
™ 1 T
\ y = [sin (),
-\-0.5 a5 /AN | LB X
-0/ 5
L y = —[cos ()]

L’aire demandée vaut —.
T

3. (a) Le domaine de définition de f est I'ensemble {(z,y) € R? : 2% —4y* +1 > 0} ;
son domaine de dérivabilité est {(z,y) € R? : 2? — 49* + 1 > 0}.
(b) Voici la représentation graphique du domaine de dérivabilité de f, les points
de I'hyperbole étant exclus de I’ensemble.

(¢) Le point de coordonnées (0, 1) n’appartient pas au domaine de dérivabilité de
la fonction. Il est donc impossible de calculer (D, f)(0,1). Par contre, comme

(Dy f)(z,y) = —Y ,on a (D, f)(1,0) = 0.

VvVt —4y?+1




t t+1

4. Les fonctions fi(t) = ] et fo(t) = sont dérivables sur R\ {—1,0}. De plus,
1 t t+1
ondoitavoir—<—<Qet—1<L<1.
2 t+1 t

Des lors, la fonction F' est dérivable sur | — oo, —2[ et on a

o) = o) (1) - 0 (r ) ()

31
Ainsi, (DF)(—4) = —.
2 V2
5. Le gradient a pour composantes (%, £>



MATHEMATIQUES GENERALES 2008-2009 :

TD DU 17 DECEMBRE 2008

EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET FONCTIONS DE PLUSIEURS
VARIABLES

. Vérifier que f(:c):2:lt+1—§1n i—i ;
(1 —2?)D%*f(z) — 22D f(z) + 2f(x) = 0.

. Résoudre les équations suivantes en précisant I’ensemble sur lequel on travaille

x €] —1,1] est solution de

D?f(x) + 2D f(z) + 2f(x) = e * cos(x)
a) { f(0)=0 b) Df(x) — tg(z)f(x) = sin(z)
DF(0) =2

. On donne la fonction f : (z,y) — arcos(x + y* + 1).
(a) Déterminer les domaines de définition et de dérivabilité de f.

(b) Dans un repere orthonormé, représenter le domaine de dérivabilité en le ha-
churant.

(c) Si c’est possible, calculer (D, f)(—1,0) et (D, f)(0,—1).
. Soit W(s,t) = F(u(s,t),v(s,t)) ou

w(1,0) =2, (D.u)(1,0)=—2, (Du)(1,0)=6

0(1,0) =3, (Dw)(1,0)=5, (Dw)(1,0)=4
(D,F)(2,3) = -1 et (D F)(2,3) = 10.

a) Quelles sont les hypotheses a satisfaire par les différentes fonctions pour que W
soit dérivable ?
b) Dans ces conditions, que valent (D;WW)(1,0) et (D,W)(1,0)7?

. Dans le plan, déterminer le gradient de la fonction définie par f(z,y) = In(2z +23y)
au point de coordonnées (1,2).



TD DU 17 DECEMBRE 2008 :

EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET FONCTIONS DE PLUSIEURS
VARIABLES (SOLUTIONS)

e . 1 l+z x e
1. La dérivée premiere de f vaut Df(zr) =2 — —In — et sa dérivée
2 1—x 1—2a2
-2
(1 —22)%
2. a) Les zéros du polynome caractéristique sont —1 + i et —1 — i et ’ensemble des
solutions de I’équation homogene est donné par

seconde vaut D?f(z) =

fu(z) = Chet™1H7 4 0he(71707 4 e R avec €y, Cy constantes arbitraires complexes.
On peut également écrire cet ensemble de solutions sous la forme
fu(x) =e *(Cycos(x) + Cysin(z)), z € R.

Une solution particuliere de D?f(z) +2D f(x) +2f(x) = e(=1+)% est une fonction du
type F(z) = Aze(=179% ou A est une constante & déterminer. Les dérivées premiere
et seconde de cette fonction valent respectivement

Df(x) = (A4 (=1 +i)Az)eT et D2F(x) = ((—1 + )24 — 2iAz)el~1H0®
et on obtient une solution particuliere de 1’équation donnée sous la forme

T

fp(z) = ?R(_Tme_z(cos(x) + isin(x))) = Ee“’” sin(z), x € R.
En tenant compte des conditions initiales, la solution du systeme a) est la fonction

f(x) = (f + 2) e “sin(z), r € R.

2
b) Comme
/tg(x) dx ~ —In(cos(x)), = €] — g g[
et comme
/sin(m) cos(x) dx ~ _cosfx)) T €] - g, g[’

I'ensemble des solutions de I’équation b) est donné par

1) = oy (0= 02 vl 331

~ cos(x)

C étant une constante arbitraire complexe.

3. (a) Le domaine de définition de f est 'ensemble
{(z,y) eR?: 1 <o+ +1<1}={(2,y) eR*: —2<z+y* <0}
son domaine de dérivabilité est

{(z,y) eR*: 1<+’ +1<1}={(z,y) €eR*: 2<z+9°+1<0}



(b) Voici la représentation graphique du domaine de dérivabilité de f, les points
des paraboles étant exclus de I'ensemble.

(c¢) Le point de coordonnées (0, —1) n’appartient pas au domaine de dérivabilité

de la fonction. Il est donc impossible de calculer (D, f)(0,—1). Par contre,

—1
,ona (D, —-1,0) = —1.

V91— (z+y2+1)? (D= I )
4. a) Les hypotheses sont les suivantes :

1) F fonction continiiment dérivable sur U ouvert de R?
2) u, v fonctions dérivables sur Q ouvert de R? tel que

comme D, f(x,y) =

{(u(s,t),v(s,t)): (s,t) €Q}CU

b) Dans ces conditions, (D;W)(1,0) = 52 et (D,W)(1,0) = 34.
En effet, on a

(DW)(s,t) = (D F)(u(s,t),v(s,t)) . (Dsu)(s,t)+(DyF)(u(s,t),v(s,t)) . (Dsv)(s,t)
et une expression analogue pour (D;W)(s,t).

1
5. Le gradient a pour composantes <2, Z)



