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Chapitre 1

Algebre

1.1 Les nombres

1.1.1 Définitions - Notations

1. Ensemble des nombres naturels, noté N : {0,1,2,...}.
2. Ensemble des nombres entiers, noté Z : {...,—-3,—-2,-1,0,1,2,3,...}.

3. Ensemble des nombres rationnels, noté Q : {p ‘D, q €L, qF 0}.
q

4. Ensemble des nombres réels, noté R, comprenant les nombres décimaux limités ou illimités (périodiques
ou non).

5. Ensemble des nombres complexes, noté C'.
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Ona NCZcCQcCRcC, les inclusions étant strictes. Ces ensembles, privés de 0, sont notés respecti-
vement No, Z07 Qo, Ro, (Co.
Les nombres réels non rationnels (donc appartenant a R\ Q) sont appelés nombres irrationnels.

1.1.2 Relation d’ordre dans R

Dans R, on définit une relation d’ordre (il n’y a pas de relation d’ordre dans C) qui posseéde notamment
la propriété suivante : Va,b€e R:a <boub<a.

Propriétés relatives a
e ’addition

Va,b,c,d e R: a<betc<d=a+c<b+d
a<betc<d=a+c<b+d

1Dans la suite, nous ne travaillerons qu’avec des réels.
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e la multiplication

Va,b,re R: r>0eta<b=ra<rb
r>0eta<b=ra<rb
r<QOeta<b=ra>rb
r<Qeta<b=ra>rb

On constate donc que la relation d’ordre est inversée par multiplication par un réel négatif.

On a également la propriété suivante : Va,b > 0:a < b < a? < b2
Si 'un au moins des réels est négatif, cette équivalence n’est pas nécessairement vraie comme le montre
les exemples suivants. On a en effet

—2<letd>1, —1<4etl1<16, -2<-letd>1.

1.1.3 Intervalles dans R

e Intervalles bornés

Soient a,b € R avec a < b.
- [a,b0] = {z € R:a <z < b} (intervalle fermé)

e Intervalles non bornés

Soit r € R.

-] —o00,+0[ =R

-] —oo,r]={x € R: 2z <r} (intervalle fermé)
-] —oo,r[={r € R:z < r} (intervalle ouvert)
- [r,+oo[={z € R:z > r} (intervalle fermé)

- ]r,+oo[={z € R: x> r} (intervalle ouvert)

1.1.4 Valeur absolue d’un réel
Définition
La valeur absolue (ou module) d’un nombre réel est ce réel s’il est positif et son opposé s’il est négatif.

< >
Si on note |z| la valeur absolue du réel x alors |z| = . uore 0 .
—x si <0
Exemples : | — 3| = —(-3) =3;[1/3| =1/3;|0] = 0.
Propriétés

1.VaeR:|a| >0, |a|=|—al, a<]a|], —a<]al|

2. Va,beR:ja+0b| <|a|+1b], |la]—1b]] <|a—Db|

3. Va,b € R: |ab| = |a] |b] et ‘Z‘ﬂsib;«éo.

4. Va,beR:|a|=|b| < a=boua=—b.

5. VaeR, Vr>0:la|<re —-r<a<r et J|a>2rea<—roua>r.

6. Va,beR, Vr>0:la—-b|<reb—r<a<b+r
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1.1.5 Puissances entiéres - Racines

Puissances entiéres

. . x (produit de m facteurs égaux & x). Par convention, 2° = 1.

SizeRetmeNyalorsz™ =z .2 . .
1
SizeRgetmeNalors z™™ = —.
xm
Propriétés
si m est pair alors =™ >0
1. Vz € R : patt o
si m est impair alors z™ a le méme signe que x

Va € R, Ym e N: |a™| = |a|™.

Va,beR:a’?=b* < a=boua=—b.

Va,b € R: |a| < |b| & a® < b2

Va,beR: (a+b)?=a?>+2ab+b> et (a+b)=a®+3a%b+ 3ab® £ b3.
Va,beR:a? -0 =(a—b)(a+b) et a®+b>=(axb)(a®Fab+b?).

A

Extraction de racines
L’extraction de racines est I’opération inverse de 1’élévation a une puissance naturelle.

Soit m € Ny.
e Si m est pair, la racine m-éme d’un réel positif = est le réel positif y dont la m-éme puissance vaut
Z ou encore

Vo >0, ¥/x =1y > 0 tel que y™ = z.

e Sim est impair, la racine m-éme d’un réel x est le réel y dont la m-éme puissance vaut x ou encore
Vo € R, ¥/x =y tel que y™ = x.

Propriétés

VeeR:Va2=|z| et Vz>0:(Vo)’ =2z

1.2 Résolution d’équations a une inconnue dans R

Utilité

- Solution de problemes par mise en équation.

- Recherche des zéros d’une fonction (ou de ses dérivées) en vue de 1’étude graphique d’une fonction.
- Conditions d’existence d’une fraction rationnelle en vue de déterminer son domaine de définition.

1.2.1 Définitions et principes d’équivalence

- Deux équations sont équivalentes si elles ont le méme ensemble de solutions.
- Une équation est impossible si 'ensemble de ses solutions est vide.
- Une équation est indéterminée si ’ensemble de ses solutions est R.

Principes d’équivalence
1. Si on ajoute un méme réel aux deux membres d’une équation, on obtient une équation équivalente.
2. Si on multiplie les deux membres d’une équation par un méme réel non nul, on obtient une équation
équivalente.

3. L’ensemble des solutions de I'équation Ej(x) . E2(x) = 0 est I'union des ensembles de solutions des
équations Fj(z) = 0 et de FEa(x) =0, & d’éventuelles conditions d’existence pres.
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1.2.2 Equations entiéres (sans inconnue au dénominateur)

Premier degré

Une équation du premier degré a une inconnue réelle x est une équation du type az+b =0, a,b € R, a # 0.

—b

e Cette équation a pour solution x = —.
a
. . B si b#0, Iéquation est impossible.
* Cependant, si on envisage a = 0 alors { si  b=0, Iéquation est indéterminée.

Deuxieme degré

Une équation du second degré a une inconnue réelle x est une équation du type
ar’ +br+c=0, a,b,ceR, a#0.

e Si A =0b%—4ac>0 alors z =

b+ VA

b2a
OSiA:b2—4ac:0alorsx=;—.

a
e Si A =% — 4ac < 0 alors I’équation est impossible dans R.
Equations réductibles au deuxieéme degré

Ce sont des équations du type az®” +bz" +¢c¢ =0, a,b,c €R, a #0,n € Ny.
Pour les résoudre, on pose " = y; I’équation s’écrit alors ay? + by + ¢ = 0. On résout cette équation
comme ci-dessus puis on calcule, si elles existent, les racines n-emes des valeurs trouvées pour y.

Dans les autres cas

1. Ecrire ’équation sous la forme P(z) = a,a™ + p12" Y+ ... +arz+ay=0.

2. Factoriser P(x), si c’est possible, pour se ramener a un produit de facteurs du premier ou du second
degré (éventuellement affectés d’un exposant)

3. Appliquer le troisieme principe d’équivalence ci-dessus.

Principales méthodes de factorisation‘

1. Produits remarquables
Va,b e R :
o a?+2ab+ b* = (a+b)?
a® £ 3a%b + 3ab® £ b° = (a £ b)3
e a?—b>=(a—b)(a+D)
o a3+ b= (atb)(a®Fab+b?)

Va,b,c,x € R, a #0, ar? +bx +c = a(x — x1)(x — 22), si A > 0 et si 21 et 19 sont les zéros du
polynome.

2. Groupements
Exemple :
4’ —dr—4 = (23422 — (4o +4) = 22(x+1) —4(z+1) = (z+ 1) (2% —4) = (z+1)(x —2) (v +2).
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3. Méthode des diviseurs binoémes et grille de Horner
Soient les polynomes P(x) = anz™ + 12" Y+ ...+ a1z + ag, x € R dont les coefficients sont
des entiers avec a, #0 et Q(z) =z —a, a € Z.
Si P est divisible par @ alors a est un diviseur entier du terme indépendant ag de P. Des lors, pour
trouver les diviseurs de la forme = — a de P, on commence par chercher les diviseurs entiers de ag
et on recherche ensuite, parmi eux, ceux qui annulent P.

Exemple : factorisation de P(x) = 2® — 322 + 3z — 2.

Les diviseurs entiers de 2 sont 1, +2. En calculant successivement P(1), P(—1), P(2), on s’apergoit
que P(2) = 0 et, des lors, P est divisible par x —2 et on a P(z) = (z—2)Q(z) ou @ est un polyndme
de degré 2.

La recherche du polynéme quotient @ se fait aisément par la méthode dite de Horner.

Pour I'exemple ci-dessus, la grille de Horner est

1 -3 3| -2

2 2 =2 2
1 -1 1 0

Les 3 premiers élements de la derniere ligne sont les coefficients du quotient ordonné selon les puis-
sances décroissantes de x; le dernier doit toujours étre nul puisque c’est le reste de la division des
2 polynomes et que P est divisible par  — 2. On a donc 2% — 322 + 32 — 2 = (v — 2)(22 — 2 + 1).

Remarque : lorsque le polynoéme P n’est pas complet, on le compléte avec des coefficients nuls.

1.2.3 Equations fractionnaires (inconnue au dénominateur)

1. Ecrire et analyser les conditions d’existence (dénominateurs # 0)

2. Réduire tous les termes au méme dénominateur (p.p.c.m des dénominateurs apparaissant dans les
deux membres de I’équation)

3. Multiplier les deux membres de I’équation par le dénominateur ainsi obtenu et écrire I’équation sous
la forme d’un polynéme égalé a zéro.
4. Résoudre ’équation entiere ainsi obtenue comme indiqué ci-dessus.

5. Eliminer les solutions non compatibles avec les conditions d’existence.

Exemple : résoudre ——— 4+ %4 !
xemple : résoudre =

P 22—4 z(z+2) z(x-2)
Cet exercice est défini si 2% —4 # 0, z(z +2) # 0 et x(x — 2) # 0 ce qui équivaut & x # 0, £2. Le
dénominateur commun est égal a z(x — 2)(x + 2). En réduisant au méme dénominateur et en effectuant
les opérations indiquées ci-dessus, on a successivement

1 x—4 1
= —4)(z—2) - 2) = i =0.
x2—4+a:(x+2) x(x_2)<:)x+(a: Jz—2)—(z+2)=0&2°"-6x+6=0

6 ++12
6+£V12

Cette équation du second degré a pour solutions x = z = 3+ /3. Ces valeurs étant compa-

tibles avec les conditions d’existence sont les solutions de I’équation donnée.

1.3 Résolution d’inéquations a une inconnue dans R

Utilité : condition d’existence d’une racine d’indice pair en vue de la détermination du domaine de
définition d’une fonction.
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1.3.1 Signe du binéme ax + b, a,b € R (a # 0)

Q| o

x B

axr +b signe de a

signe de (—a) | 0

1.3.2 Signe du trinéme ax®> +bx +c, a,b,c € R (a # 0)

e A>0:six et zy (1 < x2) sont les zéros du trindme, on a

z | | @ | | @ |

ax? +bx +c ‘ signe de a ‘ 0 ‘ signe de (—a) ‘ 0 ‘ signe de a

e A =0:six =z est le zéro double du trinéme, on a

x ‘l‘lzxz‘

ar® +bx+c ‘ signe de a ‘ 0 ‘ signe de a

e A>0

z |

ax? 4+ bx +c ‘ signe de a

1.3.3 Principes d’équivalence

1. Sion ajoute un méme réel aux deux membres d’une inéquation, on obtient une inéquation équivalente.

2. Si on multiplie les deux membres d’une inéquation par un méme réel
a) strictement positif, on obtient une inéquation équivalente
b) strictement négatif, on obtient une inéquation équivalente & condition de changer le sens
de I'inéquation donnée.

ATTENTION : ne jamais multiplier ou diviser les deux membres d’une inéquation par un facteur dont
on ne connait pas le signe, ce qui est souvent le cas s’il contient I’inconnue.

1.3.4 Inéquations entieres

Premier degré

Ecrire I'inéquation sous la forme ax < b (resp. >, <, >)(a,b € R, a # 0) puis diviser les deux membres
par a en tenant compte du signe de a.

Dans TOUS les autres cas

1. Ecrire I'inéquation sous la forme P(x) = a 2" + ap_12" 1 4+ ... + a12 + ap < 0 (resp. >, <, >).

2. Factoriser P(x), si ¢’est possible, pour se ramener & un produit de facteurs du premier ou du second
degré (éventuellement affectés d’un exposant).

3. Chercher les zéros des différents facteurs trouvés ci-dessus.

4. Faire un tableau de signes en classant, par ordre croissant, tous les zéros trouvés puis en indiquant
le signe de chacun des facteurs de P(x) en tenant compte de leurs éventuels exposants. On applique
alors la regle des signes dans le cas d’un produit.
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5. Déterminer ’ensemble des solutions en prenant les valeurs de x qui donnent le signe demandé pour
P(x)
Exemple : résoudre P(x) = (z + 1)(2? — 3z + 2)(—2? + 5z — 6) > 0.

Les zéros des différents facteurs sont —1, 1, 2 et 3. On construit le tableau
x

-1

rz+1 — 0

22 -3z +2 |+ | + |+
0

_|_
o+t~
_|_

—22 452 -6 | —
P(z) +

|
olo o+
++ + +
oo+ +|w
+

I
o
+

Des lors, ensemble des solutions est S =] — oo, —1] U [1, 3].

1.3.5 Inéquations fractionnaires

1. Ecrire et analyser les conditions d’existence (dénominateurs # 0)

2. Ramener tous les termes dans un méme membre en ajoutant les mémes expressions aux deux
membres de I'inéquation.

3. Réduire tous les termes au méme dénominateur (p.p.c.m des dénominateurs)
ATTENTION : ne pas supprimer le dénominateur ainsi obtenu (on n’en connait généralement
pas le signe).

4. Factoriser le numérateur et le dénominateur de l’expression trouvée pour avoir des facteurs du
premier ou second degré (éventuellement affectés d’un exposant).

5. Chercher les zéros de tous les facteurs (numérateur et dénominateur) trouvés ci-dessus.

6. Faire un tableau de signes (cf. inéquations entieres)

7. Déterminer ’ensemble des solutions en prenant les valeurs de x qui donnent le signe demandé, en
éliminant les solutions non compatibles avec les conditions d’existence.

1.3.6 Systémes d’inéquations a une inconnue

On résout chaque inéquation séparément puis on détermine l'intersection de tous les ensembles de solu-
tions obtenus.

1.4 Systeme de deux équations linéaires a deux inconnues réelles

1.4.1 Principes d’équivalence

Deux systemes sont équivalents s’ils admettent le méme ensemble de solutions.
Un systéme est compatible s’il possede au moins une solution ; sinon, il est incompatible (ou impos-
sible).

1. Si, dans un systéme d’équations, on remplace une équation par 1’équation obtenue en multipliant
ses deux membres par un méme réel non nul, on obtient un systeme équivalent au systéme donné.

2. Si, dans un systeme d’équations, on remplace une équation par I’équation obtenue en additionnant
membre a membre cette équation et une ou plusieurs autres, on obtient un systéeme équivalent au
systeme donné.

3. Si on résout une équation d’un systéeme donné par rapport & une inconnue et si on remplace alors,
dans les autres équations, cette inconnue par le résultat trouvé, on obtient un systeme équivalent
au systeme donné.
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1.4.2 Meéthodes de résolution

Substitution

Pour éliminer une inconnue, on résout une des équations du systeme par rapport a cette inconnue puis
on substitue la valeur obtenue dans ’autre équation.

Lo R 3z 42y =19

Exemple : résoudre le systeme { 9 — 3y =4
- ) : o 19 — 3z . .
Eliminons y entre les deux équations. La premiére donne y = — En introduisant cette valeur de y
19-3
dans la seconde équation, il vient 2z — STCU =4 & 13z = 65. Ainsi, le systéeme donné est équivalent
_19-3z =5
ald YT T et la solution du systeme est { B 9
13z = 65 y=

Combinaison linéaire

Pour éliminer une inconnue, on multiplie chaque équation par un réel non nul de telle sorte qu’en ad-
ditionnant membre & membre les équations obtenues, on ait une équation qui ne renferme plus qu’une
seule inconnue.

8z + 15y = 31

Exemple : résoudre le systeme { Tz — 10y = 4

Multiplions les deux membres de la premiere équation par 2 et ceux de la deuxieme par 3 en vue d’éliminer
16x + 30y = 62

21z — 30y = 12 et en additionnant membre a membre ces deux équations,

les y. Le systeme devient {
on obtient 37z = 74.

Le systeme donné est alors équivalent au systeéme {

370 =74 { =2 et la solution du

8z 4 15y = 31 15y =15
=2

systeme est { y=1

1.5 Division des polynomes

Diviser un polynéme P de degré p par un polynéme D de degré d < p, c’est chercher un polynome @ de
degré ¢ = p — d et un polynéme R de degré r < d tels que P(x) = D(z)Q(x) + R(x), = € R.
Le polynéme D est le polynome diviseur, @) est le quotient et R le reste.

Exemple : diviser P(z) = 42° + 32* — 22 + 1 par D(z) = 22 + 1.

On détermine le quotient de la division de 42° par 22 (les termes dont I'exposant est le plus élevé pour
chacun des polynomes) : on obtient 4z3. On multiplie alors D(z) par 423 : on obtient ainsi un polynéme
que 'on soustrait de P(z) et on recommence des calculs analogues avec le polyndéme obtenu en addition-
nant les différents quotients partiels jusqu’a ce que le degré du polyndéme obtenu apres soustraction soit
strictement inférieur au degré de D(x). Voici ce qu’on obtient successivement
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42 4+32* 4022 —22 +0x +1 2 +1
425 +423 dx3 + 322 —dx — 4
3zt —4z®  —27 0z +1
3zt +322
—4x3 —42? 40z +1
— 43 —4x
—4z? 44z +1
—dx? —4
4 +5

Ainsi, P(x) = 425 4+ 32* — 22 + 1 = (2% + 1)(42® + 322 — 4z — 4) + 42 + 5.

1.6 Décomposition d’une fraction rationnelle en une somme de
fractions simples

1.6.1 Définitions

1. Une fraction rationnelle est le quotient de deux polynémes.

2. Une fraction rationnelle est propre lorsque
1) le degré du numérateur est strictement inférieur au degré du dénominateur
2) le numérateur et le dénominateur n’ont pas de zéro commun.

3. Les fractions rationnelles simples sont du type
].) WOﬁA, a, bER, a#OetnGNo
A B

2) i

N — 12
mou/l, B, a, b7 CER7 a?éo, nENQCtA—b —4ac < 0.

1.6.2 Décomposition

1. Si la fraction n’est pas propre, il faut simplifier les facteurs communs s’il y en a et/ou effectuer
la division du numérateur par le dénominateur. Dans ce dernier cas, la fraction s’écrit comme la
somme d’un polynome et d’une fraction rationnelle propre.

2. La fraction étant propre, on factorise le dénominateur de telle sorte a n’avoir que des facteurs du
type (az + b)" ou (ax?® + bz + )™ avec A = b — 4ac < 0.

3. Par application du théoreme de décomposition, on écrit alors la fraction comme somme de fractions
simples dont on cherche la valeur des coefficients des différents numérateurs. Cette recherche peut
s’effectuer de deux facons différentes, soit par identification de polyndmes, soit en appliquant le
théoreme disant que si deux polynomes en x de degré p prennent la méme valeur numérique pour
plus de p valeurs de z alors ils sont identiques (p + 1 valeurs suffisent).

1.6.3 Exemples

2
. = +2 L - ) .
e Décomposer ————————. La fraction étant propre, vu le théoreme de décomposition, on a
(x +1)3(z—2)
2?42 A B C D

— + + 5+ -5 teR\{-1, 2}.

(x+1)3(x—-2) z+1 (z+1)?2 (z+1)

On doit alors déterminer les valeurs des réels A, B, C et D. En réduisant ces fractions au méme
dénominateur puis en égalant les numérateurs, on a

—9’

P2 4+2=Ax+1)?*z-2)+Bl+1)(z—-2)+Cxz—-2)+Dx+1)3 zcR
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ce qui est équivalent a
22 +2=(A+D)x®+ (B+3D)x? + (=34 - B+ C +3D)x + (—24 - 2B — 2C + D).

Par identification des polynoémes, on a

A+D=0 A=-D A=-D A=—
B+3D=1 B=1-3D B=1-3D B=1
& & & 3
—-3A-B+C+3D=0 3D-14+3D+C+3D =0 C=1-9D C=-
—2A-2B-2C+D =2 2D —2+6D—2C+ D =2 9D —2+18D =4 D=2
Des lors,
z? +2 -2 1 1 2
— — ,xeR\{-1, 2}.
T IP@=2 9atD) @il @rip ow_z TERMVLZ
, 322 +2 . L ) s
e Décomposer ——— . La fraction étant propre, vu le théoreme de décomposition, on a
(22 +1)(z —2)2
3x2 +2 _Arx+B C D

@PAD@—22 241 Tz—2 @_22

On doit alors déterminer les valeurs des réels A, B, C et D. En réduisant ces fractions au méme
dénominateur puis en égalant les numérateurs, on a

302 +2=(Az+ B)(x —2)> + C(z* + 1)(z — 2) + D(z* + 1), z € R.

x e R\ {2}.

Puisque cette égalité est vraie pour toute valeur de z, elle ’est notamment pour 4 valeurs judicieusement
choisies.

Pourx:2,0na14:5D(:>D:15—4.

Pour # =0,ona2=4B-20+ % ©2B-C=-2&C=2B+2%.

Pour z =1, 0na5zA+B—2C+%<z>A+B—4B—%:—2@14:334—%.

Pourz=-1,onab=-21B-2+9B-12B- 24+ 2 5 30B=-2 o B=-2.

Ainsi, on a

__ 14

D=3

__3

25

_ 4

- 25

4

C=3

et
3x2 +2 —4z -3 4 14

@+ De—2° B+ Ba-2  sa-zp " EE

1.7 Binome de Newton

1.7.1 Définitions

e Si m est un naturel non nul, la factorielle de m, notée m!, est le produit des m premiers naturels non
nuls.
Par convention, 0! = 1.

e Le symbole C? représente le nombre de combinaisons simples de p éléments distincts pris parmi m
éléments distincts (p,m € N avec p < m) c’est-a-dire le nombre de sous-ensembles de p éléments distincts
m)!

pris parmi m éléments distincts. On a C?, = I re—]
p! (m —p)!

kell\)

[y
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1.7.2 Formule du binéme
M

Va,z€R e VYMeNy, ona (z+a)= ZCJ’f/[xkaM_k.
k=0

1.7.3 Exemple
Recherche du coefficient de 7 dans le développement de (22 — )8 (z # 0).

8 8
1 1

En appliquant la formule du binéme, on a <x2 - ) = E CE (x*)k (==)3* expression égale &
x

k=0
8

8
Z Céc 22k (_1)8—k (w—1)8—k _ Z Célsc (_1)8—k g2k 8tk Z Céc (_1)8—k 23k—8.

Le terme en z” de ce développement s’obtient pour 3k — 8 = 7 < k = 5. On détermine le coefficient
cherché en remplagant k& par 5 dans la somme ci-dessus. Deés lors, on a

_ 8! 5! 6.7.8
Cy (—1)875 = = —

5131 5123 —35

1.8 Quelques exercices résolus

1.8.1 Racines carrées et cubiques
1. Si z est un réel, calculer V1622, V1624, V2723, </—273.

Pour tout x réel, on a V1622 = 4|z|, 16zt = 422 car 2? est positif, V2723 = 3z et
v/—27x3 = —3z.

2. Six <0, les expressions v—x3, Va2 sont -elles définies ? Si oui, que valent-elles ?

Siz <0 alors 22 < 0 et —2% > 0 donc v/ —23 est défini pour tout = < 0 et vaut —z/—.
Pour tout x réel, x? est positif donc Va2 est défini et vaut |x| = —x puisque = est négatif.

1.8.2 Valeur absolue, équations et inéquations

Résoudre dans R

3+ 1
) |e+1] =223 2) a2 — 1| = |z + 5| 3) —1< ‘”L <1
x
4)1<2z+1<3 5) 22+ 3z +2 > |z +1] 6) |22 +3x+2/ <z -1
P _Jz+1 si x+1>0 oz +1 si x>-1
1)Pardeﬁn1t1on,x+1|{_<x+1) S r41<0 <ﬁ>|x+1|{_w_1 s z<-1°

Ainsi,

e six > —1, I'équation s’écrit t +1=2x -3 < x =4

e si x < —1, I’équation s’écrit —x —1 =2z -3 &3z =20 = % solution a rejeter puisque z < —1.
Des lors, I’équation a pour unique solution 4.

2) Si deux réels sont égaux en valeur absolue alors ces réels sont égaux ou opposés. L’équation donnée
est donc équivalente a

22—1=z+5o0uz’—-1=-2-5<z2—z—-6=0o0ua’+z+4=0.
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L’équation 22 —2—6 = 0 & (x—3)(x+2) = 0 a pour solutions —2 et 3. Par contre, 'équation z2+x+4 = 0
n’a pas de solution réelle puisque A =1 — 16 = —15 < 0. Les solutions de ’équation donnée sont donc
—2 et 3.

3x+1‘<1.
5| <

3) Cette inéquation n’est définie que si & # —2 et s’écrit de fagon équivalente sous la forme

Comme |§| = %, z,y € R, y # 0 et que |y| > 0, 'inéquation ci-dessus est équivalente & |[3z+1] < |z+2|.2
Vu que [3x + 1| et |z + 2| sont des réels positifs, on a |3z + 1| < |2+ 2| & Bz +1)? < (z +2)? &

Br+1)2?—-(2+2?2<0& Bzx+1+2+2)Br+1—2-2) <0<« (4o +3)(2z — 1) < 0. Le premier

membre s’annule pour x = —% ouzr= % et le coefficient de 22 est positif. Dés lors, le trindme est négatif
1
pour les valeurs de x comprises entre —% et % et ’ensemble des solutions est {—4, 2} .

1< 2c+1] (1)
2z+1/<3 (2) °

L’inéquation (1) peut s’écrire 2z +1 < —lou2zx+1>1) < (x < —1 ou z > 0) et son ensemble de
solutions est S1 =] — o0, —1] U [0, +o0].

L’inéquation (2) peut s’écrire =3 < 2x+1 <3 & —4 < 2r <2 & —2 < z < 1 et son ensemble de
solutions est S =] —2,1].

Pour obtenir ’ensemble des solutions de l'inéquation de départ, puisque les inéquations (1) et (2) doivent
étre vérifiées simultanément, ’ensemble S des solutions est I’ensemble des solutions qui sont communes
aux deux inéquations donc U'intersection des ensembles S; et Sp. Ainsi, S =51 NS, =]—2,-1] U0, 1[.

4) L’inéquation 1 < |2z + 1| < 3 est équivalente au systeme {

5) @ Si x > —1, l'inéquation s’écrit 22 + 3z +2> 2+ 1 22 +22+1>0< (v +1)2 > 0. Le carré d'un
réel étant toujours positif, toute valeur de = est solution mais comme on travaille avec x > —1, ’ensemble
des solutions est S; = [—1, +o0].

e Si z < —1, l'inéquation s’écrit 22 + 32 +2> —x -1 22 +42+3>0< (v +1)(z+3) > 0 et son
ensemble de solutions est Sy = ] — 00, —3] U {—1} puisque z < —1.

Des lors, 'ensemble S des solutions de I'inéquation donnée est la réunion des ensembles S; et Sy et on a
S=5US8y=]-00,-3]U[-1,+oc0].

6) Les zéros du trindme x?+3x+2 = (z+1)(z+2) sont —1 et —2. De plus, comme le coefficient de x2 est
positif, ce trindme est positif pour les valeurs de = inférieures & —2 ou supérieures a —1 et négatif pour
22 +3x+2 si < —-2ouzx>-1
—2?2—-3r—-2 s —-2<z<-1

e Six < —2oux > —1, l'inéquation s’écrit 22 +32+2 < 2 —1 & 22 +22+3 < 0, inéquation qui n’admet
aucune solution puisque d’une part A =4 — 12 = —8 < 0 et d’autre part le coefficient de 22 est positif.
e Si —2 < 2 < —1, I'inéquation s’écrit —22—3z—2 < x—1 < 224+42+1 > 0 et comme A = 16—4 = 12, les
7_4 _22\/3 =-2-—V3etaz= 7_4 —;2\/§ = —2+ /3. Ce trinome est positif
siz<-2—+v3ouzxz>-2++3 Vu que V3 1,7, ces zéros valent approximativement —3,7 et —0,7.
Dés lors, I’ensemble des solutions est également vide puisqu’on travaille dans [—2, —1].

Finalement, I'inéquation donnée n’est vérifiée pour aucune valeur de x : son ensemble de solutions est
I’ensemble vide ®.

celles comprises entre —2 et —1. Dés lors, |22 + 3z + 2| =

zéros du trinéme sont r; =

20n ne peut multiplier les trois membres de I'inéquation donnée par x+2 car le signe de ce facteur varie selon les valeurs
de z envisagées.
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1.9 Quelques exercices a résoudre ... et leurs solutions

1.9.1 Exercices

1. Résoudre les équations suivantes (z est I'inconnue réelle)

1.

16.
17.

—_

H
e

11.
12.

2
3.
4.
)
6

© PN DU N

922 =5

1522 + 22 — 2 = 2(3 — 12x2)
922 — 122 +16 =0

a:2+\/§
r 2

2
T

=0

,+,:1
T

6

x—lzx—i—l

1

1

r—4

=0

2 —4

7

2

T4 —

z(x — 2)

7_

z(x + 2)
22 4+922+ 11z —21=0
z* — 36 = 5z?
623 — 722 —Tr+6=0
4xr — 5

r+4

rz+1
2] =2z +1
2t =6z +6x—1=0
[12 — 72| =12
3x+1  5(x+10) _3(x+2)

T 224 5x+4

2
2x

15

3r—1

4
-2

2—x

(2 —2)(z+3)

z+3

(r—1)dx+3)=(z—-1)(z+1)
2. Résoudre les inéquations suivantes (z est I'inconnue réelle)
9—2%2>0
> +1<0
22 —4x+4>0

(:E —1)(2% — 5z +6)(x —
3 (x +1)%(—222 — 2 +6)

2 <z

(=22 +1)%(=322 + z + 6)

3)2<0
<

2 —4

23 —2x4+1>0

3xr+5
R —
2
b > —
T
z+1

|4 — 3]

<1

<5

1

x(x—l)*g—’_

rz—1

0

>0

18.

19.
20.
21.
22.

23.
24.

25.

26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

13.
14.
15.
16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.
24.

1+ _ 7
-z 3
14272 =4492¢71

(22 =52 4+ 1)? = (22 + 42 — 1)?
20 — 927 + 132 —6=0
3x—2)2+4(2%—4) -T2+ 142 =0
3@2-@(%-%):0
(x—4)2 = (z—1)(z +3)

2v+1 4z +3

r+3 22+5

V222 +3V3-v/8=0

20% — 132> + 170 +12 =0

22 -9=3-2

(22 —1)2 - (4x+3)2=0

(2r —1)2 —4z(22 — 1) =32z — 1)
22| + |z — 3| =3z —1
|22+ 5| =4

[1—2|—132+2|=0
2—z|+3 |5 —2x|=3+|—
|22 +2—-1|=3—x

|z — 5| — |22 — 25| =0

623 —22 -9z +4>0
(7—-3z)(22—1)> (22 - 1)(2z + 1)
(x —2)% > 9(x + 1)?
(4-22)3<0
4 1
< =
r—2 " x
T+ 2 < x—2
r—2 x+2
[1—3z] >3
22 < 4
(I2+1)2
- >1
42 >
z+6 <a:+9—x+3
2 - 2 2
2%+ 2x —5 > 4|x + 1]
e+ 1]+ ]z —2] <3

3. Résoudre les systemes d’inéquations suivants (z est I'inconnue réelle)

3
1 2x+1>x—§
2r—1<1-3x
{ 2 <3
2. 4x
<1
xr— 2

3.

—x<24+x<T7+4+3x
{ 4 < g2
z—3
0
2—x>

—r<22+z
|z| >3

13
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2x + 3 <0
(x—1)(24x)
|z —2] <5
6 1 +#<O v |2z >0
' z—1 z22-1~
2 2 8 —-1<|5—-2z| <6
(z*+1) 51 <| x|
42 -

4. Résoudre les systemes d’équations linéaires suivants (x,y, z sont les inconnues réelles)
3r+1 bHy—1

14

2
1 ) 3 4 2 —y=x—3y—2
' x—4_2—3y_3 ' 26 —z)+3(x+y) =2(z+2y) + 13
2 4 20 —3(4y +8) =5(2—3y) +
20 +4  3y+1 TTORY O] = oS T oY) T
x; y; —1 > {5x—4+2(y+7):4(x—3)—(y+2)
2.
Sz+1 _6y-7 6 r—34y+7) =212 —y)+4x
5 2 ’ 6(x+4)+54y+3)=-11
dr+3 3y+1 8
a:2 y3 =3 7 20 =3y + 2z =2
3. ’ r+4+4y+2z=-3

8(3x—2)—(2y+1):g

5. Calculer le quotient @ et le reste R de la division du polynéme P par le polynome D si

1. Pl@)=a%-222+2+3 et Qr)=z-1
2. Pla)=a"+23-x+1 et Qx)=z+1
3. Plx)=a3+22%—-2-2 et Qz)=2%-1
4. P(zx)=2a2*—-523+2%+22 -5 et Q@)=2+z+1

6. Décomposer les fractions rationnelles suivantes en une somme de fractions rationnelles simples

) 222 + 4 3 1 1 . 23— 222 +4 x
o 24 —1 0 xt-—1 3 +1 ’ x3(x — 2)? 24+ +1
5 323 — 722 + 3z 3 — 2% 6 3 —2 . 2 — 3 22—z —2
' 22 +1 x+1 ot =22 T (22 -1)(22+3) xt — b2+ 4
7. Que vaut le coefficient du terme
1. en x'? dans le développement de (z* — 2z)¢? Sol : 240
2
2. en 2° dans le développement de (z — =) (z # 0)? Sol : —14
x

1
3. en x° dans le développement de (z* + ;)5 (x#0)? Sol : 0 (pas de terme en x?)

1.9.2 Solutions

Exercice 1

1. §={+x%) 6. S={2, 3} 11. §= {i21} 16. § = {-1}
2. 5 ={-2, 4} 7. 5={3+3} 12. §={-3 17. § = {-2, 1}
3.9=0 8. §={-7, -3, 1} 13. §={+1, 3+2v2} 18 S={%}

4. S=@ 9. 5={=3, 3} 14. S={0, %} 19. § = {—4}

5. 5=90 10. S={-1, 3, 3}  15. S={%2} 20. 5= {0, 1, 2}
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21 S={1, 3,2} 25 §={-1} 29. §={-2, -3} 33. S={-7, —3
22. S = {2} 26. S=® 30. S ={-2, i} 34. §={I 10
23. §=A0, 2, &} 27. S={-1, 3, 4} 31. S = {2} 35. S ={-1++5}
24. § = {1 28. 5 ={-4, 3 32. S={-1, -2} 36. §={—6, —4, 5}
Exercice 2
L. S=]-33 13. S =[-4, 3] UL, 400
2.5=9 14. S=]—o00,-1[U]1, §
3. S =R\ {2} 15. S =]-3,-1]
4 5=]-0c01JU[2 3] 16. S =12, 4o0[
5. 8= (-2, 0[U]3,+oo]) \ {~1} 17. S =]-00,-2JU]0, 2
6..5=1[0, 1] 18. S =]—2, 0] U]2,+o0]
7.8 =] -2, 15/ U 2 9 uff) 19. § =]~ 00, ~2]U[4,+oo]
8. S =[-1,+00] 20. S=]-2, 2
9. S=]—00,—1[U]0, 1[ U ]5, +00] 21. S =R\ {-1, 0, 1}
10. S = [~ Y20 0] U[¥AY, +o0] 22. 5=R
11. S =10, 1] U[2, +oo| 23. S =]—00,-3—10] U [l ++/10, +o0[
12. S =[-4%, 3] 24. 5=¢
Exercice 3
—1_52 —
LS=l=a5 = 45=1 3 7. 8=[-30[U]0, 7]
Q.S:]—g,\/g} 5'52[_117 _S[U]37+OO[ S.S:]_l Q[
3. 8 =[-1,400| 6. S=]—o00,—2[U]—1,0[U]0, 1] 22

Exercice 4

L §5=A{@, 2)} S ={(~4, 1)}
2. S={(3,—-%)} 5 9=9
3.8={(2,-2)} 6. S = {(w, =322

7.8 = {(F18510= Z16-8= ). 7 ¢ R}

=N

Exercice 6

1.

2.

3 r+1
r—1 2241’

x e R\ {1}

7
3z — 7+ —— R
x +m2+1,:v€
1 _ 1 _ 1
4z —1) 4(xz+1) 2(22+1)
x e R\{-1, 1}

1
2 g 14— R\ {-1
o~z -1+ =, s €R\{-1}
1 z—2
- , € R\ {-1
3(x+1) 3(@Z—z+1) * V=t

et
et
et
et

10.

fyﬂCGR\{Oy 1}
L R T
dr 2?2 23 Az —2) 2z —2)%’
x € R\ {0, 2}

-1 " 5
10z —1) " 2(z+1)
xGR\{—g, -1, 1}

Cette fraction est simple

1 1

51 e CEENVERU

7 24
52z +3)’

15



Chapitre 2

Trigonométrie

2.1 Définitions - Formules fondamentales

2.1.1 Cercle trigonométrique

Dans un repere orthonormé, on appelle cercle trigonométrique le cercle centré a l'origine du repere, de
rayon 1 et orienté positivement (sens trigonométrique) dans le sens inverse des aiguilles d’une montre
si les axes sont orientés comme dans la figure ci-dessous.

Les axes du repere divisent le cercle en 4 quadrants, numérotés de I a IV comme indiqué dans la figure
ci-dessous.

Y
11
A
AN
/I | T\
| Tx
\ | 1V
|
e

2.1.2 Nombres trigonométriques d’un réel

A. Définitions

Dans un repere orthonormé, a un réel = on associe I'unique point P du cercle trigonométrique de la fagon
suivante. A partir du point de coordonnées (1,0), on parcourt un arc de cercle de longueur |z|, dans le
sens trigonométrique si x > 0, dans le sens inverse si x < 0, et on obtient le point P a 'extrémité de ’arc
parcouru.

L’abscisse du point P est le cosinus du réel x; on le note cosz.

L’ordonnée du point P est le sinus du réel x; on le note sin z.

A partir de cette définition, on déduit que
cosr=0&2=73+kr(keZ) et que sint=0<z=kr (ke€Z).

sinx

On définit aussi la tangente de z, notée tg x, par le rapport ——, x € R\ {g +kr:ke Z}
cosx

et

, cosx
la cotangente de x, notée cotg x, par le rapport

, v € R\ {km: k€ Z}.

sinx

16
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B. Représentations géométriques

Y
1
//‘"'”“"‘M P
n\tg =
[ :
\ / -
IS

C. Signe des nombres trigonométriques en fonction du quadrant

Y
1
“sin 4+ | sin 4+
cos — | cos +
tg —|tg -+
cotg — | cotg +
sin — | sin — 1 X
cos — | cos —+
tg +[tg —
cotg + | cotg —

2.1.3 Formules fondamentales

Ve e R:sin?z +cos’x =1

De cette formule, on déduit les formules suivantes

et

De plus, on a aussi

Vr eR

sin?x = 1 — cos

VxeR\{g—i—kw:kzeZ}:l—&—th:c:
Ve € R\ {kr:k € Z}: 1+ cotg’sr =

VmeR\{kg:kEZ}:tgx:

2

T

et

cos?z =1 —sin

cos2 x

1
2

sin“ x
1

cotg

2

Y
i 1| cotg x
iy
[ A
NI
S I

T

17
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2.1.4 Valeurs particulieres

s ™ s Vs
O | % 1 3 2
) 1 V2 V3
sin 0 — —_— —_— 1
2 2 2
s |1 | VB V2 1 0
2 2 2
3
tg 0 % 1 V3
cotg V3 1 ? 0

2.1.5 Fonctions trigonométriques

A. Définitions

Si au réel x on associe le point du cercle trigonométrique comme indiqué ci-dessus,
esin:R—R:xz—sinx

ecos:R—R:x— cosz

otg: R\{J +km:kecZ} -R:z—tgx

ecotg: R\ {kn:k€Z} —>R:z— cotg x

Les fonctions sinus et cosinus sont périodiques de période 2.
Les fonctions tangente et cotangente sont périodiques de période .

Les fonctions sinus, tangente et cotangente sont impaires tandis que la fonction cosinus est paire.

B. Variations

T 0 il ™ 31 21
2 2
simz |0 7 1 XN, 0 \, -1 0O
T 3
cosz |1 N, 0 \, -1 O 1
™ 3T
tgxz|0 [ 0 7 | /0

T 3m
cotgz | [ N, 0 N0 | N0 N
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C. Graphiques

sin

2 2
4Y tg Yag cotg
3 3
2 2
1 1
Z 2 ) i X Z i X

2.2 Formules des “angles associés”

Dans les formules qui suivent, on suppose que les nombres trigonométriques sont définis et que k € Z.

2.2.1 Angles égaux

sin(x 4+ 2k7) = sinz
cos(x + 2k7) = cosx
tg(x + 2km) =tg
cotg(x + 2km) = cotg x

2.2.2 Angles supplémentaires

Y
1
.
e
fonir —w| sine 1\ T sin(m — z) = sinx
[ L cos(m —x) = —cosx
leos(r—a) cosa [J1 X
\ / tg(r —x) = —tg x
AN / cotg(m — x) = —cotg x
N
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2.2.3 Angles anti-supplémentaires

Y
1
P
=
,-i sin @ :E\-‘:L‘ Sln(ﬂ—“i’m) = —sinz
EU(JIS(W+I) — : l} COS(’/T + l’) — —CcosT
! /1 X
i sin(r 4 x)f tg(r +x) =tg x
R / cotg(m + z) = cotg x
P~

Y
1
P
/Y
[ sne \T sin(—z) = —sinzx
{ cosw y | cos(—z) = cosx
l‘ cos(—x), _,11 X
\ sin(=2) E' tg(—z) = —tg x
\"m_____:_____:;”/P’ cotg(—x) = —cotg =

Y
,,/""—:1-"=H{D/(COS(% —x),sin(§ —x))
/ 2 sin( — x) = cosx
{ : '} Ty cos(§ —x) =sinx
\ / tg(5 — ) = cotg x
AN S cotg(f —x) =tg =
el

2.3 Formules d’addition et de duplication

2.3.1 Formules d’addition

sin(z +y) =sinz cosy +siny cosx
sin(z —y) =sinz cosy —siny cosz
cos(x +y) = cosz cosy —sinz siny
cos(z —y) = cosx cosy +sinz siny
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Formules de Simpson

sinz 4 siny = 2 sin 2 cosxgy
. . . Ty T+y
sinz — siny = 2 sin cos —
cosx + cosy = 2 cosx;y cosw;y
.zt -
cosx —cosy = —2 smx i nx2y
2.3.2 Formules de duplication
sin(2z) = 2 sinz cosz
cos(2x) = cos’z —sin’x

Formules de Carnot

1 — cos(2
sin?z = 7005( 2)

2
1 2
cos® r = Lt oostaz) czs( 2)

2.4 Relations dans les triangles
On désigne par A, B,C les sommets d’un triangle et par a,b,c les longueurs des cotés opposés res-

pectivement & ces sommets. Enfin, les mesures des angles (orientés positivement) de ce triangle sont
respectivement appelées a, 3, .

2.4.1 'Triangle rectangle

Le coté opposé a ’angle droit (ici @) se nomme hypoténuse. ¢
On a les formules suivantes : ~y
a+ B+~ =7 avec un des angles égal a 7. b a
b=a sinff=a cosy =ctg [ =ccotg .
c=a siny=a cosf=0btgy=>bcotg B. «a Jé]
2 _ 32, 2
a=b"+c A c B

Dans un triangle rectangle, la longueur d’un c6té de I’angle droit est égale a

- la longueur de ’hypoténuse multipliée par le sinus de ’angle opposé ou le cosinus de ’angle adjacent.
- la longueur de l'autre c6té multipliée par la tangente de 1’angle opposé ou la cotangente de I'angle
adjacent.

Dans un triangle rectangle, le carré de la longueur de 'hypoténuse est égal a la somme des carrés des
longueurs des deux autres cotés.

2.4.2 Triangle quelconque

On a les formules suivantes : C
a+pB+vy=m.
a? =b% + 2 — 2bccos a v

b? = a® + ¢ — 2accos B
c? =a% 4+ b? — 2abcos vy
a b c o B

sina_sin/é’:sin'y A c B
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2.5 Equations trigonométriques

2.5.1 Equations trigonométriques élémentaires

a) En sinus : (a donné)

Les solutions sont données par

’xza—}—?kw ou r=m—a+2km, k€Z.

Remarques :

1) sinz = — sina < sinz = sin(—a)

2) sinx = cosa < sinz = sin(§ — a)

3) sion a sinz = p (p réel donné) alors soit [p| > 1 et 'équation est impossible puisque sinz € [—1,1],
soit |p| < 1 et on écrit p sous la forme de sina.

b) En cosinus : (a donné)

Les solutions sont données par

’x:a+2k7r ou r=—-a+2kn, keZ.

Remarques :

1) cosz = — cosa & cosx = cos(m — a)

2) cosx = sina < cosx = cos(§ — a)

3) sion a cosz =p (p réel donné) alors soit |p| > 1 et ’équation est impossible puisque cosz € [—1,1],
soit |p| <1 et on écrit p sous la forme de cosa.

c) En tangente : (a# 5 +km, k€ Z donné )

Les solutions (différentes de 7 + km, k € Z pour que la tangente existe) sont données par

’a::a—I— km, kEZ.‘

Remarques :

Dtgar=—tgastgr=tg(—a)

2) tg x = cotg a & tg = = tg(5 —a)

3)siona tgx=p (préel donné) alors on écrit p sous la forme de tg a.

2.5.2 Equations quelconques

Par application de formules trigonométriques, on cherche a se ramener & une ou plusieurs équations
élémentaires équivalentes a ’équation donnée. On veillera a ne travailler qu’avec le méme nombre trigo-
nométrique et le méme argument pour une méme équation a résoudre.

Quant aux formules de Simpson, elles permettent de transformer une somme en un produit de facteurs,
ce qui est intéressant si le produit est nul.

Exemples : résoudre

1) 2cos’xz —3sine =0  2) cos®z —sin®z =cosxz  3) cosz + cos(5x) = cos(3x) + cos(7x)
1) Comme cos®x = 1 — sin? z, Péquation s'écrit 2 — 2sin?z — 3sinz = 0 < 2sin’z + 3sinz — 2 = 0.
Si on pose y = sinx, on a 2y? + 3y — 2 = 0, équation algébrique dont les solutions sont données par

—-3+5 L
(A=9+4+16 =25)y= = { 32 . Dés lors, comme sinz € [-1,1], on a sinz = % et les solu-

tions de I'équation sont x = §+2kmou v = (1—§)+2kmk€Z & v = g+2kroux = %’r+2 km, k € Z.

2

2) Comme cos? z — sin® x = cos(2x), 'équation s’écrit cos(2z) = cosz. Cette équation a pour solutions
2

2 =x+2knou2x=—-ax+2knk€eZ S x=2kroux = ?’f”,k € 7Z. Finalement, I’ensemble des
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2
solutions est {?I)m ke Z}.

3) En appliquant les formules de Simpson dans chacun des membres, on obtient

T+ 5x T — 5% 3z + Tz 3z — Tz
2 cos 5 o8 ——o— = 2 cos ;— cos ——— & cos(3x) cos(—2x) — cos(bz) cos(—2x) = 0.
La fonction cosinus étant paire, si on met le facteur commun en évidence et qu’on applique & nouveau

une formule de Simpson, on a successivement

3 ) 3r — 5
cos(2z)(cos(3x)—cos(5z)) = 0 & cos(2z)(—2) sin x—;— T sin 22 5 To0e cos(2z) =0 ou sin(4x) = 0

ou sin(—xz) = 0. Deés lors, on a 2z = § + kroudr =k moux =k 7,k € Z et, en regroupant les solu-

k
tions, on obtient {f ke Z} comme ensemble de solutions.

2.6 Inéquations trigonométriques

On se limitera a la résolution d’inéquations trigonométriques élémentaires qu’on résoudra en s’aidant du
cercle trigonométrique.

Exemples : résoudre
1) 2sin(2z) —v3 <0 2) |cosz| > 1 3) sin?(2x) <
4) 2cos’z —cosz —1 >0 5) 2cos’z —Hsinz —2 >0

[N

3
1) L’inéquation est équivalente & sin(2z) < g & — % +2km<2x<2m+ % +2 k m, k € Z puisqu’on

cherche des points du cercle trigonométrique dont I’ordonnée est inférieure a @
7
Ainsi, 'ensemble des solutions est U {g + ko, g + k w} .

kEZ

1 1
2) L’inéquation est équivalente & cosx < —5 ou coszT > 3 On cherche donc des points du cercle tri-

gonométrique dont l’abscisse est strictement inférieure a f% ou strictement supérieure a % Des lors,
. s T
I’ensemble des solutions est U }—g + ko, 3 + km [
kEZ

3 3 3
3) Si on pose y = sin(2z), Pinéquation s’écrit y? — 1 < 0 et a pour solutions —% <y < - Ainsi, on

V3 V3 ™

a —5 < sin(2z) < 5 €3 +hkm<22z< g—i—k m, k € Z et 'ensemble des solutions est
7r T T
UJ-5+%3 5+ k3l
kEZ

4) Si on pose y = cosz, 'inéquation s’écrit 2y —y—1>0< 2y+1)(y—1) >0y < —1ouy > 1.
Comme cosz € [—1,1], on a donc cosx < —% et ’ensemble des solutions est donné par

P 4
U | = +2km =+2kn|.
3 3
keZ

5) En remplagant cos? x par 1 — sin? z, Pinéquation devient —2sin® z —5sinz > 0 < sin z(2sinz+5) <0
& —g < sinz < 0. La premiere inégalité étant toujours vérifiée puisque sinz € [—1, 1], il suffit de chercher
les valeurs de = qui vérifient la seconde. Ainsi, I’ensemble des solutions est donné par

Ulr+2kr 2r+2ka] = J[2k+ D, (2k+2)7].
kEZ kEZ
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2.7 Quelques exercices a résoudre ... et leurs solutions

2.7.1 Exercices

1. Si au réel z on associe un point du cercle trigonométrique situé dans le second quadrant et si
sinx = 1—53, calculer cosz, tg x et cotg x.

2. On donne tg « = —% avec x € | — %,0[. Calculer sinz, cosz et cotg .

3. Démontrer que les expressions suivantes, supposées définies, sont indépendantes de x

1) tg © + cotg & — 2) (sinz+cosz)?+(sinz—cosx)?  3) sin® 242sin® x cos® x+cos* .

sinx cosx
4. Exprimer
1. tg(z +y) en fonction de tg x et tg y 4. cos(4z) en fonction de cosz
2. cotg(x — y) en fonction de cotg = et cotg y 5. tg(3z) en fonction de tg x
3. sin(3z) en fonction de sinx

5. Démontrer les identités suivantes supposées définies

1. sin*z —cos*z =sin?x — cos?z 5. sin(5x) sina = sin?(3x) — sin?(22)
5 tg - tgy— sin(z — y) 6. sinz + sin(2z) + sin(3z) ~ te(20)
COS X COS Y cos x + cos(2x) + cos(3x)

3. sin(2z) — tg x cos(2x) = tg x 7. sinasin(y — z) + sinysin(z — x) + sinzsin(z —y) =0

4

4. cos*x — sin 2 = cos(2x) 8. cos?(z +y) — sin®(x — y) = cos(2z) cos(2y)

sinz+cosx tgx+1 1+cotgx 1+2 sinwcosw

sinx —cosz tgx—1 1 — cotg x sin?z — cos? z

5
10. sinz + sin(2z) + sin(3z) + sin(4x) = 4sin ; COS T COS g

6. Démontrer les égalités suivantes

1. élsin;—;r sinlg%:\/g—i—\/i 2. sinlll—; cos%zi@—x/g)

7. Résoudre les équations suivantes (z est I'inconnue réelle)

1. 2 cos(2z) +v3=0 10. 2 sin’z +sinz —1=0

2. tg(Bz)+1=0 11. 3 cos’z —5cosz —2=0

3. sin(2z) +sinz =0 12. tg2x+ (1+V3) tgz +v3=0

4. tg(3x) = cotg x 13. sin(2x) + sin(4z) = sin(3z)

5. sin (204 2 ) =1 g, 1Ty

3 1—sinz

6. sin(2z) = — cos(2x) 15. tg x cotg(2z) = tg(2x) cotg =

7. tg (x - g) =tg (23: + %) 16. sin?(5x) — sin? (x + g) =0

8. 2 sinx+3cotgx=0 17. sinzx + sin(2z) + sin(3z) + sin(4z) = 0

9. cos (x - %) + sin (33: + %) =0 18. sinz +sin(3z) = /3 cosx

8. Résoudre les inéquations suivantes (x est 'inconnue réelle)

V2

1. 2 sin(3z) +v3 <0 3. |sin(2z)| < > 5. sin?(2x) < cos?(2x)
2. tg(dx)+1>0 4. cos(2z) > sinx 6. cosx + cos(3z) >0
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Un cycliste roule sur une route horizontale en direction d’une montagne & une vitesse de 30 km/h.
Il remarque qu’entre 15 h et 15 h 10 'angle d’élévation du sommet de la montagne passe de 30° a
60°. Si la distance des yeux du cycliste au sol est supposée négligeable, quelle est la hauteur de la
montagne ?

Pour mesurer 'altitude d’une couverture nuageuse, un météorologiste dirige, verticalement vers le
haut a partir du sol, un projecteur a faisceau concentré. D’un point P au sol situé a 1 000 m du
projecteur, on mesure l'angle d’élévation 6 de la tache lumineuse sur les nuages. Déterminer 1’alti-
tude a laquelle se trouve les nuages si 8 = 60°, le sol étant horizontal.

A Washington, le Pentagone est un batiment dont la base a la forme d’un pentagone régulier dont
chaque c6té mesure 276 m. Déterminer 'aire de la base du batiment.

On veut construire un tunnel rectiligne au travers d’une montagne, ’entrée se trouvant au point A
et la sortie au point B. D’un point C' extérieur & la montagne, on peut voir les deux points A et
B et mesurer les distances AC' et BC. Déterminer la longueur du tunnel a creuser si AC' mesure
380 m, BC' 555 m et si 'angle en C formé par AC et C'B vaut 35°.

Deux observateurs situés au sol dans une plaine, I'un au point A et I’autre au point B, sont séparés
par une distance de 2 875 m. Ils observent un avion se déplagant dans le ciel a la verticale de la
droite AB entre A et B. Si 'angle d’élévation mesuré par A est de 62° et celui mesuré par B de
50°, déterminer la distance entre A et I'avion ainsi que l'altitude a laquelle se trouve I’avion.

Un observateur de taille ¢ se tient sur le flanc d’une
colline a une distance d de la base d’'un batiment de
hauteur H. L’angle d’élévation de l'oeil de I'observa-
teur au sommet du batiment est égal a 6 et la colline
fait un angle de « degrés avec I’horizontale. Expri-
mer H en fonction de ¢, d, a et 6. On supposera
que la distance entre les yeux et le haut de la téte de
I’observateur est négligeable.

2.7.2 Solutions

12
Exercice 1 : COST = —— tgx=—— cotg r = ——
13 12 5
3 4 4
Exercice 2 : sine = —— cosT = — cotg r = —<
5 5 8 3
Exercice 3 : les expressions sont respectivement égales a 0, 2 et 1.
Exercice 4 : te o+t
1. tg(a:—s—y):u 4. 8 costz —8 cos’z +1
1—-tgaxtgy
cotg x cotg y +1 3tg xr—tgir
2. cotg(z —y) = & Y 5. gizg
cotg y — cotg x 1—-3tg“x

3. sin(3z) =3 sinx — 4 sin

S

Exercice 5 : —
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Exercice 6 : —

Exercice 7
5

1. o 10.
S = {j:12—|—/€7r k:eZ} 0
s s
2.5‘:{—1—+k§.keZ} 11
9
3, S:{k;,wmlm keZ} 12
i
4 8= {§+k k:eZ} 13.
T
5. S—{lz+k7r keZ} 14.
6. S=43" kT pez 15
L 5=15 . .
3
7. Sz{—4+ ko keZ} 16.
27
8.52{:|:3—|—2k7‘r:k6Z} 17.
™ ™ s
Cs={_T ikl kezl 1
9. 5 { S kTS kT ke } 8
Exercice 8
1. §= %” —2;”,%” 2;”[ 4. S
keZ -
T knr m km
2. 8= L 7z { 5 8
o L6 s
T kr w km
- 5=U |73 2’8+2]
kezZ *~
6. 5= ([—+2k;7r +2k:7r} [2+2k

keZ

Exercice 9 : 2 500 v/3 m

.S

.S =

5
2]{:71',1

T T
49 kr =
+2km, —+ 6

5 6 + 2 k7 :

-

. 8 ={%+1,9106+2 kr : k € Z}

:{—fwm T ke keZ}
i
§={ky kez}
S:{g+2kw + 2k keZ}
™
S={3+k7r, + km: kEZ}
i
S—{E—i-kf +/cg keZ}
sz{k”, 2 keZ}
2
{gwm, iy s —|—k;7r keZ}

5 13
%—FQIWT %—FQk‘ﬂ'
L

2

T
'8

o
2 —+2
o[ 2

Exercice 10 : 1 000 v/3 m

Exercice 11 : 131 059 m?

Exercice 12 : 326,96... = 327 m

Exercice 13 : distance entre A et ’avion = 2 375,34...
Exercice 14 : H =t + d(cos(a)tg(#) — sin(a))

)3

~ 2 375 m; altitude = 2 097, 30...

26

keZ}

3j+2k7r keZ

)

~ 2097 m

|



Chapitre 3

Géométrie vectorielle et analytique

3.1 Vecteur - Base - Composantes

3.1.1 Définitions

Etant donné deux points P et @ de ’espace, le segment orienté d’origine P et d’extrémité () est appelé

vecteur lié et noté P—Q>
Si P et @ sont deux points confondus, ils définissent le vecteur nul noté 0.
La droite PQ est le support du vecteur.

—
La longueur du segment PQ est la longueur ou norme du vecteur, notée ||PQ)||.
Le sens du vecteur est donné par le sens de parcours du segment PQ, de l'origine vers I'extrémité.

On appelle vecteur libre ’ensemble des vecteurs liés obtenus par translation d’un vecteur lié non nul;

il est noté par une lettre minuscule surmontée d’une fleche.
Le vecteur libre nul est ’ensemble de tous les vecteurs liés nuls.

3.1.2 Opérations entre vecteurs
A. Multiplication d’un vecteur par un réel

Soient 7 un réel non nul et P—Q> un vecteur non nul.

Le vecteur P—S' = T]D_Cj est le vecteur lié en P qui a

- méme support que P—Q)

- comme longueur celle de P—Cj multipliée par |r|

- le méme sens que P—Cj sir > 0 et le sens opposé si r < 0.

Sir =0 ou si P—Cj est le vecteur nul alors PS est le vecteur nul.

Deux vecteurs sont paralléles si I'un est multiple de I'autre.
B. Somme de deux vecteurs

e Vecteurs liés en un méme point mais non paralléles
—_— = —
Regle du parallélogramme : PQQ+ PR=PS. R S

Si les vecteurs sont libres, on fait coincider l'origine du second avec 'extrémité du premier; le vecteur
somme a alors pour origine l'origine du premier vecteur et pour extrémité celle du second.

27
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—

Ainsi, RjnL @:PS.

e Vecteurs liés en un méme point et paralleles

- Vecteurs de méme sens : le vecteur somme a méme support et méme sens que les vecteurs a addition-
ner ; sa norme est égale a la somme des normes de ceux-ci.

- Vecteurs de sens opposés : le vecteur somme a

a) méme support que les vecteurs a additionner

b) le sens de celui qui a la plus grande norme

¢) comme norme la différence entre les normes de ceux-ci.

Dans le cas de vecteurs libres, on utilise la regle donnée précédemment pour les vecteurs libres.

C. Produit scalaire de deux vecteurs
Le produit scalaire de deux vecteurs libres non nuls @ et ¥ est le réel @ o ¥ = ||i]|.||0]| cos(8) ou 6 € [0, 7]
est la mesure de l'angle non orienté entre les deux vecteurs.

Si 'un des vecteurs est nul, le produit scalaire est nul.

Deux vecteurs sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul.

s

Remarque : le produit scalaire de deux vecteurs non nuls est nul si et seulement si 0 = 7.

3.1.3 Base et composantes d’un vecteur
A. Dans un plan
Deux vecteurs @ et ¥ non paralleles d’un plan forment une base de ce plan.

Tout vecteur & de ce plan se décompose de fagon unique comme combinaison linéaire de ces vecteurs.
Si & =r 4+ s U alors les réels r, s sont les composantes de & dans la base i, 7.

B. Dans ’espace
Trois vecteurs u, v et w non coplanaires forment une base de 'espace.

Tout vecteur & de I'espace se décompose de fagon unique comme combinaison linéaire de ces vecteurs.
SiZ=rd+s v+t alors les réels r, s, t sont les composantes de ¥ dans la base @, ¥, .

C. Base orthonormée

Une base est orthonormeée si les vecteurs qui la composent sont de norme 1 et orthogonaux 2 a 2.
Ainsi, €3, €3, €3 forment une base orthonormée de 'espace si

[lEill = lles]| = |l€3]| =1 et siel @e3 =€1 @3 =€z 063 = 0.
3.1.4 Opérations entre vecteurs et composantes

Si, dans une base de ’espace, les vecteurs a et b ont respectivement comme composantes (aq, as, az) et
(b1, ba, b3) alors les composantes de

e 1 d (r € R) sont données par (raj,ras,ras)

e G+ b sont données par (a1 + by, as + be, az + b3).
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Si, dans une base orthonormée de I’espace, les vecteurs @ et b ont respectivement comme composantes
(a1,az2,a3) et (b1, bs,b3) alors @ e b= aiby + asbs + azbs.

3.2 Repere - Coordonnées cartésiennes

3.2.1 Définitions

Une base du plan (de lespace) et un point O constituent un repére du plan (de V’espace) ; le point O
est 'origine du repere. Les droites passant par 'origine et dont les directions sont celles des vecteurs de
base sont appelées axes du repere.

Dans ce repere, on appelle coordonnées cartésiennes d’un point P les composantes du vecteur O_])-7
La premiere composante est I’abscisse de P, la deuxiéme en est I'ordonnée et la troisieme la cote.!

3.2.2 Composantes d’un vecteur a partir des coordonnées de 2 points

Si, dans un repere, les points P et @) ont respectivement pour coordonnées (zp,yp,zp) et (zq,¥qQ,2Q)

—
alors les composantes du vecteur PQ) sont données par (zg — p,yg — Yp, 2Q — 2p)-

3.2.3 Distance entre deux points

Si, dans un repere orthonormé, les points P et () ont respectivement pour coordonnées (zp,yp,zp) et
(xq,yq, zq) alors la distance entre P et () est donnée par

dist(P,Q) = /(zqg —zp)® + (yo —ypr)? + (20 — 2zp)>.

3.2.4 Coordonnées du milieu d’un segment

Si, dans un repere, les points P et @) ont respectivement pour coordonnées (zp,yp,zp) et (2q,¥yqQ,2Q)
Tp+2qQ Ypr +YqQ ZP+ZQ)
2 ’ 2 ’ 2

alors le milieu M du segment PQ) a pour coordonnées M(

3.3 La droite dans le plan
3.3.1 Définition vectorielle d’une droite

Soient un point Py et un vecteur libre non nul 7.
La droite d passant par P, et de vecteur directeur v’ est I’ensemble des points P pour lesquels il existe un

s 4 -
réel r tel que PP =1 v.

Remarques

1. Tout multiple non nul de ¥’ est aussi un vecteur directeur de d.

- =
2. Si Py et P; sont deux points distincts alors le vecteur PyP; est un vecteur directeur de d et on
peut définir cette droite comme ’ensemble des points P pour lesquels il existe un réel r tel que
— —
P()P =T POP1~
Si r < 0 alors les points P définis se trouvent “avant” Py ; si r € [0, 1] alors les points P sont ceux
du segment PyP;. Enfin, si r > 1, les points P se trouvent “apres” P;j.

1Dans le plan, les points n’ont que deux coordonnées, une abscisse et une ordonnée.
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3.3.2 Equation cartésienne d’une droite

Si on fixe un repere du plan, toute droite a une équation cartésienne de la forme az + by + ¢ = 0 avec
a,b, c € Ret a,bnon simultanément nuls. Inversement, toute équation de ce type est ’équation cartésienne
d’une droite.

Cas particuliers
1. Droite paralléle & Paxe des abscisses : y = b (b € R)
2. Droite paralléle a 1’axe des ordonnées : x = a (a € R)

3. Droite non paralléle a 'axe des ordonnées : y = mx +p (m,p € R) olt m est le coefficient angulaire
de la droite.

4. Droite passant par Py de coordonnées (g, yo) et de coefficient angulaire m : y — yg = m(x — xg).

3.3.3 Appartenance d’un point a une droite

Dans un repere du plan, le point Py de coordonnées (zo,yo) est un point de la droite d d’équation
cartésienne ax + by + ¢ = 0 avec a,b,c € R et (a,b) # (0,0) si ses coordonnées vérifient 1’équation de d
c’est-a- dire si axg + byg +c=0.

Inversement, si on cherche les coordonnées d'un point Py de la droite d d’équation cartésienne
ax + by + ¢ = 0 avec a,b,c € R et (a,b) # (0,0), il suffit de choisir arbitrairement une valeur xo (resp.
yo) et de déterminer yo (resp. zg) pour avoir axg + byo + ¢ = 0.

3.3.4 Distance d’un point a une droite

Dans un repeére orthonormé, la distance du point Py de coordonnées (zg,yo) & la droite d d’équation
cartésienne ax + by + ¢ = 0 avec a,b,c € R et (a,b) # (0,0) est donnée par

_axg 4 byo + ¢

dist(Py, d) e

3.3.5 Lien entre vecteur directeur et coefficient angulaire d’une droite

e Si ¥, vecteur directeur de d, a pour composantes (v1, vs) alors le coefficient angulaire de d vaut

V2

si v #0.

m =
U1

—
e Si ¥ = PyP; a pour composantes (1 — o, y1 — yo) alors le coefficient angulaire de d vaut

_ Y1~ Y%
Tr1 — Xo

m si x1 # 2.

3.4 Positions relatives de deux droites
3.4.1 Intersection

De fagon générale, déterminer 'intersection de 2 courbes données par leurs équations cartésiennes consiste
a résoudre le systeme formé par leurs équations. Des lors, l'intersection de deux droites est donnée par la
résolution d’un systeme de 2 équations linéaires a 2 inconnues.

Trois cas peuvent se présenter :

1. le systéme admet une seule solution : les 2 droites sont sécantes

2. le systeme n’admet pas de solution : les 2 droites sont paralleles et distinctes
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3. le systéme admet une infinité de solutions (systéme simplement indéterminé) : les 2 droites sont
paralleles et confondues.

3.4.2 Droites paralleles

Deux droites sont paralleles si elles sont déterminées par un méme vecteur directeur ; leurs coefficients
angulaires (s’ils existent) sont égaux.

Si dy et do ont respectivement comme équation cartésienne ajx 4+ b1y + ¢1 = 0 et asx + boy +co = 0
a b

avec (a1,b1) # (0,0) et (ag,by) # (0,0) alors dy est paralléle & dy si et seulement si — = b—l (avec la
a2 2

convention qu’a un dénominateur nul correspond un numérateur nul).

3.4.3 Droites orthogonales (ou perpendiculaires)

Dans un repere orthonormé, deux droites sont orthogonales si le produit scalaire de leurs vecteurs direc-
teurs est nul.

Dans un repere orthonormé du plan, deux droites non paralleles aux axes sont orthogonales si le produit
de leurs coefficients angulaires vaut —1.

Si d a pour équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 avec a,b,c € R et (a,b) # (0,0) alors toute droite
orthogonale & d a pour vecteur directeur un vecteur de composantes (a,b).

3.5 Régions du plan par rapport a une droite

Soit une droite d d’équation cartésienne y = mx + p avec Y, +P2

m,p € R. \ d_-
Considérons 3 points du plan de méme abscisse, P; situé } 7

sur d, Py et P5 situés de part et d’autre de d (cf. graphique). Py

Des lors, 'ordonnée de P; vaut mx + p, celle de P est ‘?Pg

supérieure a mx + p tandis que celle de P3 est inférieure |

a mz + p. Il en va de méme quelle que soit l’abscisse { VX

considérée.

Ainsi, tous les points situés “au-dessus” de d sont ceux de I'ensemble {(z,y) € R? : y — mxz — p > 0}
et ceux situés “en dessous” de d sont ceux de I'ensemble {(z,y) € R? : y — mx — p < 0}.

3.6 Les coniques

3.6.1 Le cercle

Soient un point Py du plan et un réel r strictement positif.
Le cercle C de centre Py et de rayon r est le lieu des points du plan dont la distance a Py vaut r.
On a donc PeC < dist(P, Py) =r.

Dans un repére orthonormé, si Py et P ont respectivement pour coordonnées (xg,yo) et (x,y) alors C a
pour équation cartésienne (x —20)? + (y — y0)? = r%.

Remarque : si le cercle est centré & I'origine du repere, son équation cartésienne est 2 + y2 = r2.
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3.6.2 L’ellipse

Soient F' et F’ deux points distincts du plan, appelés foyers, et 2a un réel strictement plus grand que la
distance entre F et F’.
L’ellipse £ définie par ces données est le lieu des points du plan dont la somme des distances & F et F’

vaut 2a.
On a donc P e & & dist(P, F) +dist(P, F') = 2a.

Considérons un repere orthonormé dont ’axe des abscisses passe par les foyers et dont ’axe des ordonnées
passe par le milieu du segment défini par les foyers. Dans ce repere, I, F’ et P ont respectivement pour
coordonnées (c,0), (—¢,0) et (z,y) avec ¢ > 0 et £ a pour équation cartésienne

2 2
— b—zzl avec b=+va?—c?
a

Y
0,b)

(a,0)

( \
N S
~__ |

Remarque : si on place les foyers sur 'axe des ordonnées, I’axe des abscisses passant par le milieu du
segment F'F’ alors £ a pour équation cartésienne

22 2
— 4+ =1 avec b=+vVa?—c?

c
L’excentricité e d’une ellipse est donnée par e = —, rapport de la distance entre les foyers a la distance
a

entre les points d’intersection de 'ellipse avec la droite passant par les foyers. C’est un réel strictement
compris entre 0 et 1 puisque dist(F, F’) = 2¢ < 2a.

3.6.3 L’hyperbole

Soient F' et F’ deux points distincts du plan, appelés foyers, et 2a un réel strictement positif strictement
plus petit que la distance entre F et F’.

L’hyperbole H définie par ces données est le lieu des points du plan dont la valeur absolue de la différence
entre les distances & F et F' vaut 2a.

On a donc P e H & |dist(P, F) — dist(P, F')| = 2a.

Considérons un repere orthonormé dont ’axe des abscisses passe par les foyers et dont ’axe des ordonnées
passe par le milieu du segment défini par les foyers. Dans ce repere, F', F’ et P ont respectivement pour
coordonnées (c,0), (—c,0) et (x,y) avec ¢ > 0 et H a pour équation cartésienne

2 2
T
?—Zj:l avec b=+Vc

2 _ g2

b b
Les droites d’équation y = — = et y = —— x sont les asymptotes de 'hyperbole.
a a
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Remarque : si on place les foyers sur 'axe des ordonnées, I’axe des abscisses passant par le milieu du
segment F'F’ alors H a pour équation cartésienne

2 2
x
b—z—%:—l avec b=+vc?2—a?
. . a a
et dans ce cas, les asymptotes ont pour équation y = 77 et y=—— x.

c
L’excentricité e d’une hyperbole est donnée par e = —, rapport de la distance entre les foyers a la
a

distance entre les points d’intersection de 'hyperbole avec la droite passant par les foyers. C’est un réel
strictement supérieur & 1 puisque dist(F, F') = 2¢ > 2a.

3.6.4 La parabole

Dans le plan, considérons une droite d, appelée directrice, et un point F' appelé foyer, n’appartenant pas
a d. La parabole P définie par ces données est le lieu des points du plan dont la distance a F' est égale
a la distance a d.

On a donc P e P & dist(P, F) = dist(P, d).

Considérons un repere orthonormé dont ’axe des abscisses est la perpendiculaire a d passant par F' et
dont ’axe des ordonnées passe par le milieu du segment défini par F' et par le point d’intersection de
Paxe des abscisses et de la directrice. Dans ce repere, F et P ont respectivement pour coordonnées (¢, 0)
et (x,y) avec ¢ > 0, d a pour équation x = —c et P a pour équation cartésienne

y? = 4ea.
1y

Iiﬁj

Remarque : si la droite passant par le foyer et perpendiculaire a la directrice est ’axe des ordonnées et si
I’axe des abscisses passe par le milieu du segment défini par F' et par le point d’intersection de l'axe des
ordonnées et de la directrice alors P a pour équation cartésienne x? = 4cy.

L’excentricité e d’une parabole vaut 1.
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3.7 Quelques exercices a résoudre ... et leurs solutions

3.7.1 Exercices

1. Dans un repere orthonormé du plan, on considere la droite a d’équation 2x — y + 3 = 0, la droite
b d’équation = + y = 0 ainsi que leur point commun P. Déterminer une équation cartésienne de la
droite d si

(a) d passe par P et par le point C' de coordonnées (2, 1)
(b) d passe par P et est paralléle & la droite dy d’équation 22 — 3y =0

(¢
(d

)
) d passe par P et a pour coefficient angulaire —%
)
e) d passe par P et est parallele a la droite dy d’équation 2y +1 =0
)
)
)

d passe par P et est parallele a la droite d3 d’équation z — 3 =0

f
g) d passe par P et est perpendiculaire & la droite dg d’équation 3y — z 4+ /2 =0
h

2. Dans un repere du plan, on considere les points A, B, C' dont les coordonnées sont respectivement
(a) (—1,-6), (5,6) et (3,2)
(b) (0,2), (5,0) et (—10,2)
Ces points sont-ils alignés 7 Justifier.

(
(
(
(

d passe par P et est parallele a la droite ds d’équation 4x — 2y +1 =20

d passe par P et est perpendiculaire a la droite dy d’équation z =y

3. Dans un repére orthonormé du plan, les sommets A, B et C' d’un triangle ont respectivement pour
coordonnées (3,2), (5,6) et (7,0).

(a) Ecrire les équations cartésiennes des cotés, des médianes, des hauteurs de ce triangle ainsi que
celle de la droite d passant par A et parallele a BC.

(b) Déterminer les coordonnées du point d’intersection des médianes de ce triangle.
(¢) Calculer la longueur des c6tés. De quel type de triangle s’agit-il ?

4. Dans un repere du plan, les sommets A, B, C et D d’un quadrilatere ont respectivement pour
coordonnées (3,2), (—5,4), (=3, —4) et (2,—3). On note P le point commun aux droites AB et CD
et @ le point commun aux droites AD et BC. Démontrer que les droites AC' et PQ sont paralleles
et que BD passe par le milieu M du segment PQ.

5. Dans un repere du plan, on considere la droite a d’équation 2z — 3y +6 = 0 et la droite b d’équation
3z + 2y — 6 = 0 sécantes au point S.

(a) Déterminer une équation cartésienne de SP si P a pour coordonnées (1, 3)

(b) Déterminer une équation cartésienne de SM si M est le milieu du segment déterminé par les
points d’intersection de a et de b avec ’axe des abscisses.

6. Soient A un point de coordonnées (—1,—2) et d une droite d’équation 2z + 3y = 0 dans un repere
orthonormé du plan. La droite comprenant A et parallele & d coupe I'axe des abscisses en B.
La droite comprenant A et perpendiculaire a d coupe 'axe des ordonnées en D. Déterminer les
coordonnées des sommets du rectangle ABCD.

7. Soit le triangle ABC' dont les sommets ont respectivement pour coordonnées (6,4), (2, —2) et (—4,2)
dans un repere orthonormé du plan.

(a) Donner les équations cartésiennes des médiatrices des cotés du triangle ABC.

(b) Vérifier que ces médiatrices sont concourantes en un point M dont on calculera les coordonnées.
(c) Vérifier que M est situé a égale distance des points A, B et C.

(d) Déterminer la distance du point M & la droite AB.

8. Dans un repere orthonormé d’un plan, on considere les droites a d’équation x — 2y — 1 = 0, b
d’équation 7x +y + 8 = 0 et ¢ d’équation x + y — 4 = 0 qui déterminent un triangle.

(a) Déterminer les coordonnées des sommets de ce triangle.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

(b) Déterminer le centre de gravité?, 'orthocentre? et le centre du cercle circonscrit au triangle.*
Dans un repere orthonormé, déterminer le réel k pour que le cercle d’équation 224y —2z+4y+k = 0
(a) passe par le point de coordonnées (4, 3)

(b) ait 4 comme rayon.
Dans un repere orthonormé, déterminer une équation cartésienne du cercle
(a) qui passe par le point de coordonnées (—2, —2) et dont le centre a pour coordonnées (1, 2)
(b) qui est tangent & la droite d’équation 4z — 3y — 2 = 0 et dont le centre a pour coordonnées
(2a _3)

(c) de diametre AB si les points A et B ont respectivement pour coordonnées (—1,3) et (2, —1).
Déterminer, si elles existent, les coordonnées des points communs au cercle et a la droite dont on
donne les équations cartésiennes dans un repere orthonormé
(a) 22 +y? =65et 3x+y—25=0
(b)z? +y? —4x+6y+9=0et 5z +12y=0
Dans chacun des cas, la droite est-elle sécante, tangente ou non sécante au cercle ?

Dans un repere orthonormé, on considere les cercles C; et Co dont les équations cartésiennes sont
respectivement z2 4+ 3% — 2x + 4y — 11 = 0 et 22 + 32 + 10z — 6y + 25 = 0. Ces cercles sont-ils
sécants 7 Justifier.

Dans un repere orthonormé, déterminer une équation cartésienne de l’ellipse dont les foyers se
trouvent sur 'un des axes du repere symétriquement par rapport a l'origine de ce repere

(a) et qui passe par les points de coordonnées (3,0) et (0,5). Quelles sont alors les coordonnées

des foyers ?

(b) qui passe par le point de coordonnées (0,—13) et dont un foyer a pour coordonnées (0,5).

Quelle est 'excentricité de cette ellipse ?
(c) qui passe par le point de coordonnées (—12,0) et dont un foyer a pour coordonnées (0, —5).
Quelle est 'excentricité de cette ellipse 7
Dans un repere orthonormé, déterminer une équation cartésienne de I’hyperbole dont les foyers se
trouvent sur I'un des axes du repere symétriquement par rapport a l'origine de ce repere
(a) qui passe par le point de coordonnées (3,0) et dont une asymptote a pour équation 2z —y = 0.
Quelle est ’excentricité de cette hyperbole ?
(b) qui passe par le point de coordonnées (0,5) et dont un foyer a pour coordonnées (0,—13).
Quelles sont les équations des asymptotes de cette hyperbole ?

(¢) dont un foyer a pour coordonnées (13,0) et dont une asymptote a pour équation 12z + 5y = 0.
Quelle est I'excentricité de cette hyperbole ?

Dans un repere orthonormé, on considere la parabole d’équation y? = kx. Déterminer le réel k pour
que la parabole
(a) passe par le point de coordonnées (4,2)
(b) admette comme foyer le point de coordonnées (3, 0).
Dans un repere orthonormé, on considére la parabole d’équation y? = 2z et la droite d’équation
x+y+4 = 0. Déterminer, si elles existent, les coordonnées des points d’intersection de la droite et
de la parabole.

Dans un repere orthonormé, on considere les paraboles P; et P, dont les équations cartésiennes
sont respectivement y% + 4z = 0 et 22 = v/2y. Déterminer le foyer de chacune de ces paraboles et
les coordonnées de leurs éventuels points communs.

Dans un repere orthonormé, construire la courbe dont une équation cartésienne est

1) y? =4z 6) 922 — 16y° — 144 = 0

2) 422 + 9y? = 36 722 +y? - 20 +4y—20=0
3) 2% +2y* =0 8) 4x? = 25y>

4) 322 -2y =1 9) 16y* — 927 = 144

5 2 +y*—9=0 10) 1627 + 25y = 100

2Le centre de gravité d’un triangle est le point d’intersection de ses médianes.
3L’orthocentre d’un triangle est le point d’intersection de ses hauteurs.
4Le centre du cercle circonscrit & un triangle est le point d’intersection des médiatrices de ses cotés.
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19. Pour chacune des coniques dont les équations sont données dans l’exercice ci-dessus, déterminer
(a) les coordonnées du centre et le rayon pour les cercles
(b) les coordonnées du (des) foyer(s) pour les ellipses, hyperboles et paraboles
(¢) une équation des asymptotes pour les hyperboles
(d) une équation de la directrice pour les paraboles.

3.7.2 Solutions

1. (a)y—1=0 (e)y—1=0
(b) 22 —3y+5=0 (f)2z—y+3=0
(¢)2x+5y—3=0 (g)3xr+y+2=0
d)z+1=0 (hyz+y=0
2. (a) Oui (b) Non
3. (a) Cotés AB:2z—y—4=0 BC:3x+4+y—-21=0 AC:z+2y—7=0
Médianes ma:x—3y+3=0 mp:zx—5=0 me 4+ 3y —28=0
Hauteurs ha:x—3y+3=0 hp:2xr—y—4=0 he:x4+2y—7=0
d:3z+y—11=0
(b) Coordonnées (5,9)
(c) Long. des cotés |AB| =25 |AC| = 2V/5 |BC| = 2v/10

Le triangle est isocele de sommet A.

41 2 1 44
4. Les points P et Q ont respectivement pour coordonnées (?, fg) et (fg, fg)
— —
Les vecteurs AC' et PQ ont respectivement pour composantes (—6, —6) et (=14, —14). Comme ils
sont multiples I'un de l'autre, les deux droites sont paralleles.

Les coordonnées de M (%, 72—33) vérifient ’équation de BD : z +y+ 1 = 0.
5. (a) SP: 9z —Ty+12=0 (b) Coord. de M(—1%,0) et SM : 12z — 5y +6 =0

6. Les coordonnés des sommets sont A(—1,—2), B(—4,0), C(-3,3) et D(0,—1).

a) Médiatrices : map : 2 +3y —11 =0, mac : 52 +y—8=0, mpc:3x —2y+3=0
b)Coordonnées de M(1,3)

c) dist(AM) =dist(BM) =dist(CM) = /26

d) dist(M, AB) = /13

A~ N S

8. (a) Les coordonnées des sommet du triangle sont (—1,—1), (3,1) et (—2,6).

2 2 18
(b) Centre de gravité : (0,2) ; orthocentre : (g, §)’ centre du cercle circonscrit : (—g, §)
9. (a) k = —29 (b) k = —11
10. (a) 22 4+y*—22—4y—20=0 (b) 22 +y? —4x+6y+4=0 (c) 2 +y?>—2—-2y—5=0

11. (a) (7,4) et (8,1) : la droite est sécante au cercle.

36 15
(b) (1—3, —1—3) : la droite est tangente au cercle.

12. Non car la distance entre les centres est supérieure a la somme des rayons.
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1,2 2
13. (a) =+ % —1.(0,4) et (0, -4
@) 5+ L =1 0 et (0,0
x? y? )
g = 2
®) g T == 13
x? y? 5
© T T e~
1,2 2
U () = . e=
(3)9 36 ;e=1/5
.%'2 y2
2 iy = = - _
() 711 ~ 25 Y= ety =t
x2 y? 13
© -~ Ye=%
15. (a) k=1 (b) k = 12

16. La droite n’a aucun point commun avec la parabole.

2
17. Py : foyer (—1,0) P, : foyer (0, %) ; coord. des points communs : (0,0) et (—2,2v/2)

18. et 19.
1) parabole : foyer (1,0) et directrice : z = —1
ellipse : foyers (v/5,0) et (—/5,0)

conique dégénérée en un point de coordonnées (0, 0)

1 2
4) parabole : foyer (0, _5) et directrice : y = —3

2
3
5) cercle : centre (0,0) et rayon 3

4
7) cercle : centre (1, —2) et rayon 5

8) 2 droites sécantes d’équation y = gx ety=—-

)

)

)

) 3 3
6) hyperbole : foyers (5,0) et (—5,0); asymptotes : y = Vi et y=—-x

)

) 5

)

3 3
9) hyperbole : foyers (0,5) et (0, —5); asymptotes : y = Zz ety = _Zx
3 3
10) ellipse : foyers (5,0) et (—5,0)



Chapitre 4

Fonctions d’une variable réelle

4.1 Définitions

4.1.1 Fonction, domaine de définition, image, graphe, graphique et zéro

Une fonction réelle d’'une variable réelle est une loi qui, a tout élément d’un ensemble A de R associe
un seul réel. De fagon générale, on note une fonction f sous la forme f: A — R:z+— f(x); f(x) est un
réel : c’est I'image par f du réel x de A.

Le domaine de définition d’une fonction f est I’ensemble des réels qui ont une image par f; on le note
dom(f) et, avec la notation ci-dessus, dom(f) = A.

L’image d’une fonction f est ’ensemble des réels f(z) images de tous les réels « du domaine de définition
de f. Cet ensemble est noté im(f);on a donc im(f) = {f(z) : € dom(f)}.

Le graphe d’une fonction f est ensemble {(z, f(z)) : « € dom(f)}.
Le graphique d’une fonction f est la représentation géométrique (graphique) de son graphe.

Un zéro d’une fonction f est un réel du domaine de définition de f dont 'image par f vaut zéro. De
fagon équivalente, le réel a € dom(f) est un zéro de f si f(a) = 0. Graphiquement, un zéro d’une fonction
est I’abscisse d’'un point d’intersection du graphique de la fonction avec ’axe des abscisses.

4.1.2 Fonction constante, croissante, décroissante, monotone
Soit f une fonction réelle définie sur un sous-ensemble A de R.
La fonction f est constante sur A si Vo € A : f(z) = k, k étant un réel fixé; le graphique d’une

telle fonction est une droite parallele a ’axe des abscisses d’équation cartésienne y = k. Le domaine de
définition de cette fonction est R et 'image est {k}.

La fonction f est croissante sur A si Vai, 20 € A: 21 < 29 = f(x1) < f(x2). Ainsi, chaque fois qu'on
prend deux réels distincts de A, la relation d’ordre est conservée entre ces réels et leurs images par f.

La fonction f est décroissante sur A si Voy,22 € A : 21 < 22 = f(x1) > f(x2). Ainsi, chaque fois
qu’on prend deux réels distincts de A, la relation d’ordre est renversée entre ces réels et leurs images par f.

La fonction f est monotone sur A si elle y est soit croissante, soit décroissante.

Elle est strictement croissante (resp. décroissante, monotone) sur A si les inégalités précédentes
sont strictes.

38
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4.1.3 Maximum, minimum, extremum

Soit f une fonction réelle définie sur un sous-ensemble A de R.

La fonction f admet un maximum local en a € A s’il existe un réel r» > 0 tel que f(z) < f(a), Va €
[a —r,a+7r]NA;la valeur du maximum est f(a).

La fonction f admet un minimum local en a € A s’il existe un réel r > 0 tel que f(x) > f(a), Yz €
[a—r,a+7r]NA;la valeur du minimum est f(a).

Si I'inégalité est vraie pour tout z € A on parle alors d’un maximum ou d’'un minimum global.
Un extremum est un maximum ou un minimum.

4.1.4 Relations entre fonctions

Soient f et g deux fonctions réelles définies sur un sous-ensemble A de R.

Les fonctions f et g sont égales, ce qu’on note f = g, si elles ont des images égales pour tous les réels
de leur domaine de définition commun A. Ainsi, f = g si dom(f) =dom(g) = AetsiVae € A: f(z) = g(x).

La fonction f est supérieure a la fonction g, ce qu’on note f > g, si Vo € A: f(x) > g(x).
On a des définitions analogues pour f > g, f <get f <g.

La fonction f est positive sur A, ce qu'on note f > 0siVz € A: f(x) > 0.
On a des définitions analogues pour fonction négative, strictement positive (resp. négative).

4.1.5 Fonction injective, surjective, bijective

Soit f une fonction réelle définie sur un sous-ensemble A de R.

Cette fonction est injective si deux réels distincts du domaine de définition ont des images distinctes
ou, de facon équivalente, si tout réel de 'image provient d’un seul réel du domaine de définition. En
symboles mathématiques, on note

Vay, 20 € A:xy # 20 = f(x1) # f(22) ou Vay,x0 € At f(x1) = f(z2) = 21 = 9.
Graphiquement, toute droite parallele a ’axe des abscisses rencontre le graphique de f en un point au plus.

Si f est défini par f : A — im(f) : * — f(z) alors f est une fonction surjective. Il suffit donc de
spécifier I'image d’une fonction pour la rendre surjective.
Une fonction bijective est une fonction a la fois injective et surjective.

4.1.6 Fonction inverse (réciproque) d’une fonction

Soit f une fonction injective réelle définie sur un sous-ensemble A de R.

La fonction inverse de f est la fonction de domaine de définition égal a I'image de f, qui & tout réel
y € im(f) associe le réel z € dom(f) tel que y = f(z); on note cette fonction f=1.
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Ainsi, si on a f : A — R injectif alors f~! :im(f) — A:y — f~(y) tel que y = f(x), = € A.
Dans un repére normé, les graphiques des fonctions f et f~! sont symétriques par rapport & la premiere
bissectrice c’est-a-dire par rapport a la droite d’équation cartésienne y = x.

4.1.7 Fonction paire, impaire, périodique

Soit f une fonction réelle définie sur un sous-ensemble A de R.

La fonction f est paire si Vo € A, on a —z € A et f(—z) = f(x).
Le graphique d’une fonction paire admet ’axe des ordonnées comme axe de symétrie.

La fonction f est impaire si Vo € A, on a —z € A et f(—z) = —f(z).
Le graphique d’une fonction impaire admet 'origine du repére comme centre de symétrie.

La fonction f est périodique de période T'siVz € A,onaxz+T € Aet f(x+T) = f(z); la période
T est le plus petit réel strictement positif qui vérifie cette égalité.

Le graphique d’une fonction périodique est completement connu lorsqu’on le connait sur un intervalle de
longueur égale a la période.

4.1.8 Opérations sur les fonctions

Soient f et g deux fonctions réelles définies sur un sous-ensemble A de R.

La somme des fonctions f et g est la fonction notée f+g¢g qui & tout réel x € A associe le réel f(z)+g(z).
En symboles mathématiques, on note f +g: A = R:z— (f + g)(z) = f(z) + g(x).

Le produit des fonctions f et g est la fonction notée f.g qui & tout réel x € A associe le réel f(x).g(z).
En symboles mathématiques, on note f.g: A — R:xz — (f.g)(x) = f(z) . g(x).

Le quotient des fonctions f et g est la fonction notée / qui a tout réel x € A\ {z : g(z) = 0} as-
g

socie le réel

x) En symboles mathématiques, on note ! A\ {z:g(z) =0} - R:z— (=)(z) = —=.
g

(
g()

Soient f une fonction réelle définie sur un sous-ensemble A de R et g une fonction réelle définie sur un
sous-ensemble B de R tel que {g(z) : x € B} C A.

La fonction composée f o g est la fonction qui a tout réel x € B associe le réel f(g(z)). En symboles
mathématiques, on note fog: B—R:x+— (fog)(z) = f(g(x)).

4.2 Fonctions élémentaires

4.2.1 Fonction polynéme du premier degré
Une fonction polynéme du premier degré est une fonction du type f: R — R : x +— ax + b avec a,b € R

et a #£ 0.

b
On a dom(f) = im(f) = R et son unique zéro est ——. Le graphique de cette fonction est une droite qui

rencontre l'axe des ordonnées au point de coordonnées (0, b).
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a>0 et b>0 a<0 et b>0
Y y=ax+b y=axr—+b +Y
-
S
X X
Signe de cette fonction

:
T _Z
a

axr +b | signede (—a) | 0 | signe dea

Cas particulier : la fonction identique est la fonction définie par f : R — R : 2 — f(x) = x; son
graphique est la bissectrice du premier quadrant.

4.2.2 Fonction polynéme du second degré

Une fonction polynéme du second degré est une fonction du type f : R — R : x +— ax? + bx + ¢ avec
a,b,c € Ret a#£0.

On a dom(f) = R. Le graphique de cette fonction est une parabole qui rencontre 1’axe des ordonnées

—b dac—b?
au point de coordonnées (0,c¢) et dont le sommet a pour coordonnées (2, ch4> Ce sommet
a a
. : : : . : dac — b? :
est un minimum si @ > 0 et un maximum si a < 0. Dés lors, im(f) = T,—i—oo sia > 0 et
a
4ac — b?
im(f) = } —00, ac} si a < 0. Notons A = b* — 4ac.
a
4Y . y
A>0 |\, A=0 |4 A<O
2 T 7 T 3 z 1 1 2z 3
. X By X X
a<0 4 Y
A=0 : a<o 1Y
A > 0 2 Y =T T 7 >
. . X ' X
- s ) " .
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Zéros de cette fonction

Soit A = b% — 4ac.
—b+ VA —b— VA

e Si A > 0 alors les zéros sont donnés par et
2a 2a
—b
e Si A =0 alors le zéro double est donné par 0
a

e Si A < 0 alors le polynéme n’a pas de zéro réel.

Signe de cette fonction

e A>0:six et zy (1 < x2) sont les zéros du trindme, on a

z | | @1 | | @ |

ax? +bx +c ‘ signe de a ‘ 0 ‘ signe de (—a) ‘ 0 ‘ signe de a

e A =0:six = xs est le zéro double du trinéme, on a

x ‘ ‘l‘lz.ﬁz‘

ar® +bx +c ‘ signe de a ‘ 0 ‘ signe de a

e A>0

r |

ax? +bx +c ‘ signe de a

4.2.3 Fonction valeur absolue

x si
La fonction valeur absolue est la fonction définie par f: R — R : x — 0 si
—x sl

On a dom(f) = R et im(f) = [0, +00o[; ¢’est une fonction paire, positive dont le seul zéro est 0.

y = ||

4.2.4 Fonction inverse d’un réel

1
La fonction inverse d’un réel est la fonction définie par f : Ry = R:z — —.
x

On a dom(f) = im(f) = Ry ; c’est une fonction impaire qui n’a pas de zéro.

x>0
rz=0
<0

42
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4.2.5 Fonction racine carrée

La fonction racine carrée est la fonction définie par f : [0, +o0o[— R : x — /z.

On a dom(f) = im(f) = [0, 4+o0[; c’est une fonction positive dont le seul zéro est 0. Cette fonction est

I'inverse de la fonction g : [0, +-00[— [0, +-00[: z +— 22,

A Y

4.2.6 Fonctions cube et racine cubique

La fonction cube est la fonction définie par f : R — R : z — z3.

On a dom(f) = im(f) = R; c’est une fonction impaire dont le seul zéro est 0.

Cette fonction a pour inverse la fonction racine cubique définie par f=! : R — R : x — ¥z, fonction
impaire dont le seul zéro est 0 et telle que dom(f~!) = im(f~!) = R.
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24

4.2.7 Fonctions sinus et arc sinus

La fonction sinus a été définie et représentée graphiquement dans le chapitre de trigonométrie. Son do-
maine de définition est R et son image est [—1, 1]. C’est une fonction impaire, périodique de période 27
et elle a pour zéros les réels km, k € Z.

. . - . 4 Toan . P T ™ T N
Afin de rendre cette fonction injective, on réduit son domaine de définition a l'intervalle [—5, 5} Des
lors, on peut définir sa fonction inverse, la fonction arc sinus.

La fonction arc sinus est la fonction définie par
) T . .
arcsin : [—1,1] — [—5, 5} @ — arcsin(z) = y < sin(y) = .
T
On a dom(f) = [-1,1] et im(f) = [—5, 5] ; c’est une fonction impaire dont le seul zéro est 0.
Y .
3Y Ty = arcsin(x)
1.9 . 1.5 y=ux
y = arcsin(x)
1 1
= sin(z
Ny o y (z)
T-05 R T5 -1 05 05 1 15y
0.5 0.5
-1 1
1.5 1.5
-2 2
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4.2.8 Fonctions cosinus et arc cosinus

La fonction cosinus a été définie et représentée graphiquement dans le chapitre de trigonométrie. Son
domaine de définition est R et son image est [—1,1]. C’est une fonction paire, périodique de période 27

et elle a pour zéros les réels g + krn, k € Z.

Afin de rendre cette fonction injective, on réduit son domaine de définition & 'intervalle [0, 7r]. Deés lors,
on peut définir sa fonction inverse, la fonction arc cosinus.

La fonction arc cosinus est la fonction définie par

arcos : [—1,1] — [0, 7] : & — arcos(x) = y < cos(y) = x.
On a dom(f) = [—1,1] et im(f) = [0, 7] ; c’est une fonction positive dont le seul zéro est 1.
-4 Yy
] y = arcos(z) 3 -
2.5 2
2
1.5 L
! —
o y = arcos(z) T 1 2 Ty
toos osTT Ty ' y = cos(z)

4.2.9 Fonctions tangente et arc tangente

La fonction tangente a été définie et représentée graphiquement dans le chapitre de trigonométrie. Son
T
domaine de définition est R\ { — + km, k € Z ; et son image est R. C’est une fonction impaire, périodique

de période 7 et elle a pour zéros les réels kw, k € Z.

T
Afin de rendre cette fonction injective, on réduit son domaine de définition & l'intervalle }—5, ) [ Des

lors, on peut définir sa fonction inverse, la fonction arc tangente.

La fonction arc tangente est la fonction définie par
T
arctg : R — } 53 [ s x> arctg(z) = y & tg(y) = .

On a dom(f) =R et im(f) = } —g7 g [; c’est une fonction impaire dont le seul zéro est 0.

Yy = te(@)
y==z
4Y N
3
; y = arcte(z) 2
1
. - . 1 5 " —y 6 7 -2 2 1 6 P

o y = arctg(z) -2
-3

-4
-4




CHAPITRE 4. ANALYSE : FONCTIONS 46

4.2.10 Fonctions cotangente et arc cotangente

La fonction cotangente a été définie et représentée graphiquement dans le chapitre de trigonométrie. Son
domaine de définition est R\ {kw, k € Z} et son image est R. C’est une fonction impaire, périodique de

période 7 et elle a pour zéros les réels g + kn, k € Z.

Afin de rendre cette fonction injective, on réduit son domaine de définition & 'intervalle ]0, 7r[. Deés lors,
on peut définir sa fonction inverse, la fonction arc cotangente.

La fonction arc cotangente est la fonction définie par
arcotg : R —]0, 7[: & — arcotg(z) = y & cotg(y) = x.

On a dom(f) = R et im(f) =]0, 7[; c’est une fonction strictement positive.

Y 4y = cotg(x)

y = arcotg(x)

y = arcotg(z) 4

4.2.11 Fonctions exponentielle et logarithme

La fonction exponentielle, notée exp!, est définie sur R et son image est ]0,+oo[. C’est une fonction
strictement positive dont I'une des propriétés fondamentales est Va,y € R : exp(z+y) = exp(x) . exp(y).
On a aussi exp(0) =1 et exp(l) = e~ 2, 71.

Comme cette fonction est injective, on peut définir sa fonction inverse, la fonction logarithme.

La fonction logarithme est la fonction définie par
In: J0, 40— R: 2 — In(z) = y & exp(y) = .

On a dom(f) = ]0,+o0[ et im(f) = R; c’est une fonction dont le seul zéro est 1. L'une de ses propriétés
fondamentales est  Vz,y € ]0,+o0] : In(z.y) = In(x) + In(y). On a aussi In(1) = 0 et In(e) = 1.

WY
° Y3
° 2 y = In(z)
4 y = exp(x) .
3
- R S S A
2 o X
/ 2
4 -2 2 4'X 3
-4
-5

LOn note aussi exp(x) sous la forme e?.
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4.3 Manipulations graphiques

47

Soit une fonction réelle f : A — R : z — f(x). A partir du graphique de cette fonction, représenter le

graphique de

1) fi:z = fiz) = [f(z)]
2) foarx— fo(x) = —f(x)
3) fs:x— f3(x) = f(—2)
4) fa:xz— fo(z) = f(x) + k, k étant un réel fixé.
5) fs:x— fs(z) = f(xz + k), k étant un réel fixé.
6) fo:x— fo(x) =kf(x), k étant un réel fixé.
T) fr:x— fr(x) = f(kz), k étant un réel fixé.

e Pour représenter le graphique de f; a partir de celui de f, il suffit d’effectuer une symétrie orthogonale
par rapport a ’axe des abscisses pour tous les points du graphique de f dont les ordonnées sont négatives.

E le :
xemple %

4

Y

fi

-]

S N R

e Pour représenter le graphique de f a partir de celui de f, il suffit d’effectuer une symétrie orthogonale

par rapport a I’axe des abscisses pour tous les points du graphique de f.
Exemple :

4 Y
2 f z AfZ
: P ,

Wy

P
<E

X

e Pour représenter le graphique de f3 a partir de celui de f, il suffit d’effectuer une symétrie orthogonale

par rapport a I’axe des ordonnées pour tous les points du graphique de f.
Exemple : %

4

~

fs

A

o SNw s

Y

YE 7

B w0 N e

PR R

e Pour représenter le graphique de f; a partir de celui de f, il suffit de faire subir la translation qui
applique le point de coordonnées (0,0) sur celui de coordonnées (0, k) & tous les points du graphique de

1.
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A Y
4
Exemple : WY
‘ ) Ja
f A
2|
2
1
2 1 2 .3 -2 -1 1 2 3 4
X
o X )
-2
-4
-3
-4

e Pour représenter le graphique de f5 a partir de celui de f, il suffit de faire subir la translation qui
applique le point de coordonnées (0,0) sur celui de coordonnées (—k,0) & tous les points du graphique
de f.

Exemple : .Y Y

fs

T 7 .8 ) -2 2 >
: X 1/ X
- 2|

e Pour représenter le graphique de fg a partir de celui de f, il suffit d’appliquer a tous les points du
graphique de f la transformation du plan qui applique tout point de coordonnées (z,y) sur celui de
coordonnées (z, ky) .

Exemple : % Y

e w
s
b e s

B w0 N e

Js

B w N b

e Pour représenter le graphique de f; a partir de celui de f, il suffit d’appliquer a tous les points du

graphique de f la transformation du plan qui applique tout point de coordonnées (z,y) sur celui de
x

coordonnées (ay) .

k
Exemple : WY LY

f { | fr

N

o

B w0 N e
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4.4 Quelques exercices résolus

4.4.1 Domaine de définition et zéros d’une fonction

Déterminer le domaine de définition et les zéros éventuels des fonctions suivantes :

L fla)=Sr=2 5. f(x)zln(gx_2> 9. f(z)=+/2sin(z) + 1

z? =1 2?2 —1
2. f(x)= izg : i 6. f(x)=In(z?) 10.  f(x) = arcsin(2z + 1)
3. f(x)= % 7. f(x) =2In(z) 11.  f(x) = exp(vVa? —1)
4. fx)= % 8. f(x)=tg(z+ %)

1) La fonction est définie sur A = {z € R: 2?2 — 1 # 0} = R\ {—1,1} puisque 22 — 1 = (z + 1)(z — 1).
2

Son seul zéro est 3 puisque 3z —2=0& 2 = —.

3
. PP 3r — 2 . . .
2) La fonction est définie sur A = {z € R: — 1 > 0}. Etudions le signe de la fraction : on a
22 —
x -1 2/3 1
3r—2|—| — | =] 0 |+]|+]|+
221+ 0 || —|—=|0]|+
3r —2
e 0 | —
o A+ Al+
Dés lors, on a dom(f) =] —1,2/3]U ]1,+o0] et le seul zéro de cette fonction est 2/3.

3) La fonction est définie sur A = {z € R:32—2 > 0,22 —1 > 0} =]1, +o00[. Comme 2/3 n’appartient pas
au domaine de définition de cette fonction, celle-ci ne possede pas de zéro. Remarquons que cette fonc-
tion n’est pas égale a la précédente puisque les domaines de définition de ces deux fonctions sont différents.

4) La fonction est définiesur A = {x € R : |t—1|—3 # 0}. Comme |z—1|-3=0< z—1 =3 ou z—1 = -3,
on a A =R\ {-2,4}. Cette fonction ne posséde pas de zéro puisque —2 n’appartient pas au domaine de
définition.

—2
5) La fonction est définie sur A = {& € R : 392671 > 0}. En se reportant a l’exemple 2, on voit que
72 —
dom(f) =] — 1,2/3[. Pour chercher les éventuels zéros, on résout
_9 _9 _
In sr-2 :O@Sx :1<:>x2—3x+1:0<:>x:3+\/50um:3 \/5
2 —1 2 -1 2 2

3—V5

Vu le domaine de définition, le seul zéro est 5

6) La fonction est définie sur A = {z € R: 22 > 0} = Ry. Ses zéros sont solutions de 1’équation 2% = 1;
on a donc —1 et 1 comme zéros.

7) La fonction est définie sur A = {z € R: x > 0} = ]0, +o0[; son seul zéro vaut 1.

8) La fonction est définie sur A = {z € R : cos(x + %) # 0}. Comme on a

cos(x—i—%):O(:)x—l—%:%—l—kﬂ(keZ)@ng—I—kﬂ(kEZ),
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le domaine de définition est R \ {g +kr 1 keZ}.

9) La fonction est définie sur A = {z € R : 2sin(z) + 1 > 0}. Comme 2sin(z) + 1 > 0 < sin(z) > —3,

7 7
on a A= U [—g + 2k, % + 2k7| et les zéros de la fonction sont les réels —% + 2k7 et Fﬂ + 2km
keZ

avec k € Z.

10) La fonction est définiesur A={z e R: -1 <2z +1<1}={zreR:-2<2zx <0} =[-1,0]. Le

seul zéro de cette fonction est —5

11) La fonction est définie sur A = {x € R: 2?2 —1 >0} =] — 0o, —1] U [1, +o0[ et n’a aucun zéro.

4.4.2 Parité et périodicité d’une fonction

Pour chacune des fonctions données, donner le domaine de définition et déterminer si elle est paire,
impaire, périodique (en donner alors la période)

— 3 ' T

1) f(z) = % 2 f@)= g 3 @)= % 4) f(x) = sin(2e + ) + cos(4x).

1) La fonction est définie sur A = {z € R: 22 —4 > 0,22 # 0} = ] — 00, —2] U [2, +o0[; ainsi si z € A
V(-2)2—4 Va2 -4

alors —x € A. De plus, f(—z) = = f(z). Des lors, cette fonction est paire. Elle

o 2
n’est pas périodique car il n’existe aucun réel T strictement positif tel que f(z +T) = f(x).

2) La fonction est définie sur A = {x € R : 2 + 1 # 0} = R; ainsi si € A alors —z € A. De plus,
(—z)3 —z3 23 . . .
—x) = = =— =— . Des 1 tte fonct t . Elle n’est
f(=x) Tl 7+l pora f(x). Des lors, cette fonction est impaire e n’est pas
périodique car il n’existe aucun réel T strictement positif tel que f(x +T) = f(x).

3) La fonction est définie sur A = {z € R:cos(2z) # 0} =R\ {g + k:g ik € Z}. Ainsi, si € A alors

_ 2sin(—x)+1  —2sin(x) +1

—x € A mais comme f(—z) = , expression qui n’est ni égale & f(x), ni

cos(—2x)  cos(2zx)

a —f(x), cette fonction n’est ni paire, ni impaire. Cependant, elle est périodique de période 27 car
2 si T)+1 2si 1

flz+T)= ZE;((;;_’_ 2);—) = bcli)ls(é)x_')— = f(z) notamment si T' = 27, plus petite valeur strictement

positive de T'.

4) La fonction est définie sur A = R. Ainsi si 2 € A alors —z € A mais comme f(—z) = sin(—2z + §) +
cos(—4x) = —sin(2x— 7 ) +cos(4x), expression qui n’est ni égale a f(x), ni a — f(x), cette fonction n’est ni
paire, ni impaire. Cependant, elle est périodique de période 7 car g(x) = sin(2z+ ) = sin(224+2T+ %) =
g(x+T) si T = m, plus petite valeur strictement positive de T et h(z) = cos(4z) = cos(dx+4T) = h(x+T)
si T = 7, plus petite valeur strictement positive de T'. Des lors, f = g + h est périodique de période T,
plus petit multiple commun a 7 et 3.
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4.4.3 Opérations sur les fonctions

1. On donne les fonctions f : x +— /z — L et g : & — 2% —4. Déterminer les fonctions f+g, f.g, i, fog
)
et g o f ainsi que leur domaine de définition.

Comme dom(f) = [1,4+o00[ et dom(g) = R, on a dom(f 4+ ¢g) = dom(f.g) = [1, +oo[ NR = [1, +00[
ainsique f+g:x—Vr—1+22—-4 et fg:z (22 -4V -1

Les zéros de g étant —2 et 2, le domaine de définition de / est U'ensemble A = [1, +oo[\{2} et on

g
f vr—1
a iz )
g 2 —4

Pour déterminer dom(f o g), il est nécessaire et suffisant d’avoir {22 — 4 : 2 € R} C [1,+oo[. Deés
lors, dom(fog) ={r € R:2? —4>1} =] — 00, —V/5]U[V5,+00] etona

fog:iwm /(a2 —4) —1=a? -5

Pour déterminer dom(g o f), il est nécessaire et suffisant d’avoir {v/z —1: z € [1,+o0[} C R. Des
lors, dom(go f) =[1,400][ etona

gofixr— (V-1 -4=2—-1—-4=x-5.

Constatons que la composition de 2 fonctions n’est pas une opération commutative et que le do-
maine de définition de la fonction g o f n’est pas égal a celui de la fonction x — x — 5.

2. On donne la fonction f : x — exp(sin(vz? — 1)). Comment décomposer cette fonction en fonctions
élémentaires f1, fa, f3, fa telles que f= fiof3o0foo0f1?

Si on considere les fonctions fi : @ — 2% — 1, fo: 2+ /7, f3: 2+ sin(z) et f4 : 2 — exp(z) alors

ona f=fgofsofyof.

4.4.4 Fonction inverse (réciproque)

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes ainsi que leur image. Ces fonctions sont-elles
injectives ? Si oui, en déterminer la fonction inverse. Si non, réduire le domaine de définition pour qu’elle
devienne injective puis déterminer la fonction inverse de cette nouvelle fonction.

firx—3x4+5 fo:x—a? 1.

La fonction f; est définie sur R et son image est R. En effet, si = est réel, fi(x) = 3z + 5 est réel aussi

donc im(f1) C R et si y est un réel alors x = Y est un réel tel que fi(z) =y donc R C im(fy).

La fonction f; est injective car V1, xo € dom(f) : f(z1) = f(22) < 321 +5 =322+ 5 & 11 = x9. Dés

lors, la fonction inverse de f; est la fonction f; L'R-R:y~— yT

La fonction fy est définie sur R et son image est [1,+oo[. En effet, si = est réel, fo(z) = 22 + 1 est réel
supérieur ou égal & 1 donc im(f2) C [1,+o0] et si y € [1,+o00[ alors z = /y — 1 est un réel tel que
fa(x) =y donc [1, +00[C im(f2).
La fonction fy n’est pas injective car, par exemple, fo(—1) = f2(1) = 2. Pour définir une fonction inverse,
réduisons le domaine de définition et considérons, par exemple, la fonction
f:]—00,0 = [1,+00[ x> 22+ 1

qui est injective. Cette fonction a comme inverse la fonction

f71:[1,+00[—>]—00,0} Y= y_]-'
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4.5 Quelques exercices a résoudre ... et leurs solutions

4.5.1 Exercices

1. Déterminer le domaine de définition des fonctions f : z — f(x) si

L) =22 16, f(x) =sin($)
2. fle)=v1-3z 17 f(z) = tg(2z)
3. fl@)=+v2z+1 18.  f(x) = cotg(x + %)
22
L= 19, f(z) = cos(v/3)
3 _
5 f( )_x3+Za:2 _xx_4 20. f(x) = +/cos(z) + 1
3z —2 T
6. f(x)= 5y 1 21. f(z) = 7\/§sin(m) )
2+ |x| |1 —sin(2x)
TIW =5y 2 1=\ T )
=Vz x x) = _ teBr)
8 flr)=+va2+6x+9 23. f(z) = 2oos(a) + V3
/O — A2
9. f(z)= \/%;L 24.  f(x) = arcsin(In(z))
10.  f(x) = m 25.  f(x) = In(arcsin(z))
11.  f(z) = /5 — 3|z] 26. f(x) = arcos(2x — x2)
12. f(x)=+/|r —4] -3 27.  f(z) = arctg (931:2_};6)
z?2 -5z +6 1 1
13. f(x) = - + — 28.  f(x) = arcos(L)
14.  f(z)= m 29.  f(z) = /1 —exp(22)
/23 _
15. f(a) = \/% 30.  f(z) = /In(22)
2. Les fonctions [ : x +— f(z) et g : © — g(x) suivantes sont-elles égales ? Justifier.
fx)= | sx)= f(x)= g(x)=
1. =z Va2 5 yz(x—1) Vv —1
2. ayr | Va® 6. (/12 VI3
24 x x
3. i — | z+1 7. In(z?) 21n(z)
1 N x—2
4. N - 8. In(lz —2|) —In(Jz + 3]) m+3‘
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3. Déterminer le domaine de définition et les zéros des fonctions suivantes

1. f(x)=12—-3z|-3z+2 6. f(z)=+/2sin(x) -1

2. f(x)=|z|+]x+1+3 7. f(x) =In(sin(z))

3. f(z) =+2sin(z) + 2 8. f(x) Tzl)n(arcsin(l —x))
) ) arcos( 3

4. f(z) = sin(z) — sin(9x) 9 arcta(z)

5. f(x) = 2cos?(z) + sin(z) — 2 10. e“’eliw—l

4. Compléter les graphiques suivants sachant que les fonctions représentées sont
a) des fonctions paires
b) des fonctions impaires

LY 1Y LY

-

N
o

5. Etudier la parité des fonctions suivantes

1. f(z)= IQIH 5. f(z)=x+sin(z) 9. f(x) =23 —tg(x)

2. f(z) =sin(2z) 6. f(z)=+/Iz] 10.  f(x) = arcsin(z? — 1)
3. fla)=tg(z+3) T fla) =2 1. f(x) = exp(—|z[)

4. f(=z) ;QJ—F‘I?\ 8. f(z)=uxsin(x) 12. f(z)=1In T

6. Les affirmations suivantes sont-elles correctes 7 Justifier

1. Si une fonction paire est définie en 0 alors f(0) = 0.

2. Si une fonction impaire est définie en 0 alors f(0) = 0.

3. La seule fonction a la fois paire et impaire est la fonction constante nulle.
4 1 si z2>

La fonction f: z +— est impaire.

-1 s x<0
1 si x>0
-1 si <0
Une condition nécessaire pour qu’une fonction soit paire ou impaire est que son domaine
de définition soit du type [—a,a] ou] —a,a[, a € R ou a = cc.
7.  Une condition suffisante pour qu’une fonction soit paire ou impaire est que son domaine
de définition soit du type [—a,a] ou ] — a,al, a € R ou a = co.

La fonction f : z +— est impaire.

7. On considere deux fonctions f et g ayant méme domaine de définition. Que peut-on dire de la parité
de leur somme, de leur différence, de leur produit, de leur quotient si

1. les deux fonctions sont paires 3. f est pair et g est impair
2. les deux fonctions sont impaires 4. f est impair et g est pair
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8. Les fonctions suivantes sont-elles périodiques 7 Si oui, en donner la période.

1. f(z) =sin(5) 5. f(z) = |sin(3z)|

2. f(z) = gcos(2x — %) 6. f(z) = In(sin(z))

3. f(x) = cotg(3z — %) 6. f(z) = arctg(cotg(2z))

4. f(x) = cos*(z) 8.  f(z) =sin(x) + sin(2x) + sin(3x)

9. On considere les fonctions f : x +— |22 — 4] et g : & +— In(x + 1). Déterminer I’expression explicite
des fonctions f o g et g o f ainsi que leur domaine de définition.

10. Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes ainsi que leur image. Ces fonctions sont-
elles injectives ? Si oui, en déterminer la fonction inverse. Si non, réduire le domaine de définition
pour qu’elle devienne injective puis déterminer la fonction inverse de cette nouvelle fonction.

fiiz—ad—1 forxz— x| ngxHE.

1
11. Soit f : x — —. Représenter graphiquement les fonctions suivantes : f, f1 = —f, fo = |f|,fs = f+2,
x
fasi fa(z) = f(—x) et f5 si fs(x) = flx —2).

4.5.2 Solutions

Exercice 1

1. R\{Z}1 " [_Zg] 21. R\{ g + 2k, +2/<;7r:keZ}

2'}_(’0’3} 12. R 22.R\{—%+lm:keZ}

3. R 13. 1V3, 21U 3, 400 23. R\{fﬂcf:kez}
1 6 3

4. R\ {-2} 14. R\{2} e e}

’ R\{_j’_l,li 15 }‘i’*”[ 25. 10, 1]

6-}—0072{%3#00{ 16. R 26. [1—v2,1++72]

7 R\{-2,2) 17. R\{ +k— keZ} 27'R\{0’:1),}

8. R 18. R\{—gﬂmrkez} 28. ] — 00, —1JU 1, 09|

9. }13} 19. [0, +oo| 29. ]Ioo,O]

10. R\ {—3,2} 20. R 30. {2,—&-00[

Exercice 2

1. Non; les domaines de définition sont égaux & R mais vz |9c| #uxsixz <0.
2. Oui; les domaines de définition sont égaux a [0, +oo[ et Va3 = |z|y/x = x+4/x puisque z > 0.

3. Non; les domaines de définition, respectivement égaux & R\ {1} et R, sont différents.

Vi _E

1
4. Oui; les domaines de définition sont égaux a ]0, +oo et 7 = Vi
5. Non; les domaines de définition, respectivement égaux a | —oo, 0]U[1, 4-00[ et [1, +o0], sont différents.
r—3 V-3 Vrx-3 Vr-3
2 2 | =z

6. Oui; les domaines de définition sont égaux a [3,+oo[ et

puisque x > 3 donc x positif.
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7. Non; les domaines de définition, respectivement égaux a Ry et |0, +oo[, sont différents.
8. Oui; les domaines de définition sont égaux a R\ {-3,2} et Va,y > 0:In(}) = In(z) — In(y).
Exercice 3

2
1. On a dom(f) = R. Tout réel de {3, +oo[ est un zéro de cette fonction.

2. et 3. On a dom(f) = R. Ces fonctions n’ont pas de zéro.

4. On a dom(f) = R. Cette fonction a pour zéros les réels %, 110 + %T (keZ).

5. On a dom(f) = R. Cette fonction a pour zéros les réels k, % + 2k, %T +2kn (k € Z).

6. Onadom(f) = U [g + 2k, %T + 2]€7T:| . Cette fonction a pour zéros les réels % + 2k, %T +2km (k € Z).
keZ

7. On a dom(f) = U [2k7, (2k + 1)7]. Cette fonction a pour zéros les réels g +2km (k € Z).

8. On a dom(f) = IE()G,Zl[. Cette fonction a pour zéro le réel 1 — sin 1.

9. On a dom(f) = [-2,2] \ {0}. Cette fonction a pour zéro le réel 2.

10. On a dom(f) = R. Cette fonction a pour zéro le réel —1.

Exercice 4

a) Effectuer une symétrie orthogonale par rapport a ’axe des ordonnées.
b) Impossible pour le premier graphique ; pour les deux autres, effectuer une symétrie centrale par rapport
a l'origine.

Exercice 5

Fonctions paires : 4, 6, 7, 8, 10, 11. Fonctions impaires : 1, 2, 3, 5, 9, 12.

Exercice 6

1. Non. La fonction cosinus, par exemple, est une fonction paire définie en 0 mais cos(0) =1 # 0.
2. Oui car f(—z) = —f(z) Vo € dom(f) donc f(0) = —f(0) & f(0) =0.

Oui car la fonction doit étre & la fois telle que f(—z) = f(x) et f(—z) = —f(x) Yz € dom(f). On
a donc f(z) = —f(x) & f(z) =0Va € dom(f).

Non car f(0) =1 #0.
Oui car f(—z) = —f(x) Yo € dom(f) = Ry.
Non (cf. item 5)

Non car la fonction f : 2 — (2 +1)v/1 — 22, par exemple, est définie sur [—1, 1] mais n’est ni paire,
ni impaire.

@

o o

Exercice 7
1. Les fonctions f+g, f—g, f.get 5 sont paires.

2. Les fonctions f + g et f — ¢ sont impaires tandis que f.g et 5 sont paires.

f

3. et 4. Les fonctions f + g et f — g ne sont ni paires, ni impaires tandis que f.g et 5 sont impaires.

Exercice 8

Toutes ces fonctions sont périodiques. Les périodes valent
Var 27 3= 471 5 g 6)2r  7)

3 8) 2w

T
2
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Exercice 9
Ona fog:]—1,400[—=R:zr |In*(x+1)—4] et gof:R—-R:z— In(lz2—4+1).

Exercice 10

e dom(f;) = im(f;) = R. La fonction f; est injective et on a f; ' : R — R :y~— ¢y + L.

e dom(fy) = R et im(f2) = [0, +00]. La fonction fo n’est pas injective mais si on considére la fonction

f :]—=00,0] — [0,400[: x> |x|, par exemple, alors on a une fonction injective telle que
1200, 4o00[— ] —00,0] s y — —y.

e dom(f3) = im(f3) = Rg. La fonction f3 est injective et on a ‘/"3_1 = fs.

Y Y ny Y
D VR R
2 5

Exercice 11

W e 4th,X ,4,72 e 4} e \‘X




Chapitre 5

Limites et continuité

5.1 Suite de réels

5.1.1 Définition

Une suite est une fonction dont le domaine de définition est I’ensemble des naturels ou des entiers, ou un
sous-ensemble infini de ceux-ci.

5.1.2 Suite convergente

Soit x,, (m € Ng) une suite de réels.
Cette suite converge vers le réel r si, a partir d'une certaine valeur de l'indice, la distance entre un
terme de la suite et r est aussi petite que ’on veut. En symboles mathématiques, on note

Ve >0 3IM € Ny tel que Vvm > M : |z, — 7| < e.

Cette suite converge vers ’infini si, a partir d’une certaine valeur de I'indice, tout élément de la suite,
en valeur absolue, est aussi grand que 'on veut. En symboles mathématiques, on note

Ve >0 3IM € Ny tel que Vm > M : |z,,| > e.

5.2 Limite des valeurs d’une fonction

5.2.1 Définition “par les suites”

’Limite en un réel‘

Soient une fonction f de domaine de définition A et g un réel tel que tout intervalle ouvert qui le contient
rencontre A.

e La limite en zy de f est le réel b, ce qu’on note lim f(z) = b, si, pour toute suite z,, (m € Ny) de A

r—T0

qui converge vers xg, la suite f(x,,) converge vers b.

Remarque : pour une limite & gauche de zp, notée lim f(x) = b, les intervalles ouverts contenant xg

T—x)
rencontrent AN | — 0o, o[ et les suites sont constituées de réels z,, < xg.
De fagon analogue, on parle d’une limite & droite de xg que ’on note lim f(x) =1b.

fl)—)ﬁl}o
e La limite en z¢ de f est infinie, ce qu’on note lim f(x) = oo, si, pour toute suite z,, (m € Ng) de A
T—To
qui converge vers xg, la suite f(x,,) converge vers oo.

57
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Remarque : on peut éventuellement préciser s’il s’agit de +0o0 ou de —oco comme limite en étudiant le
signe de la fonction f pour des valeurs de x proches de xg.

Limite en I'infini |

Soit une fonction f de domaine de définition A non borné.

e La limite en 'infini de f est le réel b, ce qu'on note lim f(x) = b, si, pour toute suite x,, (m € Ny) de

xr—00

A qui converge vers l'infini, la suite f(z,,) converge vers b.

e La limite en Uinfini de f est infinie, ce qu’on note lim f(x) = oo, si, pour toute suite x,, (m € Np) de
Tr— 00

A qui converge vers l'infini, la suite f(z,,) converge vers 'infini.

Remarque : lorsqu’on calcule une limite en 400 (resp. en —o0), on ne considére que des suites x,, de
nombres positifs (resp. négatifs).

5.2.2 Définition en “c, 7!

’Limite en un réel‘

Soient une fonction f de domaine de définition A et ¢ un réel tel que tout intervalle ouvert qui le contient
rencontre A.

e La limite en zy de f est le réel b si les images par f d’éléments x de A sont aussi proches qu’on veut
de b pour autant que ces x soient assez proches de xg. En symboles mathématiques, on note

|z — 0| <7

Ve > 0 dn > 0 tel que e A

b= 17 - <

e La limite en xg de f est infinie si les images par f d’éléments x de A sont, en valeur absolue, aussi
grandes qu’on veut pour autant que ces x soient assez proches de zy. En symboles mathématiques, on
note

|z — x| <

Ve > 0 3dn > 0 tel que ve A

b=l 2 e

Limite en I'infini |

Soit une fonction f de domaine de définition A non borné.

e La limite en U'infini de f est le réel b si les images par f d’éléments z de A sont aussi proches qu’on
veut de b pour autant que ces x, en valeur absolue, soient assez grands. En symboles mathématiques, on
note

z[ =7 N
Ve > 0 3Jn > 0 tel que e A = |f(x) = b <e.

e La limite en l'infini de f est infinie si les images par f d’éléments x de A sont, en valeur absolue,
aussi grandes qu’on veut pour autant que ces x, en valeur absolue, soient assez grands. En symboles
mathématiques, on note

|z =7
Ve > 0 3n > 0 tel que e A = |f(z)| > e.

1Ces définitions sont équivalentes & celles données par les suites.
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Remarques :
1) pour une limite en —oco, on remplace |x\ >npar —x>n& < 0.
2) pour une limite égale & +o00, on remplace |f(x)| > ¢ par f(z) > e.

5.3 Propriétés

5.3.1 TUnicité

Si elle existe, la limite d’une fonction en un point est unique.

5.3.2 Limite et opérations sur les fonctions

Les théoremes concernant la limite d’une somme, d’un produit, d’'un quotient de deux fonctions peuvent
se résumer dans le tableau ci-dessous ou zg, a et b sont des réels. Ces résultats restent applicables a des
limites a gauche ou a droite ou a des limites en I'infini.

Si alors
. . . . O]
lim f(z) | lim g(z) || lm (f(z)+ g(x)) lim (f(x).g(x)) lim ——=
T—T0 T—x0 T—x0 Tr—xq Tr—T0 g((]j)
%ﬁb#o
a b a+b ab toosia>0etb=0F
Foosia<0etbh=0F
indétermination sia=b=0
*oosia>0
a +oo +o00 Foosia <0 0
indétermination si a = 0
+oosib>0 +oosib>0oub=0"
+o0 b +o00 Foosib<0 Foosib<Ooub=0"
indétermination si b =0
+o0 +o0 +o0 +00 indétermination
+oo Foo indétermination —00 indétermination

Cas des fonctions composées
f et g sont composables
Si JLH;O gx) ="b alors lim f(g(z)) =c.

lim f(z) =¢ s
y—b

Remarque : xg, b, c désignent soit un réel, soit co, +00 ou —oo et on peut considérer des limites a gauche
ou a droite.

5.3.3 Limites a gauche et a droite

e Sila limite lim f(z) existe (finie ou non) alors les limites lim f(z) et lim f(x) existent et on a
r—X0

=Ty T—T|

lim f(z)= lim f(z)= lim+ f(z).

T—ZTo =Ty T—x)
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o Si zy €dom(f) et si les limites lim f(x) et lim f(z) existent et sont égales a f(zo) alors la limite

T—x T—T]

lim f(x) existe et vaut aussi f(xg).
Tr—XT0

e Si xg &dom(f) et si les limites lim f(z) et lim+ f(x) existent et sont égales alors la limite lim f(z)
T—T T T—x

existe et on a

lim f(z)= lim f(z)= lim+ f(z).

T—=To Ty T—x]
5.3.4 Limite et inégalités entre fonctions
Soient a,b des réels, xy un réel ou l'infini et deux fonctions f et g.

f < gou f <gau voisinage de xg

e Si JEEO flz)=a alors a <b.
lim g(z) =b
T—xo

e Théoreme de 'étau.

1. Soient a un réel, zg un réel ou l'infini et trois fonctions f, g et h.

] g < f < h au voisinage de xg )
Si lim g(z) = lim h(z) =a alors wlggo f(@)=a
r—xQ r—xg

2. Soient zy un réel ou l'infini et deux fonctions f et g.

lim f(z) = +oo (resp. lim g(z) = —o0) s P

T—x0 T—xo

f < g au voisinage de xg
S alors  lim g(z) = +oo (resp. lim f(z) = —o0)

5.3.5 Théoreme de ’Hospital

Ce théoreme est tres utile pour le calcul des limites car il permet de lever de nombreuses indéterminations.
Comme il nécessite le calcul de dérivées, il sera énoncé dans le cadre de ce chapitre.

5.4 Limites de référence

Voici quelques résultats souvent utilisés.

’Limite en un réel xg ‘

lim C=C ou C' est une constante
T—xTo
lim z" =z avec n € Ny
T—XT0
. o > 0 si n pair € Ny
lim Vx = Yz avec . .
T—xo Ve 0 { zo € R si n impair € Ny
. 1 . 1
lim — = -0 et lim — =400
x—0— T rz—0+ X

lim sin(x) = sin(x)

lim cos(x) = cos(zp)

lim tg(z) = tg(zo)  si w0 # g +kr (ke Z)
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lim cotg(x) = cotg(zo) si xo # kr (k€Z)

T—xTQ
lim tg(z) = +o0 et lim tg(z) = —o0
z—5 zH%Jr

lim cotg(z) = —o0 et lim cotg(z) = +o0
r—0~ z—0

T .1
z—0 xT z—0 X

| Limite en Pinfini

lim C=C ou C' est une constante
x—Foo

lim z" =

r—to0

400 si n pair € Ny
+o0 si n impair € Ny

lim {/x = 400 si n pair € Ny

Tr——+00

lim {/z = +oo si n impair € Ny

z—+o0
1 1
lim —=0" et lim — =0"
r——00 I r——+0o0 T

Soient P et @ deux polyndmes de degrés respectifs n et p tels que

P(z) = ana" +apn 12" '+ . daxtag et Qx)= bpa? + bp_lxp71 e bz + by

On a alors
e lim P(x) = P(xy), xo étant un réel
r—xQ
e lim P(x)= lim a,a" = oo, le signe étant celui du produit a,z™
r—+o00 r—+o0
Qp .
— sin=
by P

P(x . anpx"
Q: lim ——=4¢ 0sin<p

® imHoo Q(z)  a—ioo bya?

anpx”

bpaP

oo sin > p, le signe étant celui du quotient

5.5 Asymptotes

5.5.1 Asymptote verticale

Soient xg € ]a,b[ et f une fonction définie sur Ja,b[\{zo} (xo réel, a,b réels ou infinis).

La droite d’équation cartésienne x = xy est asymptote verticale a gauche (resp. & droite) au graphique
de fsi lim f(z) = oo (resp. lim+ f(z) = 00).

5.5.2 Asymptote oblique

Soit f une fonction définie sur ]a, +oo[ (a réel ou infini).

La droite d’équation cartésienne y = mx + p est asymptote oblique en +oo au graphique de f si
lim_((z) — (ma +p)) = 0.
T—T00

De fagon analogue, si f une fonction définie sur | — oo, a[, la droite d’équation y = mx + p est asymptote



CHAPITRE 5. ANALYSE : LIMITES ET CONTINUITE 62

oblique en —oo au graphique de fsi lim (f(z) — (mx+p)) =0.

r——00
On démontre que f défini sur ]a, +o0o[ admet la droite d’équation y = ma + p comme asymptote oblique
T
en +o0o si et seulement si  lim M
rx——+oco I

On a un résultat analogue en —oco.

=m et IETOO(f(m) —mx) = p.

5.5.3 Asymptote horizontale

Soit f une fonction définie sur ]a, +oo[ (a réel ou infini).

La droite d’équation cartésienne y = b est asymptote horizontale en +oo au graphique de f si
lim f(z) =0 (beR).

r——+0o0

Remarques :

1. On définit, de fagon analogue, une asymptote horizontale en —oco au graphique de f.

2. Une asymptote horizontale est un cas particulier des asymptotes obliques (a¢ = 0). Dans la pratique,
on ne parle d’asymptote oblique que si a # 0.

5.6 Continuité
5.6.1 Définition

Soient f une fonction définie sur A C R et xg un réel de A.

La fonction f est continue en xg si lim f(x) existe.
r—Xo

Cette limite est alors nécessairement finie et égale a f ().

5.6.2 Propriétés

e Les fonctions élémentaires (polynéme, fraction rationnelle, racine n®™¢; valeur absolue, fonctions trigo-

nométriques et trigonométriques inverses, exponentielle et logarithme) sont continues sur leur domaine
de définition.

e Toute combinaison linéaire de fonctions continues est une fonction continue.

e Tout produit de fonctions continues est une fonction continue.

1
e Si f est une fonction continue et non nulle en tout point de A alors la fonction 7 est continue sur A.

e Si f est une fonction continue sur A et si g est une fonction continue sur B telle que {g(z) :z € B} C A
alors la fonction f o g est continue sur B.



CHAPITRE 5. ANALYSE : LIMITES ET CONTINUITE 63

5.7 Quelques exercices résolus

5.7.1 Limite en un réel

Si elles existent, calculer les limites suivantes

: 42 — 3r — 1
1. lim (22% — 524 1) 6. li
T——2 IHHE% 4x3 + 22 — 162 — 4
2 ilinzf(x) . w3451 +8x+4
: 7. lim -
—r+2 si x<2 a1 23 + 412 + 2z
sifixe f(x)= 1 si x=2 _ z—9
or —10 si x> 2 8. i{%m
2z +1
i 1-— 2
L 9. lim 7‘3;8( z)
4. ili% Vdx? +Te — 2 10, Tim cos(x) — cos(3x)
ol 1 - 2sin(z) x—0 cos(4x) — cos(6x)
' a:ng cos(z) 11. xhjnl exp(arctg(z” + 1))
2

1) La fonction est définie sur A = R. Comme tout intervalle ouvert comprenant —2 rencontre A, la limite
en —2 a un sens et vaut 2(—2)? — 5(—2) + 1 = 19.

2) La fonction est définie sur A = R. Comme tout intervalle ouvert comprenant 2 rencontre A, la li-
mite en 2 a un sens. On a lim (—x +2) =0 et lim+ (52 — 10) = 0 mais comme f est défini en 2 et que
r—2~ z—2

f(2) =1#0, la limite en 2 n’existe pas.

3) La fonction est définie sur A = R\ {3}. Comme tout intervalle ouvert comprenant 3 rencontre A,

1
la limite en 3 a un sens. On a lilré(Zx +1)="7cet lirré(x —3) =0. Des lors, ling T et plus
r— Tr— r— T —
2 1 2 1
précisément, lim vl —oo et lim =2 R 400 vu le signe de la fraction au voisinage de 3.
z—3- T —3 z—3+ T —3
4) La fonction est définie sur A = {z € R: 4a? + Tz — 2 > 0} = | — 00, —2] U[%, +-00[. Comme D’intervalle

] — 1,1/5], par exemple, comprend 0 mais ne rencontre pas A, la limite en 0 n’a pas de sens.

5) La fonction est définie sur A = {z € R: cos(z) # 0} =R\ {g +km:ke Z}. Comme tout intervalle

ouvert comprenant 4 rencontre A, la limite en 7 a unsens. Ona lim (1 — 2sin(z)) = —1et lim cos(x) = 0.
1 — 2sin(x) 1 — 2sin(x) 1 — 2sin(x)

Des lors, lim = oo et plus précisément, lim =—o0et lim —————F =40
t—%  cos(x) z—2-  cos(z) z—z+  cos(x)

2
vu le signe de la fraction au voisinage de 3.

6) La fonction est définie sur A = {z € R : 42® + 22 — 162 —4 # 0}. Comme 42° + 22 — 162 —4 = (4o +1)
(x—2)(x+2),onaA=R\{-2-12} Comme tout intervalle ouvert comprenant —+ rencontre
A, la limite en —1 a un sens. On a lim1(4x2 —3z—-1)= liml(4ac3 + 2% — 162 — 4) = 0. Pour lever

rT——7 T——7

I'indétermination, il suffit de simplifier la fraction par 4z + 1, facteur commun au numérateur et au
dénominateur. Des lors, on a
dr +1)(z—1 -1 —1-1 20
lim f(z)= lim —CetDE-D o @ S R
z——1 em—t (A +1)(z-2)(r+2) 2—-1(xz-2)(z+2) (-3-2)(-3+2) 63

7) La fonction est définie sur A = {z € R : 22%+ 422+ 2z # 0}. Comme 223 +42? + 22 = 2z(2* 42z +1) =
2z(z+1)%, ona A =R\ {—1,0}. Puisque tout intervalle ouvert comprenant —1 rencontre A, la limite en
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—l aunsens. On a liml(x3 + 522 + 82 +4) = lim1(2x3 + 422 + 22) = 0. Pour lever I'indétermination,
T—— T——

il suffit de simplifier la fraction par x + 1, facteur commun au numérateur et au dénominateur. Des lors,

2)2 1 2)2
ona lim f(z)= lim 2 (@+1) = lim {22 = 00, la limite du numérateur étant égale a 1
rz——1 rx——1 2{E((E + 1)2 r——1 21’(.%' + 1)

et celle du dénominateur égale & 0. Plus précisément, on a lim f(z) = 400 et lim+ f(z) = —ocovule
- r——1

rz——1

signe de la fraction au voisinage de —1.

8) La fonction est définie sur A = {x e R: 2z +2 > 0,V +2 —2 # 0} = [-2,2[ U ]2, +0o0] puisque

VI +2—2+#0<% x+2 # 4. Puisque tout intervalle ouvert comprenant 2 rencontre A, la limite en 2 a un

sens. On a lim2 (x —2) = 111112 (Vz + 2 —2) = 0. Pour lever I'indétermination, il suffit de simplifier la frac-
xr— xr—

tion par x —2 apres avoir multiplié numérateur et dénominateur par le bindéme conjugué du dénominateur.

-2 -2)(Vz+2+2
DéSIOrS’Ona;%LH%\/%_Q—iLHé(I ;i;j4+ ):iinlz(\/x+2+2):4.

9) La fonction est définie sur A = {z € R: 2% # 0} = Ry. Puisque tout intervalle ouvert comprenant 0
rencontre A, la limite en 0 a un sens. On a lir%(l —cos(2x)) = 111% 2% = 0. Pour lever I'indétermination,
Xr— r—

on transforme la fraction par application d’une formule de trigonométrie.

On o LT 00822) _ 2sin’(@) <Sin(fv))2 sin(z)

5 5 et comme lim
T x

z—0

=1, la limite cherchée vaut 2.

10) La fonction est définie sur A = {x € R : cos(4x) — cos(62) # 0}. Comme Iéquation cos(4z) = cos(6z)
a pour solutions z = £* (k € Z), la fonction est donc définie sur A =R\ {£ : k € Z}.
Tout intervalle ouvert comprenant 0 rencontre A, la limite en 0 a donc un sens et on a hn%) (cos(x) — cos(3x))

= lin%) (cos(4x) — cos(6z)) = 0. Pour lever 'indétermination, on transforme la fraction par application des
Tr—

formules de Simpson. On a successivement

cos(x) — cos(3x) _ 2 sin(2x) sin(—x) _ sin(2x) _ sin(2x) Sx 2
cos(4x) — cos(6x)  —2sin(bz)sin(—xz)  sin(bz) 2¢ " sin(5z) * 5
sin(z)

Des lors, comme lim

z—0

2
= 1, la limite cherchée vaut £

2
11) La fonction est définie sur R; la limite en 7 a donc un sens et vaut exp(arctg (7; + 1) ).

5.7.2 Limite en ’'infini

Si elles existent, calculer les limites en —oo et +o00 des fonctions f: A — R:z — f(x) si

— B3 _9p2 —
1. f(z) =5z —22°+2x—2 7. fl@e)=vaZ—3z+2—a
22% — 5z + 2

2@ = ST 5. f(@:#
3 fla) = ot r=2 9. f(z) = cos()
7x3_f 9 10. f(z) =z + sin(z)
4. f(x) = PR 1. fa) = sin(z)
z—3 z
5 fla) = \/; 12. f(z) = arcotg <2m2 i 1)
6. f(x)=+v22—1—+222+ 2z -z

1) La fonction est définie sur R, ensemble non borné; les limites en —co et en 400 ont donc un sens.
Comme la limite d’un polynéme en 'infini est égale a la limite de son terme de plus haute puissance, on
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a lim (52 — 222 +2—2)= lim 52° = —coet lim (52° —22% + 2 —2) = lim 52 = +oc.

Tr——0Q Tr— —00 r——+00 r——+00

2) La fonction est définie sur R puisque A = 1 — 12 < 0. Cet ensemble n’étant pas borné, les limites en

—00 et en 400 ont donc un sens. Comme la limite d’un polynéme en 'infini est égale a la limite de son
) . 222 —bBr+2 .2z . . )

terme de plus haute puissance, on a lim = —— = — et on obtient le méme résultat

————— = lim
z——o0 3224+ 2x+1 a——003x2 3
en +oo.

3) La fonction est définie sur Ry, ensemble non borné; les limites en —oo et en +oco ont donc un sens.

Comme la limite d’un polynéme en 'infini est égale a la limite de son terme de plus haute puissance, on
. 234+ —2 . —3 . —2 . . .

a lim —— = lim — = lim = = —o0o et on obtient le méme résultat en 4o0.

r——00 €T T——00 O T——00

4) La fonction est définie sur R\ {—1}, ensemble non borné; les limites en —oco et en +o0o ont donc un

sens. Comme la limite d’un polynome en 'infini est égale a la limite de son terme de plus haute puissance,

. Tx+ 2 . Tx . . R .
ona lim ———— = lim — = lim - =0 et on obtient le méme résultat en +oo.
z——co g2 +2x+1 z—-c0 32 zo-00x

5) La fonction est définie sur A={z € R: 2 —3 >0, 2z # 0} = [3, +oo[. Cet ensemble est minoré mais
non majoré; la limite en —oo n’a donc pas de sens mais on peut calculer la limite en +o0o. Ainsi, on a

. I x I 1
1m = m — = 1m ——==
z—+00 x r—+o00 2T x—+00 2\/5

o ﬁ
I
w

6) La fonction est définie sur A = {z € R: 22 —1 >0, 222 + 22 > 0} = | — 00, —1] U [1, +00[, ensemble
non borné; les limites en —oo et en +o0o ont donc un sens. En calculant les limites en —oo ou en +00, on
arrive a une indétermination du type oo — co.

Pour z suffisamment petit, on a

lim (Va2 —1— /222 +2z) = lim (Vo2 —v222) = lim (|z] - V2|x))
= lim (—z+ V2z) = lim (V2 —1)z) = —o0.

Pour z suffisamment grand, on a
lirf (\/:c2 —1—+/222 + 2z) = lim (Va? —V2z22?) = lirf (|z| — v2|z|)

T——+00

= lim (z—V2z)= Tll)I_i(_loo((l —V2)z) = —o0.

r— 400

7) La fonction est définie sur A = {r € R: 22 - 32 +2 >0} ={x € R: (z — 1)(z —2) > 0} =
] — 00, 1] U [2, +00], ensemble non borné; les limites en —oo et en 400 ont donc un sens.
En —oo,ona lim (vVa?2—-3z+2—-2)= lim (Vz?2—2z)= lim (Jz|—2)= lim (—2z) = +oc.
T— —00 T——00 T——00 T— —00

En +00, on arrive a une indétermination du type co — co. La mise en évidence des plus hautes puissances
de x conduit a une nouvelle forme indéterminée, 0 . oo ; il nous faut donc procéder différemment en
multipliant numérateur et dénominateur par le binéme conjugué du numérateur. Ainsi, on a

TS — Va2 -3 2 —z) (Va2 —3x+2 -3 2
z—+00 @—+00 Va? -3z +2+4x z—too /1?2 —3x + 2+

. —3x . —3x . -3z -3
= lim ——= lim ——— = lim — = —.
r—+00 ,/xQ +x r——+00 |x| +x rz——+oo 2x 2
8) La fonction est définie sur A = {x € R: 2?2 —4 > 0,2 # 0} = | — 00, —2] U [2, +o0[, ensemble non

borné ; les limites en —oo et en 400 ont donc un sens.

2

) Vi —4 -z ) T —x

En —occ,ona lim — = lim L = lim
Tr— —00 €T r— —00 x r— —00 €T

-2
)

En 400, on arrive a une indétermination du type co — co au numérateur. Pour lever I'indétermination,
on multiplie numérateur et dénominateur par le binéme conjugué du numérateur. Ainsi, on a

) Va2 —4d—zg : (Va2 —4—2) (Va2 — 4 + ) . —4 —4
lim — = lim = lim —— —

lim — =0
T—+oo x z—+00 z(Va? -4+ ) z—+too (|| +x)  @—too 222
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9) La fonction est définie sur R, ensemble non borné; les limites en —co et en +00 ont donc un sens.
Considérons les suites x,, = 2mm et y,, = 5 + 2mm, m € N. Ces suites tendent vers +oo lorsque m tend
vers +-o00. La suite f(x,,) = cos(2mm) = 1 Vm converge vers 1 tandis que la suite f(y,) = cos(5+2mn) =
0 Vm converge vers 0. On conclut donc que la limite en +oo de la fonction n’existe pas.

On conclut de fagon semblable pour la limite en —oo.

10) La fonction est définie sur R, ensemble non borné; les limites en —co et en +o0o ont donc un sens.
Onsait que Ve €e R: —1 <sin(z) <1< z—1 < z+sin(z) < x+1. Comme lim (x—1)= lim (z+1)
r— —00 T— —00
= —o00, par application du théoréme de ’étau, on conclut que lim (z + sin(z)) = —oo.
r——00

Par un raisonnement analogue, on a lim (z + sin(z)) = +oo.
r——+o0

11) La fonction est définie sur Ry, ensemble non borné; les limites en —oo et en +00 ont donc un sens.

-1 i 1 -1
On sait que Ve € R: —1 <sin(z) < 1. Si <0, on a alors — > sin(z) > —. Comme lim — =
T T T T——0c0 T

. 1 . . , . sin(z
lim — =0, par application du théoreme de I’étau, on conclut que lim (z) =0.
r——00 I T— —00 x
. . sin(x
Par un raisonnement analogue, on a lim (@) =0.
r——+o0 €T

12) La fonction est définie sur R \ {1}, ensemble non borné; les limites en —co et en +oo ont donc un
sens.

222 4+ 1 222
En —oo, on a lim i = lm 2 = lim (—2x) = +o00 et lim arcotg(y) = 0. Dés lors, par
z——c0 | —2x r——00 —I Tr——00 y——4o00

2
L P - . , . z°+1
application du théoreme des limites des fonctions composées, on a lim arcotg ( 1 > =0.
T——00 — X

222 +1 2z . : X
En +oo0, on a lim = lim — = lim (—2z) = —oco et lim arcotg(y) = 7. Des lors, par
r—+oo 1 —2x r——+oo0 —I r——+00 Yy——00

2
. - . . , . z©+1
application du théoreme des limites des fonctions composées, on a hrf arcotg < T ) =7
r——+00 — X

5.7.3 Asymptotes

1. Déterminer les asymptotes éventuelles au graphique de f: A — R: z — f(z) si

20 +1 22—z +3
1. - , _ror+s
=35 3 f) = T
2.f(33):x+1+2 3 4. f(x) =2z + /422 -9
T _
2 1
1) La fonction f:z — f(x) = ’ +2 est définie sur R\ {2}.
T —
La droite d’équation x = 2 est asymptote verticale au graphique de f. En effet, lim f(z) = —o0
r—2~

et lim+ f(x) = 4o0.
r—2
La droite d’équation y = 2 est asymptote horizontale en +0co et en —oo au graphique de f. En effet,
lim f(z)=2.
T—Fo0
Pour déterminer la position du graphique par rapport a cette droite au voisinage de +o0o (resp.

—00), il suffit d’étudier le signe de f(x) — 2 pour des z suffisamment grands (resp. petits). Comme
2z +1

fl@)—2= +2 —2= ——au voisinage de 400 (resp. —o0) cette différence est positive (resp.
T — T —

négative). Le graphique de la fonction se trouve donc au-dessus (resp. en dessous) de 'asymptote.
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1 3
2) La fonction f:z— f(z)=z+1+ 5 3 est définie sur R\ {2}

T —

La droite d’équation x = 3 est asymptote verticale au graphique de f. En effet, lim f(z) = —o0
il

Iﬂg

et 1iI£14r f(z) = +oo.

T3
La droite d’équation y = =+ 1 est asymptote oblique en +o00 et en —oo au graphique de f. En effet,
. _ — . — j:
Jim (f(z) = (z+1)) = lim o—Fp=0".
De plus, comme la différence f(z) — (z + 1) est positive (resp. négative) au voisinage de 0o (resp.
—00), le graphique de f se trouve donc au-dessus (resp. en dessous) de 'asymptote.
Il n’y a pas d’asymptote horizontale.

2
¥ —x+3 z(xz—-1)+3 3
3) La fonction f : z — f(z) = 1+ = ( )1+ =x+ T est définie sur R\ {1}.
T — T — T —
L’exercice est alors analogue a celui qui précede. On a une asymptote verticale d’équation z = 1 et
une asymptote oblique en +00 et en —oo d’équation y = x.

Il n’y a pas d’asymptote horizontale.

3 3
4) La fonction f : z — f(x) = 22 4+ /422 — 9 est définie sur ] —00, —2] U [2, +o0 [
Vu le domaine de définition, il n’y a pas d’asymptote verticale.
4o — 422 +9 9
En —oo, lim r)= lim ———————= lim —— = 0 et on a une asymptote horizon-
T——00 f( ) z——00 Qp — \/4r2 — 9 T——00 20 — |2aj| ymp

tale d’équation y = 0 en —oo, donc pas d’asymptote oblique. Comme f(x) < 0 pour z suffisamment
petit, le graphique de f est situé en dessous de I’asymptote.

En 400, lim f(x)= lim (224 |2z|) =+oc0 : il n’y a donc pas d’asymptote horizontale en
r—+00 r—+00

400. Par contre, la fonction admet une asymptote oblique en +oo d’équation y = 4x. En effet,
2 2
im ) gy 2R lim (f(z)—4z)= lim (V422 —9— 2z)
r—+00 r—+00

r—+00 I T——+00 x
I 422 — 9 — 422 I -9

= lim — = lim ——

T—+00 4 /43;2 -9 + 2r T—+00 |233 =+ 2x

le graphique de f est situé en dessous de 'asymptote.

= 0. Comme f(z) —4x < 0 pour z suffisamment grand,

2. Associer chacun des deux graphiques suivants a I’'une des expressions analytiques des fonctions sui-

vantes ( )2 ( )
rx—1 x—1 rx—1 z(x—1
hiw— =5 foiwm mmoe Jrom Ty Jare= e
1Y
7.5
5
2.5
.10 5 >

-10 -7.5 -5 -2

Le graphique de droite passe par l'origine du repere et la seule fonction dont le graphique passe par ce
point est la fonction fy. Cette fonction possede bien une asymptote verticale d’équation z = —2 et on a
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lim2 f(z) = 400. De plus, cette fonction admet une asymptote horizontale en +o00 et en —oo d’équation
T——

y = 1. Des lors, le graphique de droite est bien celui de la fonction fy.

Le graphique de gauche est celui d’une fonction qui admet une asymptote verticale d’équation z = —2 et
une asymptote horizontale en 400 et en —oo d’équation y = 1. Ce n’est pas le cas de la fonction fy qui
admet une asymptote oblique, ni celui de f3 qui admet 2 asymptotes verticales. Par contre, la fonction

f1 a une asymptote verticale d’équation x = —2 et une asymptote horizontale d’équation y = 1. De plus,
l(im) f(x) =400 et lgm)+ f(x) = —oc0. Deés lors, le graphique de gauche est bien celui de la fonction

x—(—2)~ r—(—2

fi-

5.8 Quelques exercices a résoudre ... et leurs solutions

5.8.1 Exercices

1. Si elles existent, calculer les limites suivantes

1. lim (z-— 1)3 11. lim sin(4)
r—+oo x—0 tg(z)
2. lim (22° + 42% — 62° +7) ) sin(4z) — sin(2x)
T—E£00 12. lim
z—0 si —si
3. lim (2z — V422 +2x—3) sin(3z) ~—sin(z)
Lam . dtg(z)
a? 1 13 lm =2
4, lim ———-—+— - + cos(x)
z—doo 413 — 52 + 1 P—
. e +te
472 — 1 4. lim ———
5. lim =0z
o+l dad — 522 41 1+ sin(z)
2 15. lim Y R
6. lim 4° — 1 z—%  cos?(x)
Ca—d14xd — 52 41 . xcos(z)+e®
s b VT2 VI3 16 Jny z?
. lim
o (—1)+ 2?2 -1 x? + 1
17. 1 —
S lim V2r+2—vVr+3 2~ oo arctg(zx)
"ol x2 —1 18. lim e~ *sin(x)
) z—0
. x4 —4
9. lim ——— . z? 41
rz—t+oo I + 3 19. lim arctg R
7 x——00 4 —1
) x? — .
10. ;lchrrll 213 20. w—l»l(%l)i exp(tg(x))

2. Déterminer les éventuelles asymptotes au graphique des fonctions suivantes

Lofw) = RV e
2 1
2. f(z) = % 6. f(x) = arctg <x>
3. fl@) =@+ 1)(z—3) 7. f(x) = arcotg(Vx)
1 L 2x—1
4. f(z)=z+ V22 -1 8. f(x) = — arcsin

NG 2z +1
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5.8.2 Solutions

Exercice 1

1.

H
e

© X NS T w

En —0:—0c0; en+oo:+oc0

En —o0:+00; en+oo:—

En —oc0: —o0; en+oo:f%

En —o0:0; en+o0:0
1.0. 1.

En —5:0; en3:0

En—l:—%; enl:oo(enl_:—oo;en1+:+oo)

+0o0o

1

8

En —c0:—-1; en+oo:1

Cette limite n’a pas de sens.

Exercice 2

1.
2.
3.

AV:x:%etAHenioo:y:O
AV:z=—-1let AOen toco:y=4z—9

AOen —oco:y=—-z+1et
AOen +oc0:y=a-1

AHen —c0:y=0et AOen +00:y=2zx

11. 4

12. 1

13. 4

14. 400
15. 400
16. 400
17. 400
18. 0
19.
20. En 57 :

.AVenlt:z=1letAVen5 :x=5
.AHen toco:y=20
.AHen 4+o0:y=0
.AVenOt:z=0et AHen +oo:y=0

69



Chapitre 6

Dérivation de fonction

6.1 Définitions

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I de R et xy un point de cet intervalle.
Cette fonction est dérivable en xg si la limite
h) — _
lim f(xo +h) — f(z0) — lim f(z) = f(zo)

existe et est finie.
h—0 h T—T0 T — X0

Ce réel est noté D f(xg) et est appelé dérivée de f au point z( ou encore nombre dérivé de f en xy.

Une fonction f est dérivable dans un intervalle ouvert I de R si elle est dérivable en tout point de
I. On définit alors la fonction

Df:I—-R mHDf(x):}llin%)

fl@+h)— f(z)
h
appelée fonction dérivée de f ou encore dérivée de f.

Le sous-ensemble des points du domaine de définition d’'une fonction en lesquels elle est dérivable est le
domaine de dérivabilité de cette fonction.

Remarque : on définit les notions de dérivée de f a gauche et a droite de xzy de fagon analogue aux
définitions des limites a gauche et & droite de xzq.

6.2 Interprétation géométrique

Si la fonction f est dérivable en xg, le graphique de f admet une tangente au point P de coordonnées
(%o, f(z0)) dont le coefficient angulaire vaut D f(z). Cette droite a donc pour équation cartésienne

[y — yo = Df(w0)(x — w0).

Y —yo = Df(xo)(z — z0)

70
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6.3 Lien entre dérivabilité et continuité

Toute fonction dérivable en un point est continue en ce point.
La réciproque de cette propriété est fausse car, par exemple, la fonction valeur absolue est continue en 0
mais n’y est pas dérivable.

6.4 Dérivée des fonctions élémentaires

6.4.1 Fonctions dont les domaines de définition et de dérivabilité sont égaux

Fonction Domaines Dérivée

k (constante) R 0

™ (n € Np) R naz" !

sin(x) R cos(x)

cos(z) R —sin(z)
1

t R\{S+kr:keZ

&) \(F+briken} | o
-1

cotg(x) R\ {km: ke Z} 5

sin”(z)
1
t R

arctg(x) o

-1
t R

arcotg(z) P
1

1 0 et

() 10, o] .

exp(x) R exp(x)
1

1 1

08,(x) (0> 0, a £ 1) 10+ o

a® (a>0) R In(a).a”

z® (a € R) 10, +00] ar®~!

6.4.2 Fonctions dont les domaines de définition et de dérivabilité different

Fonction Dom. de définition Dom. de dérivabilité Dérivée
1 si x>0
|| R Ro
-1 si <0
[0,+00] si n est pair 10, +00[ si n est pair 1
Yz (n€No\{1}) e
R si  n est impair Ro si  n est impair nve
1
arcsin(x -1,1 -1,1
(@) L1 - 11] N
-1
arcos(x -1,1 -1,1
@) L1 |- L1 N




CHAPITRE 6. ANALYSE : DERIVATION 72

6.5 Dérivée et opérations sur les fonctions

Si f et g sont des fonctions dérivables sur un intervalle ouvert I de R alors

e la fonction f + g est dérivable sur I et on a D(f + g)(z) = Df(z) + Dg(x), x € T

e la fonction f.g est dérivable sur I et on a D(f.g)(x) = Df(x).g(x) + f(x).Dg(x), x €I
en particulier, si r € R, on a D(rf(z)) =rDf(z), x €1

e la fonction f est dérivable sur J =T\ {x € I : g(x) =0} et on a

£ o) _ DIG)g(e) — f).Dgle)
p(Gm) - M s e

e Fonction composée :
Si f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert J
g est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I telle que {g(z) :z € I} C J

alors la fonction F' = f o g est dérivable sur I et on a D(f o g)(z) = (Df)(g9(z)) Dg(z).

e Fonction inverse :
Soient I etJ deux intervalles ouverts de R.

Si f : I — J est une bijection dérivable telle que D f(x) # 0 pour tout x € I alors la fonction inverse

1
1. J — I est dérivable sur J et on a Df ~(z) = ———, avec y = f~1(z).
f [ (@) DIty y=[f"(z)

6.6 Dérivées multiples

La dérivée d’une fonction sur un intervalle ouvert I est aussi appelée dérivée d’ordre 1 de cette fonction
ou dérivée premiere.

Une fonction est deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I si elle est dérivable sur I et si sa dérivée
Df est encore dérivable sur I. La dérivée de la dérivée, notée D?f, est appelée dérivée d’ordre 2 de cette
fonction ou dérivée seconde.

De fagon analogue, on pourrait introduire les notions de fonction p (p € Ny) fois dérivable et de dérivée
d’ordre p d’une fonction f notée DP f.

6.7 Propriétés des dérivées

6.7.1 Théoréeme de Rolle

Soient a, b deux réels tels que a < b.
Si f est une fonction continue sur [a, b], dérivable sur |a, b] et telle que f(a) = f(b) alors il existe xy €]a, b[
tel que D f(xo) = 0.

Interprétation graphique : dans les conditions de 1’énoncé, il existe au moins un point de 'intervalle
sur lequel on travaille en lequel la tangente au graphique de la fonction considérée est parallele a I'axe
des abscisses.

1Y
y = f(xo)
[
Fl@) = F0) F=oF === T ===
/1 | LN,
/e Zo b X




CHAPITRE 6. ANALYSE : DERIVATION 73

6.7.2 Théoréme des accroissements finis (TAF)

Soient a, b deux réels tels que a < b.
Si f est une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ alors il existe zg €]a, b[ tel que

1) ~ fla)

Df(xo) = -

Interprétation graphique : dans les conditions de 1’énoncé, il existe au moins un point de 'intervalle
sur lequel on travaille en lequel la tangente au graphique de la fonction considérée est parallele a la droite
passant par les points du graphique de la fonction dont les abscisses sont a et b.

W Y
|
\
. \ \
/| \ \
/1 | | .
/,./ a To b X
6.7.3 Théoreme de ’Hospital
Soit V' un intervalle ouvert de a (a réel ou co).
e f et g sont des fonctions dérivables sur V'
e Dy differe de 0 en tout point de V' @)
514 e lim f(z) =0et lim g(z) =0 (ou lim g(x) = o0) alors ;lig 9(x) =b.
. Df(z) ) e
e lim = b (b pouvant étre réel ou infini
a—a Dg(x) ( )

6.7.4 Croissance et décroissance

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R.

e f est croissant sur I < Df est une fonction positive sur I.
e Si DF est strictement positif sur I alors f est strictement croissant sur I.

e f est décroissant sur I < D f est une fonction négative sur I.
e Si DF est strictement négatif sur I alors f est strictement décroissant sur I.

Remarque : dans le cas de la stricte croissance ou décroissance, la réciproque de la propriété énoncée
ci-dessus est fausse.

6.7.5 Maximum et minimum

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R et soit zg € I.

e Si z( est un extremum (maximum ou minimum) local de f sur I alors D f(zg) = 0.

e S’il existe € > 0 tel que Df(x) > 0 Vo € Jzg —e,z0[ et Df(x) < 0 Va € |zg,xo + €[ alors xg est un
maximum local strict de f dans I.

o S'il existe £ > 0 tel que Df(z) < 0 Vz € |zg — €, z0[ et Df(z) > 0 Vo € Jxg, zo + €[ alors o est un
minimum local strict de f dans I.

Remarque : les propriétés ci-dessus relatives a un maximum et & un minimum restent vraies pour une
fonction dérivable sur I sauf en zg et continue sur I.
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6.7.6 Dérivée seconde et concavité

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I de R.

o f est convexe sur I < D?f est une fonction positive sur 1.
e f est concave sur I < D?f est une fonction négative sur 1.

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I de R et soit xg € I.

Le point de coordonnées (xg, f(xg)) est un point d’inflexion au graphique de f s’il existe € > 0 tel que
f soit convexe (resp. concave) sur |xg — €, Zo[ et concave (resp. convexe) sur |zg, Zo + €.

Si une fonction deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I de R admet (xg, f(z9)) comme point
d’inflexion alors sa dérivée seconde en x( est nulle.

6.8 Représentation graphique d’une fonction : plan d’étude

Déterminer les domaines de définition, de continuité et de dérivabilité.
Examiner si la fonction est paire, impaire, périodique.
Déterminer les zéros de la fonction.

Etudier la fonction aux extrémités du domaine de définition de la fonction (limites, asymptotes).

AT L

Etudier la monotonie (étude du signe de la dérivée premiere) et la concavité (étude du signe de la
dérivée seconde) de la fonction.

&

Construire un tableau reprenant tous les renseignements obtenus ci-dessus.

7. Représenter le graphique de la fonction sans oublier de mentionner le nom des axes et les unités sur
chacun d’eux.

6.9 Quelques exercices résolus

6.9.1 Calcul de dérivées

Déterminer les domaines de définition et de dérivabilité des fonctions suivantes puis calculer leur dérivée

L. f(x)=5x3—22> +x—1

222 — 31 + 1 5. f(x) = |222 + 32 — 5|
2. flz) = a1 sin(z) + cos(z)
6. flx) = ——<———
= sin(z) — cos(x)

4. f(z) = Va3 —=x

1) Les deux domaines sont égaux & R. Comme la dérivée d’une somme de fonctions dérivables est la
somme des dérivées de ces fonctions et que la dérivée d’un multiple d’une fonction est le multiple de la
dérivée de la fonction, on a Df(z) = 5Dx® — 2Dz? + Dz — D1. De plus, puisque Da™ = nz"~! (n € Np),
on obtient Df(z) = 1522 — 4z + 1, la dérivée d’une constante étant nulle.

2)Les deux domaines sont égaux a R\ {—2}. En appliquant la formule de dérivation d’un quotient, on a

Df(x) = D(2z? =3z +1).(x +2) — (222 =3z + 1).D(x +2) (4o —3).(x +2) — (22? — 3z +1).1
N (xr+2)2 B (x+2)?
42?4 5r—6-222+3zx—1  22*+8x—7

(x+2)2 - (z+2)?
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3) On a dom(f) = {x € R:a2? -1 # 0,55 > 0} =] —1,0] U ]1,4o0[ tandis que le domaine de
dérivabilité est {z € R : 2 — 1 # 0, 5% > 0} =] — 1,0[ U ]1,+oo[. Cest une fonction composée
construite comme suit : x +— T o x . Deés lors, on a
x? -1 x2 -1
x 1 1.(22 - 1) — 222 -1 22+1
D =DyVYl|y—_=_ . D = . = — . .
f(z) Y\F\Y—mz_l 21, (2 — 1) 2z (22 —1)2

4) Le domaine de définition de cette fonction est R et son domaine de dérivation est {z € R: 23—z £ 0} =
R\ {—1,0,1}. C’est une fonction composée construite comme suit : z +— 2% — z +— Va3 — .
Des 1 Df(z) = Dy VY] D(2® - x) ! (302 1) = v 1
es lors, on a z) = Dy yeus g D@’ —2)= ———e . (32" - 1) = ————.
o 3/ (23 — x)? 3/ (23 — x)?

5) Le domaine de définition de cette fonction est R. Comme les zéros de 222 + 3z — 5 = (22 + 5)(x — 1)
sont —3 et 1, le domaine de dérivabilité de f est R\ {—3 1} Vu le signe de 222 + 3z — 5, la fonction

. 222 + 32 -5 sioor< -3 ux>1 N
peut s’écrire f(z) = { 2 . 5 2 — " etdeslors,ona
—22°—=3zx+5 s —3<x

] 4z 43 sio z<-Souz>1
Df(x){—élx—?) si —2<az<1

6) Les deux domaines sont égaux a {x € R : sin(z) — cos(z) # 0} =R\ { +kr:ke Z} En appliquant
la formule de dérivation d’un quotient, on a
D(sin(z) + cos(z)) . (sin(z) — cos(x)) — (sin(z) + cos(x)) . D(sin(x) — cos(z))

D =
/(@) (sin(z) — cos(x))?
_ (cos(x) —sin(x)) . (sin(x) — cos(x)) — (sin(x) + cos(x)) . (cos(x) + sin(x))
N (sin(z) — cos(x))2
_ —2sin®*(z) — 2cos?(z) -2
~ (sin(z) —cos(z))?2  (sin(z) — cos(z))?’
7) Les deux domaines sont égaux & {xER g — 4z # ;T + km, k:EZ} R\ {32+k keZ,.
C’est une fonction composée construite comme suit : x — g —4x — tg (% — 4:17) — tg3 (g — 4:13). Des
lors, on a
— 3 T o 4x) =3¢t (T 1 _
Df(x) = D72%| y—a(z —aw) - Dyt8(Y)y—z_10 . D (8 455) =3 tg (8 4:5) T (—4)

—12sin? (1 — 4:10)
cos? (f — 4z)

6.9.2 Applications du théoreme de I’Hospital

Si elles existent, calculer les limites suivantes

. sin(z)

. tglx) —x 4. lim
1. lim ——~—— et /T —

otz — sin(x) TV 771

im (1 — 32)% 5. i in | =
2. 1111)%(1 3z) pm TSI (a:)

: 2

3. IliIngx In(x) 6. lim xIn(z)

r—4o00 T + ln(x)
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1) La fonction est définie sur {z € R : 2 # sin(x), = # 5 + kn (k € Z)}. Comme tout intervalle ouvert

comprenant 0 rencontre le domaine de définition de la fonction, la limite en 0 a un sens. Pour lever
I'indétermination 8, on applique le théoreme de ’'Hospital dont les hypotheses sont vérifiées. En effet, si

f(z) = tg(z) — x et g(x) = x — sin(x), ces deux fonctions sont dérivables dans un intervalle ouvert V
comprenant 0, Dg(x) =1 — cos(z) # 0 dans V' \ {0} et lin}) fz) = lirr%) g(z) = 0. De plus, comme
Df({L‘) . cos%(m) -1 . 1 . 1-— COS2($)

P Dgla) ~ T —cos(a)  + b co(@) b T —costa) o )=

la limite demandée vaut 2.

2) La fonction (1 — 3z2)% = exp(=2 In(1 — 3x)) est définie sur | — oo, 0[ U ]0, 5[. Comme tout intervalle
ouvert comprenant 0 rencontre le domaine de définition de la fonction, la limite en 0 a un sens. Pour lever

-2
Pindétermination 00.0 de lim — In(1 — 3z), on applique le théoréeme de I'Hospital dont les hypothéses

x—0 o

sont vérifiées. En effet, si f(z) = —21In(1 — 3x) et g(x) = «, ces deux fonctions sont dérivables dans un
intervalle ouvert V' comprenant 0, Dg(z) =1 # 0 dans V et Hn% f(z) = lir% g(x) = 0. De plus, comme
6

Df(z) lim L=3%

it Dy(x) 200 1

= 67
par application du théoreme des limites des fonctions composées, la limite demandée vaut €.
3) La fonction est définie sur ]0,+oo[. Comme tout intervalle ouvert comprenant 0 rencontre I'inter-

section du domaine de définition de cette fonction avec ]0,+oo[, la limite en 0" a un sens. Pour lever
I'indétermination 0.co, on transforme ce produit en un quotient pour pouvoir appliquer le théoreme

de I'Hospital. Ainsi, 2°In(x) = 1;1(42) et on considere f(x) = In(z) et g(z) = 272 Ces deux fonc-
tions sont dérivables dans un intervalle ouvert V = ]0,7[ (r > 0), Dg(z) = —2273 # 0 dans V et
xlgng flz) = a;lgng g(z) = oco. De plus, comme

i 200 o L oy

w0+ Dg(z)  a—0+ =223 a0+ —2

la limite demandée vaut 0.

4) La fonction est définie sur |7, +oo[. Comme tout intervalle ouvert comprenant 7 rencontre l'inter-
section du domaine de définition de cette fonction avec ], +oo[, la limite en 7+ a un sens. Pour lever
I'indétermination %, on applique le théoréme de 1'Hospital dont les hypotheéses sont vérifiées. En ef-
fet, si f(z) = sin(z) et g(z) = (z — 7)2, ces deux fonctions sont dérivables dans un intervalle ouvert
V =lm,r[ (r>0), Dg(z) = 3(z — ﬂ')_Tl # 0 dans V et mher f(z) = xlierg(x) = 0. De plus, comme

lim Df(x) = lim _cos@) = lim+ 2cos(z)Ve —m =0,

r—7t Dg(l‘) rz—7mt %(;1; _ ﬂ)%l T—T

la limite demandée vaut 0.

5) La fonction est définie sur Ry, ensemble non minoré; la limite en —oo a donc un sens. Pour lever
I'indétermination 00.0, on transforme ce produit en un quotient pour pouvoir appliquer le théoréeme de

1 sin( 1 i
I’Hospital. Ainsi, = sin <) = (z) et lim xsin <> = lim w siy = % Des lors,
X T——00 X y—0— Yy

1
x

1 .
lim zsin () = lim sin(y) = lim cos(y) = 1.
r——00 €T y—0— y y—0—
6) La fonction est définie sur {x € R: z > 0,  # —In(x)}, ensemble non majoré; la limite en +oo a
donc un sens. Pour lever I'indétermination 22, on applique le théoreme de 'Hospital dont les hypotheses
sont vérifiées. En effet, si f(z) = x1n(x) et g(z) = 2 + In(x), ces deux fonctions sont dérivables dans un
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intervalle ouvert V = |r,+oo[ (r > 0), Dg(z) =1+2" ! #0dans Vet lim f(z)= lim g(z)= +oo.

T——+00 T——400
De plus, comme
lim 7Df(x) = lim 71n(;v)—|—1 =

x——+00 Dg(aj) z—+oo 14 1 oo,

la limite demandée vaut +oo.

6.9.3 Représentation graphique de fonctions

x
z2—1"

Représenter graphiquement la fonction f: z +— f(x) =

Les domaines de définition, de continuité et de dérivabilité sont égaux & R\ {—1,1}. La fonction est
impaire car Vo € dom(f), —x € dom(f) et on a f(—x) = =% = —f(x). Dés lors, il suffit de restreindre
l’étude sur ’ensemble A = [0, 1] U |1, +o00[ puisque le graphique de f est symétrique par rapport & ’origine
du repere. L'unique zéro de cette fonction est 0.

Puisque lim1 f(z) =00 avec lim f(z) = —o0 et lim+ f(x) = 400, la fonction admet une asymptote ver-
T— r—1— z—1
ticale d’équation = = 1. Elle admet également une asymptote horizontale en 400 d’équation y = 0 puisque

1
lim f(x) = lim — = 0. Cette fonction n’admet donc pas d’asymptote oblique.
Tr——+00 x——4o0 I

La dérivée premiere vaut Df(z) = (22 —1)"' —z(2? - 1) 222 = (22 - 1)(22 - 1)"2 <0Vz € Aet la

. 2z (22
dérivée seconde vaut D*f(z) = —2x(z? — 1) 2 +2(z? + 1)(2? — 1) 3.2z = m
22 —
Tableau récapitulatif
z —00 -1 0 1 400
Dy T A [ [-[-| & [-
D?*f - A + 10 | - A +
f AH :y=0 |\ | AV :iz=-1 |\, | 0 |\\|AV:z2=1 |\ |AH:y=0
N| —ool+occ |U|PI|N| —0l+0c0 | U
6 Y,
4
2
2 2 4 6 X

6.9.4 Exercices divers

1. On donne le graphique de deux fonctions dérivables f et g. Une de ces deux fonctions est la dérivée
de l'autre. Laquelle et pourquoi ?
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La fonction g est la dérivée de la fonction f. FEn effet, le tableau de signe de g est
z | 0 2
glz) [+ 0 — 0 +
ce qui correspond aux variations de f
z ‘ 0 2
fl@)] /7 max \, min

2. On donne le graphique de la fonction f. Construire le graphique d’une fonction F' dont la dérivée est
f et telle que ,.hm2 F(z) = +o0, lim F(z) = —o0, lirf F(z) =4occet F(0) =—3In2~ —2,1.

A
8

f

6

De I’étude du signe de f, on tire le tableau des variations de F'
T -2 1
fle) |+ | - 0+ .
Fl)|/ [\, mn

On obtient alors un graphique du type

LY

2 F

75 -5 25 2.5 7.5 10"

3. On donne la parabole d’équation y = x2. Déterminer 1’équation cartésienne de la tangente en son
point P(xg,yo) puis déterminer les coordonnées du point d’intersection de cette tangente avec ’axe
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des ordonnées. En déduire une construction simple de la tangente en un point de cette parabole.

La fonction f définie par f(z)

= 22, x € R est dérivable sur R et on a Df(z) = 2z, z € R. Dés

lors, l’équation cartésienne de la tangente au point P de la parabole est y — yo = 2x0(x — o) et

comme yo = x3, Péquation devient y = 2x¢z — yo.

Les coordonnées du point d’intersection de cette droite avec I'axe des ordonnées s’obtiennent en

résolvant le systeme

{

Yy = 2w0T — Yo
z=0

Y= —Y
z=0

Les coordonnées du point d’intersection @ sont donc (0, —yg). Ce point de I'axe des ordonnées a
une ordonnée opposée a celle du point P donné. La tangente a la parabole en son point P est la

droite PQ.

6.10 Quelques exercices a résoudre ... et leurs solutions

6.10.1 Exercices

1. Déterminer les domaines de définition et de dérivabilité des fonctions suivantes puis calculer leur

dérivée

1 f

&
Il

© © N>
~

10. f
11. f

12. f
13. f
14. f
15. f

16. f
17. f

2. Donner une équation cartésienne de la tangente au graphique de f au point d’abscisse x( si
= In(3z) et xg =
4. f(2) =

1. f(x) = arcsin(3) et xo =
2. f(z) = arctg(4x — 2)?

323 4+ 82% — 2
r) = (2 +1)%(3z — 5)
7) = (1 — 3z + 523)3

3
2

o =

3
1

18. f(x) = cos(arctg(x))

19. f(z) = arcos(1 — z?)

20. f(z) = In(2x)

21. f(z) =zln(z) — =z
z—1

22. f(z)=In x—l—l‘

23. f(z) = In|cos(z)]

24. f(x) = xze®

25. f(x) = exp(sin(2z))

26. f(x) = In(arctg(e®))

27. f(x) = sin(3z)e3®

28. f(x) = el®l

29. f(z) = |xle™™

30. f(z) = logy(x? —2)

31. f(z) =log x;l’

32. f(x) = 3c0s(22)

34. f(z) = (7)””

3. f(x)

n®(2z) et 2o = 1

1

3



CHAPITRE 6. ANALYSE : DERIVATION

3. Si elles existent, calculer les limites suivantes

10.

11.

12.

. 1 — cos(z)
clim ———
=0 tg(2z) 4 sin(z)
T
" 20 tg(x) — sin(x)
lim 1-telw) ta()
z—%  cos(2x)
lin(f)l xIn(z)
lim VT
z—+00 ln(z)

3z + In(x)
im —————
z—+oo 2z + 31n(x)

In(si
- n(sin(z))
z—0+ In(tg(x))
. e’ —1
lim ———
z—0 e —1
e* + 322
im —
z—too 4e® + 22

lim ————
- sin(z)

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.
23.

4. Représenter graphiquement les fonctions suivantes définies par

- f(@)
2. f@)=a3+22—2+1
5. f(2) = V(e +4)
4. f(x):a:—i—%

6. f(x)=+vaZ+2x+2
1
i@ =1T
8. f(z) = Va3 4 322
S +1
9 10) = e
10. f(x) = sin(z) cos(x)

b ax
lim <]. + ) (a, be R())
r—-400 T
) (CC _ 5>43’:—2
lim
r——+00 T + 2
. et e =2
lim ———
z—0 1 — cos(2x)
im &= e - 2sin(x)
z—0 x sin(x)
lim arcs1-n(2x)
z—0 arcsin(z)
lim £ a'rctg(x)
=0  xsin(x)
lim xarcs.m(a:)
z—0 1z —sin(x)
g (s502)
lim - =
z—0+ \e*—1 =
li 2 p)e”
Jim (27 —1)e™)
lirgl (sin(z) In(sin(x)))
A (=)
11. f(x) = |zle™™
61}
12. = —
fw) =<
13. f(z) = zln(x)
14, f(z) =< *26 — ch(z)
15. fa)= =% —sh(z)

80
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6.10.2 Solutions

Exercice 1

81

dom(f) dom. dérivabilité de f | Df(x)
. R R 922 + 16
2. R R (22 + 1)(182 — 17)
3. R R 3(1 — 32 + 5a)2(152% — 3)
4. R R m
5. R\ {0,1} R\ {0, 1} W
6. ]~ o0, V5] UV ool | ] — o0, VB[ U]V, ool | ———
7 ool |- 5.1 i
8. R R b =5
3¢/(32% — bz + 7)°
9. R R —2cos (% - 2x)
10. R R —6cos(3z + 2) sin(3z + 2)
11. R\ {kr:keZ} R\ {kr: k € Z} m
12. R\{Z +hr:keZ} |R\{kI:keZ} W
3. (44 - 4.3 =
4. [-1,1] 1,1 _Zizcifig@
15. R R 112)%
16. R\ {-2} R\ {-2} WS’HS
7 0.1] 10. 1] 2\/arcsin(1x)(1 —z2)
18. R R %ﬂg(@)
19. [-v2,V2] ] —v2,0[U]0,V2[ lex/2;—7x?
20. 0, +o0] 10, 00| i
21. 10, 4o0] 10, +00] In(z)
2. R\{-1,1} R\ {-1,1} —
93. R\{Z+kr: keZ} |R\{S+kr keZ} |—tgx)




CHAPITRE 6. ANALYSE : DERIVATION

dom(f) dom. dérivabilité de f Df(x)
25. R R 2 cos(2x)esn(27)
eil)

26. R R
6 (14 e2®)arctg(e®)
27. R R 3e3%(cos(3x) + sin(3z))

—e * si <0
28. R Ro

e” si x>0

e (x—1) si <0
29. R Ro

e *(l—z) si >0

2z
.- -2 2 - —V?2 2 —
30. ] -0, V2 U VA +oo[ | ] - 00, VAU VR 4o0l | =i
1

1. 1 1 —_
32. R R —25in(2x).3°°%(22) In(3)
33. 0, +o00] 10, +00] gsin(@) (cos(x) ln(a:)—|—81n3§x)>
34. 10, +o0 10, +o0] (g)wln(x)

Exercice 2

1. 4V/3 2 — 18y + 37 —6V3 =0
2.

Exercice 3

DA AT i S A

4w—y+£—3:0 4. y=0

0 7.9 13. e 19. 0o (G : —00; D : +00)
2 8. 1 14. 61‘28 20. _%

1 9. 0 (G: —c;o;D : +00) 15. 3 921. 0

0 10. en —oo:§;en +OO:Z 16. 0 22. 0

i 1. 0 17. 2 23. 1

5 12. 1 18' 0

3.3z—y—1=0
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