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THEORIE

Question 1

1.1) Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert 2 de C. Enoncer ce que ’on appelle
“formule de représentation intégrale de Cauchy pour f et ses dérivées”. Les hypotheéses de
validité et les notations employées doivent étre clairement exprimées.

1.2) Enoncer et démontrer le résultat donnant le développement en série de puissances
d’une fonction holomorphe dans un ouvert (développement de Taylor). Les hypothéses de
validité et les notations employées doivent étre clairement exprimées.

Solution. Voir cours et syllabus. Mais aussi voir I’examen de janvier 2007 et aott 2008.

Question 2

Enoncer I’inégalité de Cauchy-Schwarz dans un espace de Hilbert H puis, en guise d’application,

I’énoncer dans ’espace H = L*([0,1]) (en précisant la signification des notations employées).
Solution. Voir cours et aussi ’examen de janvier 2007 et d’aotut 2008.

EXERCICES

Question 1 Dans les réponses aux questions ci-dessous, expliquer et justifier chaque fois les
démarches.
On fixe un repére orthonormé de 1’espace.

1.1) On considére la surface d’équation cartésienne (z — 1)? = 22 + y? située entre les plans

d’équation z = 0 et z = 1 et la fonction vectorielle f(z,y,z) = [y, x,2]. Si i est la normale
unitaire (apreés choix d’orientation) & la surface, déterminer la valeur de ’intégrale

//Sﬁ.fda

1.2) Si7=[z,y, 2] et si d est un vecteur constant, montrer que le rotationnel du champ dA#
est constant et déterminer cette constante.

Solution. 1.1) La surface considérée est une partie du cone d’équation cartésienne (z —1)? = 22 + y2,
de sommet (0,0,1); il s’agit d’'un “chapeau posé sur le plan d’équation z = 0”. Un paramétrage injectif
de cette surface (sans le sommet) est donné par

3(t,0) = [(1 —t)cosb, (1 —t) sme,t] . te0,1], 6 €o,2r]

¢

La normale N orientée “ vers I'extérieur” définie par ce paramétrage est donnée par

N(t,0) = Dg@(t,0) A Dy@(t,0) = (1 — t)[cos 0, sin 0, 1].

Ainsi on a
. ™t ON(E) - , .

/1 (N(t,@) ° f((l —t)cosf, (1 —1) sin@,t)) do dt
((1 — )2 sin(26) + (1 — t)) d0 dt

t(1—t) do dt
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Question 2 Dans les réponses aux questions ci-dessous, expliquer et justifier chaque fois les
démarches.

2.1) On donne les fonctions f et g par

a) Ou ces fonctions sont-elles holomorphes?

b) Quels sont leurs zéros? Quelles en sont les multiplicités respectives?

c) Quelles sont les singularités isolées? De quels types sont-elles?

d) Déterminer le résidu en chacune des singularités isolées.

e) Pour f, déterminer le développement de Laurent en chacune des singularités isolées.

2.2) Soit v le bord du carré centré l’origine, de longueur de coté égale & 2. On con-
sidére qu’on parcourt ce bord “aire a gauche” et qu’on utilise un paramétrage injectif.
Déterminer la valeur des intégrales suivantes

/%z dz, / ! ~dz
~ 722—2

2.3) Déterminer la valeur des intégrales suivantes par “méthode de variables complexes”

“+oo 1 “+oo 1
- _d — d
/,oo @+at+12 /m TE

Solution. 2.1) Cas de la fonction f.

a,b) La fonction f est holomorphe dans C\ {0} et n’a pas de zéro.

¢) Sa seule singularité isolée est 0 et elle est essentielle car la fonction “H” du développement de
Laurent n’est pas un polynéme: on a en effet le développement de Laurent suivant

> o1 JR 1
_ .2 _ 2 1
1z) == Zom!zm_z +Z+2+Zl(m+2)!zm

et, avec les notations habituelles,

—+o0

h(z):zz—l-z—l-%, H(Z) = Z%

m=1

d,e) Vu le développement précédent, on obtient directement

Resy f = coeflicient de % dans le développement de Laurent = % = %
et
X1 ) 1 X 1
J@=2D S =Sty )
avec les notations habituelles
too m
h(z) :zz—i-z—i-%, H(Z) zmzlﬁ

Cas de la fonction g.
a) Vu son expression (quotient de deux fonctions holomorphes dans le plan complexe), la fonction g
est holomorphe dans le complémentaire des zéros du dénominateur, & savoir dans = C\ {kn : k € Z}.
b) Les zéros sont les complexes de © qui annulent le numérateur, & savoir z; := 3 + kv (k € Z.
Chacun de ces zéros est un zéro simple du numérateur car D cos z = — sin z ne s’y annule pas. On peut
donc écrire (avec G holomorphe dans C):

sinz > sinzg

9(z) = (= — =) 40
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ce qui indique que zx est un zéro de multiplicité 1 pour g.
¢,d) Les singularités isolées de g sont les zéros du dénominateur, a savoir les complexes wy, = km, k € Z.
Il s’agit donc de podles. De plus, on a directement

, . Cosz . cos z oS 2,
lim (z —wg)g(z) = lim —— = lim —— =
Z— Wy Z— W sin z Z— Wi SIn 2 —SInN Wy D sin Zk
Z—wp Z—wy

ce qui indique que wg est un pole d’ordre 1 pour g et que le résidu est égal a 1.

2.2) En prenant une orientation “aire & gauche”, le bord  du carré est constitué de la superposition
de quatre segments dont des paramétrages injectifs sont donnés par

1+idt, te[-1,1]; i—t, te[-1,1; —-1—it, te[-1,1]; —i+t, te][-1,1].

Pour la premiere intégrale, on obtient directement

1 1 1 1
/§Rz dz:/ idt—l—/ tdt—l—/ idt—l—/ tdt = 4i.
y —1 -1 —1 -1

- est holomorphe dans le complémentaire de %, la seconde intégrale s’obtient directe-

Comme 2z — 5

ment en utilisant soit la représentation intégrale de Cauchy, soit le théoreme des résidus
1
/ -dz = 1im.
y2z—1

La fonction = +— (w2+++1)2 est continue sur R et tend vers 0 & l'infini aprés multiplication par x2; elle
est donc intégrable sur R. Cela étant, posons

2.3) Premiére intégrale.

1

&=y

Cette fonction est holomorphe dans le complémentaire des zéros du dénominateur & savoir en tout com-
plexe différent des racines cubiques complexes de 1: C \ {62”/ 3 etin/ 3}. En considérant les chemins
vr (R > 1) constitués par la juxtaposition du segment I'p joignant les réels —R et R et de la demi-
circonférence Cr centrée a l'origine, de rayon R, orientée dans le sens trigonométrique et dont les points
ont une partie imaginaire positive, on obtient d’une part

+o0 1 . .
[ e e, [, o= i [ e

TR .
Sm —>OSIR_’+OO.

car

f(2)dz

Cr

D’autre part, par le théoréme des résidus et en tenant compte du fait que e7/3

pour f, on a

est un podle d’ordre 2

1

(z— 641'77/3)2

/+OO . dr = lim AR f(z)dz = Am3

4m/3
9

_ 2
/ f(2)dz = 2imRes 2ix/s f = 2im  lim D (z - 62”/3) f(z)=2ir D
TR

2—e2im/3

2—e2im/3

Il s’ensuit que

oo (24 1)2 R—+00 9

Seconde intégrale. (Cette intégrale est un cas particulier d’un exemple traité aux répétitions.)
La fonction x +— m est continue sur R et, apres multiplication par 2, elle tend vers 0 & 'infini.
Elle est donc intégrable sur R. Cela étant, la fonction

1

f(Z):m
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est holomorphe dans C\ {i}. En considérant les chemins yr (R > 1) constitués par la juxtaposition du
segment I'g joignant les réels —R et R et de la demi-circonférence Cr, centrée a l'origine, de rayon R,
orientée dans le sens trigonométrique inverse et dont les points ont une partie imaginaire négative, on
obtient d’une part
1
————dr = lim z)dz = lim z)dz
/I‘R (1 +i$)4 R—+oo Jp, f( ) R—+too [, f( )

car R
i

f()dz| < ——— —0si R— +oc.

Cr (R - 1)4

D’autre part, comme f est holomorphe dans C \ {i} et comme g est homotope & un chemin constant
dans cet ouvert, on a

donc finalement )
— —dx = 0.
/]R (14 ix)* v

Question 3 Dans les réponses aux questions ci-dessous, expliquer et justifier chaque fois les démarches.

3.1) Dans l’espace L?([—1,1]) on a le développement suivant

—+o0
o Z am, cos(mme).
m=0

En prenant le produit scalaire de chacun des deux membres de 1’égalité avec la fonction
x +— cos(mz), déterminer la valeur de a;.

3.2) Déterminer la transformée de Fourier (—) de la fonction suivante

f(@)=cosz el zeR

Solution. 3.1) Quel que soit m € N différent de 1, on a < cos(.), cos(mm.) >= 0 donc

1 +o0
/ 2% cos(mx) dr = Z A, < cos(.),cos(mm.) >=ay < cos(.),cos(m.) >= aq.
-1 m=0
Comme
! 4
/ 2% cos(mz) do = =
1 ™

on en déduit que
4

ap = —p
3.2) (La transformée de Fourier de z +— e™e~*| a été traitée explicitement aux répétitions.)
Comme la fonction donnée est continue sur R et que son module est majoré par la fonction intégrable
x — e 17l elle est intégrable sur R et on peut en déterminer sa transformée de Fourier. Cela étant, elle

se décompose en une somme de deux fonctions intégrables

eizef|x| e*imef\z\
T) = +
Fw) =3 :
dont les transformées de Fourier se calculent directement. Pour tout réel y, on obtient
F, f = L e~ WeiweTlel dy 4 L e"@YeTwelel gy
Y 2 Jr 2 Jr

+o0 t+oo
= / cos((y—1)z) e dz + / cos((y+1)z) e * dx
0 0

—+o0 —+o0
_ §R< / e (i) gy / ex<1+i<y+1>>dz>
0 0

1 1
+ .
1+(y—12% 1+ (y+1)?
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Question 4 Répondre par vrai ou faux et justifier la réponse.

a) Si f est holomorphe dans C\ {0} et si 0 est singularité essentielle de f, alors 0 est aussi
singularité essentielle de F' : z — fQ/2)

z
Vrai O Faux O

b) Si f est holomorphe dans C\ {zy} et si le résidu de f en z; est nul, alors f se prolonge
en une fonction holomorphe dans C
Vrai O Faux O

c) La fonction z — exp(iz) est bornée dans C.
Vrai 0 Faux O

d) Il existe une fonction intégrable f telle que 7, f = %, y € R.
Vrai O Faux O

Solution. a) Cest faux comme le montre 'exemple de f(z) = e/*; on a F(z) = €*/z, F est holomorphe
dans C\ {0} et 0 est un pdle d’ordre 1 pour F.

b) C’est faux comme le montre ’exemple de la fonction z +— (z_+0)2 dont le résidu est nul mais qui
n’admet pas de limite finie en zy, donc qui ne se prolonge pas en une fonction holomorphe en zj.

c) Clest faux car limg, . || = limg, .o 6757 = +00.

d) C’est faux car la transformée de Fourier d’une fonction intégrable a une limite nulle & l'infini, ce

2
. y
qui n’est pas le cas de y — T
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