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MATHEMATIQUES GENERALES 2009-2010 : TEST 5 (CHIMIE, GEOLOGIE ET PHYSIQUE)

1. Calculer I’aire de la partie du plan dont une description analytique est la suivante

3

{(a:,y):xe {12] yeR et cos(z) Sygsin@x)}}.

Donner aussi une représentation de cet ensemble.

Solution. Pour déterminer les bornes des intégrales, résolvons cos(r) = sin(2z). Cette équation est
équivalente a

cos(x) = cos (g - 2:5) S = g—2x+2k7r ou x = —g+2.1‘—|—2k‘71’ S r= %—I—Zk‘g ou x = g+2k7r (keZ).

3 57 3
Les solutions dans {W W] sont E, O oM o cos(z) < sin(2z) pour x € {E

T S5t 3w
4’ 2 27 67 2 4’2 '

} ou pour x € {6’ 9

T
Comme la fonction x — sin(2x) — cos(z) est continue sur R, elle est continue sur les fermés bornés [Z’ 5}
[571' 3
t _

5’ 2 ] ; des lors, elle est intégrable sur ces ensembles.

Ainsi, 'aire demandée vaut

Z x 1 Bl 1 i
A= / (sin(2x)—cos(x)) da:—i—/ (sin(2x)—cos(x)) dx = [—2 cos(2x) — sin(x)} + [—2 cos(2x) — sin(a:)}
ud 5m T 51
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2. Calculer l’intégrale suivante (si c’est possible)

/01 z In(z) dz.

Solution. La fonction f : z — xIn(z) est continue sur ]0, +o00[ donc sur ]0, 1], ensemble borné non fermé.
Etudions son intégrabilité en 0. Si la limite lim+ f(z) existe et est finie alors f admet un prolongement
z—0

continu en 0 et est intégrable sur |0, 1]. On peut aussi utiliser le critére en 6 et pour cela calculer

(Vzlzln(z)]) = — lim (2% In(z)) = — lim ln(_“;).

lim
z—0+ z—0F z—=0t g3

Dans les deux cas, pour lever I'indétermination 22 on applique le théoreme de I'Hospital apres en avoir
vérifié les hypotheses.
Considérons les fonctions g : « +— In(z) et h: x — 2. 0Ona
1) g et h fonctions dérivables dans ]0, +o0[
2) Dh(x) = —%x? # 0 pour tout = €]0, +00|
3) lim g(x) = lim h(z) =
) i g(x) = lim_h(x)

Tr—

_ Dg(z) . 2t s
4) 1 =1 - =—=1 2 =0.
) Jm, Dh(z) om0+ Tsew 3 oot T
Des lors, 1im+(\/§|xln(x)|) = — lim+(x% In(z)) = 0, limite qui existe et est finie avec § = 1 < 1. Par
z—0 x—0

application du critére en 6, la fonction f est intégrable en 0 donc sur ]0,1].

Par une intégration par parties, on a

/leln(x) dx = Bln(x)]o—/olgdx: [—”ﬂ: — —i

2
puisque In1 =0 et lim (9; ln(x)) = 0.

z—0t
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1. Calculer l’aire de la partie du plan dont une description analytique est la suivante
T 97 .
{(amy):xe [3,4] ,YER et —sm(x)<y<cos(2x)}}.

Donner aussi une représentation de cet ensemble.

Solution.Pour déterminer les bornes des intégrales, résolvons —sin(z) = cos(2z). Cette équation est
équivalente a

sin(—z) = cos(2z) < cos (g + x) = cos(2z) & g +x =2z +2kr ou g +r=—-20+2kn (k€Z)

2k
@x:g—l—?kw ou x:—%—i——?f (kez).
Les solutions dans |~ m sont ~ m 11—Wet—sin(x)<cos(295) ourz € | = i ou pour x € Hm 9m
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T i
Comme la fonction x — cos(2x)+sin(z) est continue sur R, elle est continue sur les fermés bornés {3, 6}

[1177 97
et

5 4]; des lors, elle est intégrable sur ces ensembles.

Ainsi, I'aire demandée vaut

% % . ¥ o %
A= / (cos(2x)+sin(x)) dx+/ (cos(2x)+sin(z)) dz = [2 sin(2z) — cos(x)} + [2 sin(2z) — cos(x)}
z 1lm s 1w
3 6 3 .
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= (2 sin ?ﬂ- — cos 671-) — (2 sin g — Cos 7?:>+(2 sin ?ﬂ- — coS I) — (2 sin Tﬂ — cos 67T> = ix/g—g—i—l.
Vo= 3 T = %’T
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. Calculer l’intégrale suivante (si c’est possible)
/ Vz In(z) du.
0

Solution. La fonction f : x — /z In(z) est continue sur |0, +o00[ donc sur ]0, €], ensemble borné non fermé.
Etudions son intégrabilité en 0. Si la limite lirn+ f(x) existe et est finie alors f admet un prolongement
z—0

continu en 0 et est intégrable sur |0, e]. On peut aussi utiliser le critére en 6 et pour cela calculer

In(z) '

(VzlvzIn(r)|) = — lim (zln(x)) = — lim

lim
rz—0+ z—0t z—0t T

Dans les deux cas, pour lever I'indétermination =2 on applique le théoreme de I'Hospital apres en avoir
vérifié les hypotheses.

Considérons les fonctions g : x +— In(z) et h: z+— 271 On a

1) g et h fonctions dérivables dans ]0, +o00[

2) Dh(z) = —2=2 # 0 pour tout x €]0, +00]

3) lim g(z) = lim h(z)= oo

. Dg(x) . xt
e S, Dh(z) S = i e =0
Des lors, lim+(\/5|\/51n(x)|) = — lim (zIn(z)) = 0, limite qui existe et est finie avec § = 1 <1 Par
z—0 z—0

application du critére en 6, la fonction f est intégrable en 0 donc sur ]0, e].

Par une intégration par parties, on a

/Oe Vzn(z) de = Eaz\/gln(x)}z — ?)’/Oe Vo de = 26?:/5 - {4%/4 e = g@\/g

2
puisque Ine = 1 et lim (31‘\/5111(3:)) =0.

z—0



