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Mathématiques générales A, 2009-2010 Examen du lundi 16/08/10

’ Question de théorie

(a) Enoncer le théoréme des accroissements finis en toute généralité.
(b) Ensuite ’appliquer au cas de la fonction = — e~*, tracer le graphique de cette fonction
dans un repeére orthonormé et donner une interprétation graphique du théoréme.

Solution. Cf. aotut 2009

Ezxercices

1. Résoudre ’équation suivante (on suppose que z € [0, 27])
cos? z — sin?(2x) = 0.
Solution. Comme sin(2z) = 2sin(x) cos(x), I'équation est équivalente &
cos?(x) — 4sin’(z) cos’*(x) =0 < cos?(x)(1 — 4sin’(z)) =0

1
< cos(x) =0 ou sin(z) = —5 ou sin(z) =
L’ensemble de ses solutions est donné par
5
x:gﬁ—kwoux:%—}-kwoux:%—kkﬂ (k€Z).

5t Tm 3w 117

Vi v
Deés lors, les soluti I’i 11 2 - =, =, =, — .
¢s lors, les solutions dans Uintervalle [0, 27] sont 53 6 6’ 32 et 5

2. Si elles existent, déterminer les limites suivantes

. 1 . }—xQ + 3z — 2’
Iim In{— ), lim —.
T— —00 |;L" r—1 (;L’ — 1)2

1

Solution. La fonction x +— In (m) est définie sur Ry, ensemble non minoré. Le calcul de la limite

en —oo peut donc étre envisagé.
1
On a lim —‘ =07 et lim+ In(y) = —oco. L’application du théoréme des limites des fonctions
T——00 | y—0
composées donne

lim In (|1> = lim In(y) = —oc.
x

Tr— —00 y_,0+

!—wQ + 3z — 2’
x—1)2
prenant 1 rencontre A, le calcul de la limite en 1 peut étre envisagé.

Cela étant, on a

La fonction z — est définie sur A = R\ {1}. Puisque tout intervalle ouvert com-

224132 -2 T — —
lim ’ 4+ 3z ’ — lim [(x — 1)(z — 2)|
r—1 (;Ij — 1)2 rx—1 (aj — 1)2

apres simplification de la fraction par x — 1 puisque la fraction est positive.

= 400

3. Déterminer l’aire de la surface bornée fermée déterminée par le graphique des fonc-
tions sinus et cosinus de domaine de définition restreint a ’intervalle [O, %] Dans un
repere orthonomré, représenter cette surface en la hachurant.

Solution. Cf. mai 2010



4. (a) Montrer que la fonction = — vérifie ’équation différentielle

6—31

Df=3f(1-2f).

Solution. La fonction donnée est dérivable sur R et on a

D 1 ! _ 3 e 3 .
2+673:1: (2+673az)2

Des lors, comme

3 2 3 2+e3% -2 3e 3
1-2f) = 1— — _
3f( f) 2+ e—3x ( 2+ e—3w> 2+ e—3x ( 2+ e—3w > (2 + 6—3;8)2

la fonction donnée vérifie bien I’équation différentielle.

(b) Déterminer ’ensemble des solutions de ’équation différentielle
D*f(x) —2Df(z) + f(z) =2+ =

Solution. L’équation donnée est une équation différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre
2 non homogene.
L’équation homogene associée est D?f(z) — 2D f(x) + f(z) = 0; le polynéme caractéristique est
2z 22 =22+ 1 = (2 — 1)% et son zéro double est 1. Il s’ensuit que les solutions de 1’équation
homogene sont les fonctions

(c1z + co)e®, z€R

ou c1, co sont des constantes complexes arbitraires.

Le second membre, fonction continue sur R, est le produit d’'un polynéome de degré 1 par une
exponentielle e*® avec o = 0, non solution de ’équation caractéristique. Une solution particuliere
est donc du type fp(z) = Az + B, x € R ou A et B sont des constantes a déterminer. Comme
Dfp(z) = Aet D?fp(z) =0, on a —2A + Ax + B = 2 + 2 et, par identification des coefficients des
polynémes, on obtient A =1 et B = 4.

Ainsi, fp(x) =z +4, € R et les solutions de ’équation donnée sont les fonctions

(clx+c2)e” +x+4, veR

ol c1, c2 sont des constantes complexes arbitraires.

5. Une caisse contenant 4 bouteilles pése 7 kg. Avec 9 bouteilles, elle pése 13kg. Que peése
la caisse 7 Que pése une bouteille ?
Répondre a cette question en rédigeant clairement vos démarches et en exprimant vos
résultats avec les mémes unités.

Solution. Notons C' le poids en kg de la caisse vide et B le poids en kg d’une bouteille. On a alors
le systeme

C+4B =17 {5B:13—7:6 B=%=1.2
54 54
C+9B =13 C=7-4B C 7_%:%:272,

Ainsi, la caisse vide pese 2,2 kg et une bouteille pese 1,2 kg.



Université
de Liége

1, 2, 8...Sciences
Année académique 2009-2010

CORRIGE DE L’EXAMEN DE MATH DU 16 A0UT 2010
MATHEMATIQUES GENERALES B

Version 20 aout 2010



Mathématiques générales B, 2009-2010 Examen du mardi 16 aoat 2010

1. On donne la fonction f par
fl@) =2 - VI~

a) Si possible, déterminer les approximations polynomiales de cette fonction & 1’ordre
0,1,2 en 0.

b) Dans un méme repére orthonormé, esquisser le graphique de f et dessiner le gra-
phique des approximations demandées (en utilisant différentes couleurs).

Solution. La fonction est infiniment dérivable sur | — oo, %[ et on a
Df@) = = et D2(a) = ——
T)=—F—== ¢ T) = ——.
V1-2z V(1 —2z)3
Comme f(0) =1, Df(0) =1 et D?f(0) = 1, si on note P,(z) Papproximation polynomiale de f &
I'ordre n en 0, on a

Py(z) = f(0)=1, Pi(z)=FPy(z)+ Df(0)x=1+=

et
D2f(0 2
PQ(x):Pl(x)—i-#mQ:l—&—x—I—%, z eR.
s
LY
Zf |
s Py
L L L \/
4 ) /2/ 21 I X
— f , ol
P1/ ,
/
/ L

2. a) On donne la matrice

A:

O = O
o O N
o = O

- Déterminer les valeurs propres de A.
- Déterminer les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0.
- Montrer que le vecteur

V2

1
0

est vecteur propre de valeur propre v/2.

Solution. Les valeurs propres de A sont les solutions de

X 2 0
det{ 1 =X 1 | =02 (=NAN=-2)=02XA+V2)A=Vv2)=0
0 0 =X

si on applique la premiere loi des mineurs a la troisieme ligne de ce déterminant.
Ainsi, les valeurs propres de A sont 0, —v/2 et /2.



Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0 sont les vecteurs X non nuls tels que AX = 0
c’est-a-dire

0 20 x 0 y=0 T T
1 01 y | =10 @{ s ely | = 0
000 e 0 z+z=0 e o

Ainsi, les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0 sont les multiples non nuls du vecteur

Pour prouver que le vecteur

est vecteur propre de valeur propre v/2, il suffit de prouver que AX = v/2X.

On a bien
0 2 0 V2 2 V2
AX=1|1 0 1 1 =1 v2 |=v2| 1
00 0 0 0 0

b) Soient les réels «, 3 et les matrices
sina  —cosa —sinf3 cosf3
A= . , B= . .
cosa  sina cos3 sin
- Calculer le produit AB et simplifier I’expression des éléments de cette matrice au
maximum.

- Montrer que le complexe A\ = sin«a — icos « est une valeur propre de la matrice A.
- Déterminer les valeurs propres de la matrice B.

Solution. Le produit AB vaut

< —sinasin 8 — cos acos 3 sin v cos 3 — sin B cos ) _ ( —cos(a— ) sin(a— F) )

—sin 8 cos o + sin o cos 3 cosacos B + sinasin 8 sin(a — ) cos(a — )

Pour montrer que le complexe A\ = sin «a — i cos « est une valeur propre de la matrice A, il suffit de
prouver que A est un zéro du polynéme caractéristique det(A — AI).

Comme on a
1cosa —cosa

det(A — (sina —icosa)l) = =0
cosa 1 COs

(la deuxiéme colonne est le produit de la premiére par ), on en conclut que A = sin o — i cos « est
bien valeur propre de A.

On a
—sinB—A  cosf
det(B—XI) = det< cos 3 sinﬁ—)x)
= (—sinfB—\)(sinf — \) —cos? 3
A2 — (cos® B + sin? 3)
= N -1

Des lors, les valeurs propres de B (solutions de ’équation det(B — AI) = 0) sont 1 et —1.



3. a) On donne la fonction de deux variables f par f(z,y) =1n (\/xQ + y2).

- Déterminer les domaines de définition, de continuité et de dérivabilité de f.
- Dans le domaine de dérivabilité de f, que vaut ’expression

D2 f(x,y) + D f(x,y)?

Solution. Les 3 domaines demandés sont égaux a 1’ensemble
A={(r,y) eR?: 22 + 94> > 0,/22 +y2 > 0} = R?\ {(0,0)}.

Dans A, on a f(z,y) = 3 In(2? + y?) donc on obtient directement

2 2
x y"- —x
Dof(z,y) = ——— et D:f(z,y) = —2>—""
flay) = e 2 (@, y) EEESEE
ainsi que
2 2
Y 2 rm -y
D = —=: t D = —.
yf(x,y) 2 + y2 € Tf(:E?y) (LL'Q 4 y2)2

Des lors, D2 f(x,y) + Dgf(:v,y) =0.
b) On donne I’ensemble fermé borné hachuré suivant
)/A
(737 1)

Y

Si c’est possible, déterminer la valeur de l’intégrale de la fonction f suivante sur cet
ensemble ; simplifier votre réponse au maximum

1
f(l"vy):m

Solution. L’ensemble d’intégration A, parallele aux deux axes, est égal a

A= {(x,y) ER?:z€[-3,0], ye [—x'gl,l”: {(x,y) ER?:yc [—;,1} T € [—2y—170]}.

C’est un ensemble fermé et borné.

La fonction f est continue sur 'ensemble {(x,y) € R? : z —y — 1 # 0} (complémentaire de la droite
d’équation cartésienne x —y — 1 = 0, laquelle est d’intersection vide avec A) donc continue sur A.
La fonction est des lors intégrable sur A et on a

1 0 1 1 1 =0
r= )= =),
- —2y—1 (x—y—1)2 i lr—y—1 r=—2y—1

1 1
2 2

: /‘1 <yi1+—3@/1—2) = [1n(|y+1|)_;ln(|3y+2|)]1_

%
1 1
3 3

1
2

= In2- ln%:—lln5+§ln2.

1
In5—1In—
nb n2—|— 3 3



4. (Physiciens, informaticiens, chimistes, géographes)
Déterminer si les séries suivantes convergent. Si oui, en déterminer la somme

400 1 +o0 1 +o0 m
(4) Z Tz (i) Z ol (i) Z mZ+ 1
m=1 m=0 m=1

+00 +oo m
Solution. La série E — peut aussi s’écrire sous la forme E () , série géométrique conver-
T2

NG

m=1 m=1

1
gente puisque — €] — 1, 1[. La somme de cette série vaut

N

1 i" ( 1 )m 11 1
—_— _— = — T = .
VT =\ VT N NG V=1
+oo
La série Z — est convergente car c’est 'image du réel 1 par la fonction exponentielle. La somme
m!

m=0
de cette série vaut exp(1l) = e.

+oo
m
La série E ——— diverge. En effet, on a
- m2+1 &

mo_ 11 1
m2+1_m—|—%*m—|—1*2m

quel que soit le naturel m > 1. Comme la série de terme général % diverge, par le critére de com-
paraison, la série donnée diverge aussi.

5. (Physiciens et informaticiens)
On donne la succession d’intégrales simples suivantes

1 e”
/ (/ Iny dy) dx.
0 1

(i) Calculer (si possible) cette succession d’intégrales.
(ii) Représenter ’ensemble A (partie du plan) sur lequel on intégre.
(iii) Permuter ’ordre d’intégration.

Solution. Cf. aott 2009 sections de biologie et géologie.



