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FEzxercices

1. On donne la fonction f explicitement par

f(z,y) =In (z2 — 4y + 1)

a) Déterminer le domaine de définition et de dérivabilité de f. En donner une représentation

graphique dans le méme repére orthonormé, en utilisant différentes couleurs.

b) Déterminer ’expression explicite de la dérivée partielle de f par rapport a sa
deuxiéme variable.

¢) Quelle est la valeur de la dérivée de f par rapport a sa deuxiéme variable au point
de coordonnées (1,1)?

d) On définit la fonction F par

1 1
Fit)=f <2€t + 1—66_t,et + 166_t> .

Quel est le domaine de définition, de dérivabilité de F'? Déterminer ’expression ex-
plicite de la dérivée de F.

Solution. a) Les domaines de définition et de dérivabilité sont égaux &
A={(z,y) e R?: 2% —4® +1 > 0}.

La représentation graphique de cet ensemble est la partie hachurée du plan ci-dessous, les points
de ’hyperbole étant exclus.
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b) L’expression explicite de la dérivée partielle de f par rapport a sa deuxieme variable est la

fonction donnée par
—8y

Dy f(z,y) = PRI (z,y) € A.

¢) Le point de coordonnées (1, 1) n’appartient pas au domaine de dérivabilité ; on ne peut donc pas
calculer la valeur de la dérivée de f par rapport a sa deuxieme variable en ce point.

d) Calculons la valeur de I'expression 22 — 4y* + 1 pour z = 2¢’ + fe ' et y =€’ + ze7". On a
26t+i67t 274 etJrie*t 2+1 :462t+1<‘ri672t7462t7}7i672t+1 = §—ief2t
16 16 4 162 2 162 4 162 ’

Le domaine de définition et de dérivabilité de F' est I'ensemble

3 1
{tER:4(1—646_2t> >0}:{tER:64—e_2t>0}:{teR:2t>—1n64}:]—31n2,+oo[

et la dérivée de F' est donnée par

DF(t) = DIn (226 (64 — e‘”)) =D (ln (226) +1In (64 — e_2t)> = DIn(64 — e~2)

22 rel
T 64—e2t Gde2t —1°

—3In2,+o0|.



2. On donne 1’ensemble fermé borné hachuré suivant
A
Y

! N

Si c’est possible, déterminer la valeur de ’intégrale de la fonction f suivante sur cet
ensemble ; simplifier votre réponse au maximum

1

f(%y)zm

Solution. L’ensemble d’intégration A, parallele aux deux axes, est égal a
9 r—1 9 1
A=q(z,y) eR*:2€][0,3], y € T’l =< (z,y) eR 1y € —5,1 , x€[0,2y+1] 7.

La fonction f est continue sur I'ensemble {(z,y) € R? : x +y + 1 # 0} ; elle est donc continue sur
A, ensemble fermé borné, donc intégrable sur cet ensemble et on a

1 2y+1 1 1 1 r=2y+1 1 1 1
I= — d dy = S E—— dy = ——=t+t—— ] d
/ </0 (@+y+1)7 x) =/, [as+y+1L_o o= (3y+2 y+1) g

1 1
2 2 2

1 ! 1 1.1 1 1
= {31n(|3y+2) + In(|y + 1)]_1 = f§1n5+1n2+ §1n§ —ln§ = f§1n5+ glnz

3. On donne 1’ensemble A suivant
A= {(m,y) €ER? : |z| <y <x2}

a) Représenter graphiquement cet ensemble dans un repére orthonormé.

b) Si c’est possible, déterminer la valeur de ’intégrale de la fonction g donnée par
g(z,y) = xze ¥

- pour les biologistes et les géologues : sur la partie de A dont les points ont une abscisse

positive et simplifier votre réponse au maximum

- pour les autres : sur A et simplifier votre réponse au maximum

Solution. a) L’ensemble A, fermé non borné et parallele & Y mais non a X, est égal a

A= {(x,y) € R2 HE/AS [1’+OO[7 T € [_ya _\/g] U [\/?j’ y]}

et sa représentation graphique est la partie hachurée du plan, les points des « bords » étant compris
dans I’ensemble.




b) Pour les biologistes et les géologues : considérons ’ensemble fermé non borné
Ay ={(z,y) eR* 1y € [1,+00], w € [y,y)} = {(z,y) eR* € [1,+00], y € [z,2°]}

et étudions 'intégrabilité de la fonction g continue et positive sur Aj.

Si  est fixé dans [1,+oo| alors la fonction g est continue sur le fermé borné [z, z?]; elle est donc
intégrable sur cet ensemble et on a

2

& 2
_ _ylYy=zx 22 _
/ xeydy:[fxe y} =—ze ¥ +xe "
x

y=z

Comme cette fonction est positive sur [1,+o00[, en étudiant son intégrabilité par application de la
définition, on aura, si la limite est finie, I'intégrabilité ainsi que la valeur de 'intégrale sur [1,4o00[
et par conséquent celles de g sur A;. Calculons
t 2
L= lim (—ze™ +ze™®) dx.

t——+oo 1
On a
t
1 1 3
L= lim |=e® —ze®—e®| = lim [=et —tet—e? Zelpetpet) = 2
t—+oo | 2 1 totoo \ 2 2e

3
Ainsi, g est intégrable sur A; et son intégrale sur A; vaut %"
e

Pour les autres : le signe de la fonction g n’étant pas constant sur A, on travaille séparément sur
Aq (cf. ci-dessus) et sur

Ay ={(z,y) eR*:y € [1,400], z € [~y,—/Y]} = {(z,y) ER*: 2 €] — 00, 1], y € [~z,2%]}.

Vérifions l'intégrabilité de g sur A,, ensemble fermé non borné dans lequel g est négatif et continu.

Si x est fixé dans | — oo, —1] alors la fonction |g| est continue sur le fermé borné [—x, z?]; elle est
donc intégrable sur cet ensemble et on a

Comme cette fonction est positive sur | — oo, —1], en étudiant son intégrabilité par application de la
définition, on aura, si la limite est finie, I'intégrabilité ainsi que la valeur de Pintégrale sur | — oo, —1]
et par conséquent g sera intégrable sur A, et son intégrale vaudra l'opposé de la valeur trouvée.
Calculons

-1
2

L= . lim (ze™™ —xze”) dux.
— — 00 ¢
On a
—1
1 _ . . 1 1 3
L= lim —fe_”z—me““—i—e” = lim —fe_l—&—e_l—i—e_l+fe_t2+tet—et = —.
t——00 2 . t——00 2 2 2e

Ainsi, g est intégrable sur Ay et son intégrale sur A, vaut 5" Des lors, g est intégrable sur A et
e

son intégrale sur cet ensemble vaut O.



