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1. (a) Soit la courbe I' = {(z,y) € R? : y = coshz,z € [0,1]}.
Un paramétrage régulier de la courbe est donné par ¥(x) = [z, coshz] et, de
la, D¥(x) = [1,sinh z]. Ainsi, la longueur de la courbe est égale a

1
L = [ D7) s
0
1
= /\/1+sinh2xd:c
01
= /\/cosh2:£d:v
0

1
= /coshx dx
0

= sinhl

(b) Un paramétrage de la surface S est donné par G(r,8) = [rcosf,rsiné, r] avec
re0,1], 6 € [0, 27].
Une normale a cette surface est donnée par g—f A g—‘g. Comme

a—f = [cosf,sin b, 1], g—g = [—rsind,rcosd, 0]
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Puisque la troisieme composante est positive, cette normale est orientée dans
le sens des z positifs et la normale unitaire correspondante est
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Le flux passant a travers la surface S est ainsi égal a
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2. (a) Les fonctions z — e'/* et z — ze'/?* étant holomorphes dans C \ {0}, les
intégrales demandées valent, selon le théoreme des résidus, 27¢ multiplié par
le résidu en 0.
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Puisque el/z* =y t> L 2m le coefficient a_; de = est nul donc le résidu en
m=0 m! ’
0 est nul et l'intégrale l’est également.
De la méme facon, zel/# = :;ooo 7711' ZQm—l, le coefficient a_; correspond a

m =1 et vaut 1. Ainsi, le r681du en 0 vaut 1 et l'intégrale est égale a 2.

Soit v le bord du carré centré en 1/2, de cotés paralleles aux axes et de longueur
1.
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Ce bord est constitué de la juxtaposition de quatre chemins (qui sont des

segments de droites), 71,2, V3, Y4 avec

’71()—t—— tE[O 1]

12(t) = 1 +it, te (—1/2,1/2],

(_73)<t> =t+ %7 te [07 1]7

On considere d’abord la fonction f(z) = z. On a

o [ Zdz= [y (t+3) dt=5+3,
1

o [,2dz=[>(1—it)idt=i+y,

o f%zdz:— (t—%‘) dt = —1 ¢

o [, zdz=—]7 l—ztzdt —1.
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Ainsi on obtient
/ Zdz =
”

Si on considere a présent la fonction f(z) = (Rz)?, il vient successivement
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Z/ Zdz=2
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o f%(%z dz-fo t? dt = 3,

o [,(R2)*dz= ff% Li dt =i,

o [,(R2)*dz=— 01 t? dt = —3,
° fw (R2)?dz=— [?0dt =



Ainsi on obtient A
/(8%2’)2 dz = Z/ (R2)* dz =i
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3. Soit Cg le chemin constitué par les bords du rectangle [— R, R] x [0,b/2], avec R > 0.
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La fonction z — e™*" est holomorphe dans C; ainsi, quel que soit R > 0 on a

/ e dz=0 (»)
Cr

Cela étant, le bord du rectangle est constitué des chemins vy, ¥, v3, V4 avec
i 71(25) =t te [_R7 R]>

o 1(t)=R+1it, t €[0,b/2],

o (—y3)(t) =t+ib/2,t € [-R,R],

o (—)(t)=—R+1it, te]0, b/2]

et on a

o [ e dz= [T e dt,

° f e’ dz—fb —(B+it)? )i dt,

o [ dz=—[", e“ﬂS)th —fR ~0+19* at,
° f e dz = —fo —R+it)?; gt — f —R+it)*; .

Pour les chemins v; et 3 on a
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Si on note que
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on obtient
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De fagon analogue,
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Des lors, a partir de (*) et de ce qui précede, on obtient
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donc
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4. (a) La fonction 6 — \/5_1(:08 5 est définie et continue sur le fermé borné [0, 27], elle
y est donc intégrable.

Puisque cos @ s’exprime sous la forme #, on a
2m do B 2m do B / 2m 2 do
o Vb —cosb o Vb— —ew*;_w 0 2v/5 —eif — =0

B /27T 262'9 do
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, 22 =25z +1

avec () = e 6 € [0, 27).
Seul le zéro z = /5 — 2 du dénominateur se situe & Uintérieur du cercle de
rayon 1 centré a 'origine. Ainsi, d’apres le théoreme des résidus, on obtient

2m dé LrRe ( 1 ) A [ 1 }
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(b) La fonction x — ﬁ est continue sur R, est paire et vérifie lim, oo 7izs = 0;

elle est donc intégrable sur R et on a
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On pose f(z2) = —
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Les racines sixiémes de —1 = €™ sont 2z, = eFMTW, k= 0,1,2,3,4,5. La
fonction f est donc holomorphe dans C\{zy, 21, 22, 23, 24, 25} De plus, on a

+oo 1 ‘ R 1 ‘
2/_ T 28 dx:hmRHJroo/_Rl—i—xG d:L’:hmRHJrOO/FRf(z) dz

[e.9]

ou I'g est le chemin I'g(t) =t, t € [-R, R].

Cela étant, un paramétrage du chemin C'y constitué de la demi-circonférence
centrée a l'origine, de rayon R, dont les points ont une ordonnée positive et
parcourue dans le sens trigonométrique est Cg(t) = Re®, t € [0, 7|. Le chemin
fermé g constitué par la juxtaposition de I'r et de C'g étant homotope a un
chemin constant dans C, le théoreme des résidus donne, quel que soit R > 1

/ f(z) dz = 2im ((Res)uf + (Res)f + (Res)uf)
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On a aussi
CRf(z)dz SWRR6_1—>O si R — +oo0.

Il s’ensuit que
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5. Fonction f;

La fonction f; est holomorphe dans le complémentaire des zéros du dénominateur,
c’est-a~dire dans C\{0}.

La singularité isolée z = 0 est un pole simple car lim, o zfi(z) =1 € C\ {0} et le
résidu est la valeur de cette limite.

En utilisant le développement de Taylor de la fonction sinus, le développement de
Laurent de la fonction f; est alors

sin z 1 &2 »2k+1 oo 52k—1 1 &2 52k—1
= L = SV e = D e
z z (2k +1)! 2+ 1! =z (2k +1)!
k=0 k=0 k=1
On en déduit donc que
oo . 52k—1
H(Z)=Z, h(z)= 1)k



Fonction foy

La fonction fy est holomorphe dans le complémentaire des zéros du dénominateur,
c’est-a~dire dans C\{—1,1}.

Les singularités isolées sont i, —¢ et ce sont des poles simples car ce sont des zéros
simples du dénominateur et le numérateur ne s’y annule pas. On obtient aussi
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donc
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Au voisinage de 7, on a donc

hz) = —m +> ﬂ, H(Z) = 1y

et, au voisinage de —¢, on a

1 X (22 + 1)t 1
h(z) = ——— E T HZ)=--Z
() = 5= +ﬂ; w0 A =5

Fonction f3

La fonction f3 est holomorphe dans le complémentaire des zéros du dénominateur,
c’est-a-dire des complexes ikm, k € Z.

Les singularités isolées z = ikm, k € Z\{0} sont des poles simples (zéros simples du
dénominateur et le numérateur non nul). Le résidu en chacun de ces pdles simples
est donné par

| sinz | sinz _ sindkm  isinhkm k.
Resikr = — = |—— = = - = (—1)"sinh k7
Dsiniz | __. icosiz| _. icos(ithm)  icoskm
z=tikm z=ikm




