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Mathématiques générales A
Examen du lundi 23/05/11, 08h30-10h30, Amphis divers

Théorie

Question 1.

— Quelle est la définition de la fonction arcsin 7

— Quelle est la forme explicite de la dérivée de la fonction arcsin 7 Démontrer ce résultat.
Solution. Voir cours.

Question 2.

— Soit f une fonction continue sur |0, 1]. Quelle est la définition de son intégrabilité et de
son intégrale sur |0,1]?

— Quelle est la condition nécessaire et suffisante sur le réel s pour que la fonction z — zi
soit intégrable sur |0,1] ? Démontrer ce résultat en vous servant de la définition de
P’intégrabilité que vous donnez au point précédent.

Solution. Voir cours

— Dans un méme repére orthonormé du plan, représenter la fonction -, z > 0 pour

xs)

s =1/2,1,2 et interpréter ’intégrabilité sur |0, 1].

Ly =122
r \
1
ol ——y=1/z

On peut interpréter I'intégrabilité de la fagon suivante : pour s = 1/2, I’aire sous la courbe est finie alors
que pour s = 1 et s = 2, I'aire sous la courbe est infinie.

FEzxercices

1. (a) Sachant que l’inconnue réelle = appartient & ’intervalle [27, 47], résoudre 1’équation
suivante

cos(2z) =1+ sinz.

Solution. L’équation est équivalente a

1 —2sin*(x) = 1 + sin(x) < sin(x)(1 + 2sin(z)) = 0 < sin(z) =0 ou sin(z) = —~

S ax=km ou x:—%+2kﬂ' ou x:%rJerﬂ, k € 7.

197 23
—W, il et 4.

Des lors, les solutions dans Uintervalle [27, 47| sont 27, 3, 5 5



(b) Si elles sont définies, simplifier au maximum les expressions suivantes
In (e7?) + arctg® (g) + v (-3)2, eim/?

Solution. Comme /(—3)% = 3, en appliquant la propriété relative au logarithme d’une puissance
d’un réel positif et en utilisant Ine =1, on a

In (6_3) + arctg? (g) +4/(=3)2 = —31ne + arctg? (g) + 3 = arctg? (g) .
Comme €@ = cos(z) + isin(x), x € R, on a €™/2 = cos(n/2) + isin(r/2) = i.

1
(c) Déterminer les parties réelle et imaginaire du complexe — — 2i + 1
i

Solution. Le complexe donné est égal a —t — 2¢ + 1 = 1 — 3i. Sa partie réelle est donc 1 et sa partie
imaginaire —3.

. Si elles existent, déterminer les limites suivantes

1
lim arctg (> , lim %/ (+%),
x

x—0— r—r—00

Solution. La fonction x — arctg (%) est définie sur A = Ry. Puisque tout intervalle ouvert compre-
nant 0 rencontre AN] — 0o, 0[=] — 00, 0], le calcul de la limite en 0~ peut étre envisagé.
Par application du théoréeme des limites des fonctions composées, comme

T+

o1 ;
lim — = —oc0 et lim arctg(y) =-—= ,
rx—0— T y—r—o© 2

T
la limite demandée vaut —3

La fonction z — ®/(1+%) est définie sur R\ {—1}, ensemble non minoré; le calcul de la limite en —oo
peut donc étre envisagé. Par application du théoreme des limites des fonctions composées, comme

lim =1 et limeY =e¢,
z——o00 1 +x y—1

la limite demandée vaut e.

. Si elles existent, déterminer la valeur des intégrales suivantes et simplifier votre réponse

au maximum
! teo ] Sr—1
Inz dzx, —dz, —dzx
0 2 (x—1) 1 r+1

Solution. La fonction x — Inz est continue sur |0, +o00[; elle est donc continue sur lintervalle non
fermé borné 10,1]. Comme Inz < 0 Vz €]0,1], vérifions l'intégrabilité de cette fonction en 0 par
application de la définition. Si on obtient une limite finie, la fonction sera intégrable en 0 donc sur
10, 1] et la valeur de l'intégrale sera 'opposé de la limite obtenue.

Par une intégration par parties, calculons

1 1 1
/ —lnz dx:f/ Dz Inz dx:f[xlnx]%+/ lde=tlnt+1—t.
¢ ¢ ¢

Des lors,
1

lim —lnz der= lim (tlnt+1—¢t) =1+ lim (¢lnt).
t—0t Jq t—0+ t—0+t

nt
——» on utilise le théoreme de I'Hospital, les hypotheses étant
t—0+ t—0+ t7

vérifiées. En effet, si V =|0, e[ avec € > 0,

Pour calculer lim (¢tlnt) = lim



1) les fonctions ¢ ~— Int et t — ¢~1 sont dérivables dans V'
2) Dt ) =—t2£0VteV
3) lim (t71) = 400

t—0t

t_l
4) lim =0.
) t—0+ —t—2 .
Des lors, lim (¢Int) =0 et la limite lim —Inz dr = 1. Cette limite étant finie, la fonction est
t—0+t t—0t Jy

intégrable sur ]0, 1] et 'intégrale demandée vaut —1.

La fonction  — ﬁ est positive et continue sur R\ {1} donc sur [2, +oo[, ensemble non borné

fermé. Pour tout ¢ > 2, cette fonction est donc intégrable sur [2,¢] et on a
t ¢
1 1 1
/2@:—1)2 ! [ x—lL t—1

b 1
lim/idm: lim {1-——]=1
t=too [ (x —1)2 t—+oo t—1

Comme la fonction x +— ﬁ est & valeurs positives, la limite précédente donne son intégrabilité

Des lors,

et la valeur de son intégrale sur [2, +o0].

La fonction z — i—j_} est continue sur R\ {—1} donc sur [1, 3], ensemble fermé borné. Des lors la

fonction est intégrable sur cet ensemble et on a

3 3 3
-1 1-2 2
/x dx:/de:/ 1- dx
1 z+1 1 x+1 1 z+1

=z —2In(z+1))}=2-2In4+2n2=2—-2In2.

4. On fixe un repére orthonormé du plan. En le hachurant, représenter ’ensemble dont
une description analytique est la suivante

{(z,y) eR* 2 +y<0etzy<leta®—y><1}

Solution. Une représentation graphique de cet ensemble est la suivante : il s’agit des points du plan
de la partie hachurée, les points des “bords” étant compris dans I’ensemble.

5. (a) Montrer que la fonction z+— /1+ 22 vérifie ’équation différentielle

f@)Df(2) + (Df@@)? =1 sur R



Solution. D’une part, la fonction donnée est infiniment dérivable sur R et on a

DV1+a2=z(1+2%) "2

et
D*V1422= (14277 —2?(1+2?) "2 = (14+2%) "7 pour tout z.
Des lors,

F@D (@) + (DF@) = 1 + s =

et la fonction donnée vérifie bien I’équation différentielle.

(b) Déterminer ’ensemble des solutions de ’équation différentielle
D2f(a) + f(a) = 2 + 1

Solution. L’équation donnée est une équation différentielle linéaire & coefficients réels constants

d’ordre 2 non homogene.

L’équation homogene associée est D? f(z) + f(x) = 0; le polynome caractéristique est z — 22 +1 =

22 —42 et ses zéros sont —i et 4. Il s’ensuit que les solutions de I’équation homogene sont les fonctions
c1cos(z) + cgsin(z), x € R

ou cy, co sont des constantes complexes arbitraires.

Le second membre, fonction continue sur R, est le produit d’'un polynome de degré 2 par une
exponentielle e** avec o = 0, non solution de 1’équation caractéristique. Une solution particuliere
est donc du type fp(x) = Az? + B+ C, 2 € R ot A, B et C sont des constantes & déterminer.
Comme D fp(x) = 2Az+ B et D?fp(z) = 2A, on a 2A+ Ax?>+ Bx+C = 2%+ 1 et, par identification
des coefficients des polynomes, on obtient A =1, B=0et C = —1.

Ainsi, fp(z) = 22 — 1, x € R et les solutions de I’équation donnée sont les fonctions

cicos(z) +cpsin(z) +2% -1, z €R

ol c1, ¢y sont des constantes complexes arbitraires.

. Rédiger une résolution du probléme suivant en justifiant le raisonnement.

Un pharmacien a 25 ml d’une solution qui contient une concentration de glucose
20 %. Combien de ml de glucose pur doit-il ajouter pour obtenir une concentration
50 % ¢

Solution. La solution donnée contient 25 . 0,2 = 5 ml de glucose pur. Si on note z le nombre de ml
de glucose pur a ajouter, on a ’équation

o o

542=0,5(25+x)<5+2=12,540,50 < 0,5z =7,5 & = = 15.

On doit donc ajouter 15 ml de glucose pur a la solution donnée pour obtenir une concentration a
50 %.



