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Mathématiques générales A
Examen du mardi 31/05/11, 08h30-10h30

Théorie

Question 1.
Enoncer et démontrer la formule du <« binéme de Newton >.

Solution. Voir cours.

Question 2.
— Quelle est la définition de la fonction arctg ?
— Quelle est la forme explicite de la dérivée de la fonction arctg ? Démontrer ce résultat.
Solution. Voir cours
— Ou la fonction z — arctg (tg ) est-elle définie ? (Donner le domaine de définition le plus
grand possible)
Solution. Le domaine de définition de cette fonction est 'ensemble R\ {7 + k7 : k € Z}.

FEzxercices

1. (a) Sachant que I’inconnue réelle = appartient a I’intervalle [0, 27|, résoudre ’équation
suivante

. .
cos(3z)sinx = 5t sin(3z) cos z.

Solution. L’équation est équivalente a

1 1 1
sin(3z) cosz — cos(3z) sinz = -5 sin(3x — x) = —- & sin(2z) = —3

T i T s
20 = —— +2 20 = — + 2 =—— P = — Z.
& 2x 6—|— km ou 2z 6—|— kr <o 12—|—kﬂ' ou 12—|—kﬂ',k6

7 11 19 23
Des lors, les solutions dans l'intervalle [0, 27| sont —W, —W, 2T o 2T
127 12 12 12

(b) Si elle est définie, simplifier au maximum 1’expression suivante
In (e”7) + arctg <tg(657r)) + 4/ (—m)?

Solution. Comme /(—7)2 = 7 et tg(%’r) = tg(%) , en appliquant la propriété relative au logarithme
d’une puissance d’un réel positif et en utilisant Ine =1, on a

(e + et (195 ) + VI = —mlne+ T b= .

(c) Déterminer les parties réelle et imaginaire des complexes

1 0; i
i e
i+ 2
1 2—1 2—11s 2
Solution. Le complexe - 5~ 27 est égal a L 2i = L Sa partie réelle est donc 3 et sa
)

—11
partie imaginaire =

Comme €@ = cos(z) +isin(z), z € R, on a e’ = cos(1) +isin(1). Dés lors, la partie réelle de e’ est
cos(1) et sa partie imaginaire est sin(1).



2. Si elles existent, déterminer les limites suivantes

( 1 ) . V1—22
-1, lim —

x

lim zarctg | R
z—1- |T —

r—+o0

Solution. La fonction x — x arctg (%) est définie sur A = Ry, ensemble non majoré; le calcul de la
limite en +o00 peut donc étre envisagé.
Par application du théoréeme des limites des fonctions composées, comme

1
lim —=0" et li t =0T
Jim et lim arc g(y) ;

1
ona lim arctg () = 0" et on doit lever I'indétermination “0.0c0”.
Tr—r+00 xX

Pour cela, appliquons le théoreme de ’'Hospital apres en avoir vérifié les hypotheses.

Considérons V =|e, +o00[ avec € > 0 suffisamment grand ainsi que les fonctions f : x — arctg (%)
et g: x+— L. Puisque

1) ces deux fonctions sont dérivables sur Ry donc sur V.

2) Dg(z) = —1/22 differe de 0 sur Ry donc sur V

3) Jlim f(z)= lim g(z)=0

-2

D ==
g m 2@ T o, Ly
g—+oo Dg(x)  a—t00 —x72  a—too 14272

on a

. 1

lim zarctg | — | =1.

xr—+00 X
— 2
La fonction z +— \|/7f| est définie sur A = [—1, 1[. Puisque tout intervalle ouvert comprenant 1
T —

rencontre AN| — oo, 1[= [—1, 1], le calcul de la limite en 1~ peut étre envisagé.

Comime on a

. V1—2a2 . Vl—zVl+2x . V14
lim — = lim ———————— = lim )
em1- |z =1  as1- 1—x a—1- /1 —x

la limite demandée vaut +oo.

3. Si elles existent, déterminer la valeur des intégrales suivantes et simplifier votre réponse

au maximum
2e +oo 1 1 1
Inz dx, dx, dx
/e /2 r? -1 /—1 vr+1

Solution. La fonction x — Inz est continue sur |0, 400 ; elle est donc continue sur I'intervalle fermé
borné [e, 2¢]. Dés lors, elle est intégrable sur cet ensemble.

Par une intégration par parties, on a
2e 2e 2e
/ Inz dx = Dz Inx da::[xlnm]ie—/ 1dx
(& (& €

=2eln(2e) —elne — (2¢ —e) =2¢(In2 + Ine) — 2e = 2eln 2.

La fonction = — ] est positive et continue sur | — 0o, —1[U]1, +o00[ donc sur [2, +-o00[, ensemble

x? —

non borné fermé. Par une décompostion en somme de fractions simples, on a
1 A . B 1 1

2—1 -1 z+1 2x-1) 2x+1)

zeR\ {£1}.

Pour tout ¢ > 2, la fonction étant continue sur le fermé borné [2,¢] y est intégrable et on a

to1 1 . 1 z—11" 1/ t-1 1
— dr=-[n(z—1) -1 D)L == 1 =-(ln——-mm-].
/2m2_1dx 2[11(3: ) —In(z + 1)), 2{1133_'_1]2 2<n 113)




Des lors,
. | 1. t—1 1
t~13+moo ) mdxzﬁtilgrnoo (lnt+1+ln3> :51n3.

Comme la limite obtenue est finie et comme la fonction z — PO est a valeurs positives sur
x

[2,4+00], la limite précédente donne I'intégrabilité de la fonction et la valeur de son intégrale sur cet
ensemble.

La fonction z — est continue et positive sur | — 1, +oo[ donc sur | — 1, 1], ensemble non

1
ve+1

fermé borné. Pour tout ¢ > —1, cette fonction est donc intégrable sur [t, 1] et on a

1 1 -
/t mdm =2V + 1} =2(v2-Vi+1).

Des lors,
1y /s
lim dx = 2V2.
t——1+ /t vo+1
1
Comme la limite obtenue est finie et comme la fonction z — ——— est a valeurs positives sur

vr+1

] —1,1], la limite précédente donne U'intégrabilité de la fonction et la valeur de son intégrale sur cet
ensemble.

. On fixe un repére orthonormé du plan. En le hachurant, représenter I’ensemble dont
une description analytique est la suivante

{(z,y) ER27 $+y20et L]L‘2+y2 2217}

Solution. Une représentation graphique de cet ensemble est la suivante : il s’agit des points du plan
de la partie hachurée, les points des “bords” étant compris dans I’ensemble.

L Y
. -
e
/
=) \
\ \\
al N

. (a) Rechercher le domaine d’infinie dérivabilité de la fonction f donnée explicitement

ci-dessous .
o) =m (152)

1—2z

Montrer qu’elle vérifie 1’équation différentielle

Df(x) — 2(Df(x))> = 0

Solution. D’une part, la fonction donnée est infiniment dérivable sur | —1,1[ et on a

_l—x l—ors+14+2x 2

Df(w)_l—kx’ 1-z)2  1-—2a2




et

D?f(x) = (1_4% pour tout z €] —1,1[.
Des lors,
D ()~ 2(Df() = g — oy =0

(1—222 (1-22)°

et la fonction donnée vérifie bien I’équation différentielle.

(b) Déterminer le domaine de dérivabilité de la fonction donnée explicitement ci-
dessous, I’expression de sa dérivée en tout point du domaine ainsi que la valeur de
cette dérivée en z = §.

g(x) = sin(cos® x)

Solution. Le domaine de dérivabilité de la fonction donnée est R et sa dérivée est la fonction

cos(cos? ) . 2cosx . (—sinz) = —sin(2x) cos(cos® z), = € R.
3 3
En g la dérivée vaut — sin (g) cos (cos2 (%)) = —g cos <4)

(c) Déterminer ’ensemble des solutions de I’équation différentielle
D*f(z)+ Df(x) =22 +1

Solution. L’équation donnée est une équation différentielle linéaire a coefficients réels constants
d’ordre 2 non homogene.
L’équation homogene associée est D?f(z) + Df(x) = 0; le polyndéme caractéristique est z +
224 2 = z(2+1) et ses zéros sont —1 et 0. Il s’ensuit que les solutions de I’équation homogene sont
les fonctions

cre ¥ 4cy, TR

ol c1, c2 sont des constantes complexes arbitraires.

Le second membre, fonction continue sur R, est le produit d’'un polynome de degré 2 par une
exponentielle e*” avec @ = 0, solution simple de I’équation caractéristique. Une solution particuliere
est donc du type fp(x) = (A2? + Bx + C)x = Az® + Bax2 + Cx, © € R ot A, B et C sont des
constantes & déterminer. Comme Dfp(x) = 3Ax? + 2Bz + C et D?fp(x) = 6Ax + 2B, on a
6Ax + 2B + 3Az? + 2Bx + C = 2% + 1 et, par identification des coefficients des polynomes, on
obtient A=1/3, B=—1et C =3.

3

x
Ainsi, fp(z) = 3~ 22 4 3z, z € R et les solutions de ’équation donnée sont les fonctions

3
c1e*m+02+%—x2+3x, zeR

ou ¢y, co sont des constantes complexes arbitraires.

. Rédiger une résolution du probléeme suivant en justifiant le raisonnement.

Un pharmacien a 25 ml d’une solution qui contient une concentration de glucose
20 %. Combien de ml de glucose pur doit-il ajouter pour obtenir une concentration
50 % #

Solution. La solution donnée contient 25 . 0,2 = 5 ml de glucose pur. Si on note = le nombre de ml
de glucose pur a ajouter, on a ’équation

o o

542=00525+2)<5+2=125+0,5z< 0,52="7,5< z=15.

On doit donc ajouter 15 ml de glucose pur a la solution donnée pour obtenir une concentration a
50 %.



