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Exercices

1. Soit f: (z,y) — f(z,y) = 1 — 22 + 22y. Par application de la définition, prouver que f est
dérivable par rapport & = en (2, —3) et donner la valeur de la dérivée en ce point.

Comume la limite
. f(24+h,-3)—f(2,-3) .. —h*Z-10h
lim = lim —

h—0 h h—0 h -10

existe et est finie, la fonction f est dérivable par rapport a sa premiere variable au point de coor-
données (2, —3) et sa dérivée vaut —10.

2. On donne la fonction g continiiment dérivable sur | — &, 5[x]0, +oo[x] — 6, 11].

1
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— Déterminer le domaine de dérivabilité de f: ¢ — f(t) = g(arcsin(2t),

— Calculer la dérivée de f en fonction des dérivées partielles de g.
— Si c’est possible, que vaut celle-ci en ? ?

- Le domaine de dérivabilité de f est I’ensemble

{teR:—1<2t<1, t4+1>0, —%<arcsin(2t)< ,—6<t2+2<11}
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- La dérivée de f en fonction des dérivées partielles de g est donnée par

Df(t) = (D.g)(arcsin(2t), ,t?42) . D arcsin(2t)+(D,g) (arcsin(2t),
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+(D.g)(arcsin(2t), \/tlﬁ t24+2). D(t* +2)
= (D.g)(arcsin(2t) 1 t242) #—i—(D )(arcsin(2t) . t242) (=1
=9 N ESE Vieaz v VS 20/t + 1)
1
+(Dg)(arcsin(2t), M’tZ +2).2t

ou x,y, z sont respectivement les premiere, deuxieme et troisieme variables de g.

- Il est impossible de calculer la dérivée de f en V2 car ce réel n’appartient pas au domaine de

2
dérivabilité de f.

3. Soit f: (z,y) — f(z,y) =In/ 22 + 42
— Déterminer le domaine d’infinie dérivabilité de f.
— Calculer D} f(z,y) + D.f(z,y).

- Le domaine d’infinie dérivabilité de f est 'ensemble R?\ {(0,0)}.

- D’une part, on a

1 2x T y2 —
D, = . = t D2 Y) = —5——5-
: f(Ly) \/x2 T y2 2\/302 n y2 22 + y2 € mf(x y) (ac2 + y2)2

D’autre part, on a
22 — 2
(22 + 42)2°

Y

Dyf(x»y) = W

et Dif(x,y) =

Des lors, D2 f(x,y) + Dif(x,y) =0, (z,y) € R?\ {(0,0)}.



4. Soit g : (z,y) — g(x,y) = sin(azx) sin(by) avec a,b € Ry. Si c’est possible, calculer I’expres-
2
. a
sion D3g(z,y) = 75 Dyg(w,y)-

Le domaine d’infinie dérivabilité de g est I’ensemble R2.
-D’une part, on a

D.g(z,y) = a cos(ax)sin(by) et D2g(z,y) = —a®sin(az)sin(by).
D’autre part, on a

Dyg(z,y) = b sin(ax) cos(by) et Dgg(x,y) = —b?sin(az) sin(by).

2
Des lors, D2g(x,y) — %Dig(ﬂc,y) = —a*sin(ax) sin(by) + a*sin(ax) sin(by) = 0, (x,y) € R2.

5. On donne I’ensemble fermé A hachuré ci-dessous. Si c’est possible, calculer [ fA zy dzdy.
Y
A

y=-1

i r+y=0 Tt2y=0

La fonction f : (x,y) — xy est continue sur R? donc sur I'ensemble A fermé borné; elle est donc
intégrable sur A et on a

0 —2y 0 2 T=—2y 0 3,3 3o/t 0 3

Yy Y Y
I:/ (/ xyda:) dy:/ {} dyz/ dy:[] = ——.
1 \J—y 11 2 em—y 1 2 8 1, 8

6. On donne l’ensemble fermé non borné A hachuré ci-dessous et f(z,y) = e~¥". Si cest
possible, calculer [ [, f(x,y) dzdy.
Y, y=2z

1<,

. _u? . 7 7
La fonction f : (z,y) — e~ ¥ est continue sur R? donc sur I'ensemble A fermé non borné et on a

(
|f(9:,y)| :f(xvy 3 l’,y) EA.



Comme A = {(z,y) € R2: y € [0, +00], x € [0,y]}, si y est fixé dans [0, +oc], la fonction z — e~
est continue sur le fermé borné [0, y] donc intégrable sur cet ensemble et on a

y
2 2
/ eV dex=ye V.
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Etudions l'intégrabilité de y — ye‘y2 en +o00 et pour cela voyons si la limite
t 2
= 1 _y
L=t [
est finie. On a

. 1_2t 1 . _2
L= lim —5e Y| =—= lim (e —1)=

1
t—+o0 0 2
Comme la limite est finie, la fonction f est intégrable sur Aet [ [, f(z,y) dedy = 1 puisque f est

une fonction positive sur A.

7. Si c’est possible, calculer

I= /_01 (/; sin(y?) dy) dz.

La fonction (z,y) + sin(y?) est continue sur R? donc sur
A= {(x,y) € RQ HEGS [_170]7 Yy e [_xv 1]} = {(.I‘,y) € RQ HYAS [07 1]) T e [_y70]}

ensemble fermé borné. La fonction est donc intégrable sur A et on a

1

- 1 (f siny?) de) dy= [ ysin(y?) dy = [_;@)]:1—21

8. Si c’est possible, calculer 1’intégrale de

flz,y) =

X
(:c2+y2)2
sur I'ensemble A = {(z,y) €R?:2? >4 —y? y* <16 —2? v <y < -z}

La fonction f : (z,y) — ﬁ est continue sur R? \ {(0,0)} donc sur A ensemble hachuré ci-
4 Y
dessous fermé borné. Elle est donc intégrable sur A.
. Y
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r cos(0) _ cos(0)
(r2cos?(f) +r2sin?(0))2 1

//A F(z,y) dxdy/: </r C°j§9)> dr = [iE . {sm(e)]sf :,g_
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En passant aux coordonnées polaires, on a f(r,0) = et




9. Déterminer les approximations polynomiales & ’ordre 0,1 et 2 en 0 de la fonction

f(z) = (z+1)In(3z + 1), x €] — %7—1-00[.

Représenter graphiquement ces approximations dans le méme repére orthonormé que

celui ou f est représenté ci-dessous.
Yo f

La fonction f : z + (2 4+ 1)In(3z + 1) est infiniment dérivable sur | — £, +o0].
3r+3 9z —3
s tDZf(x):ziona

D =1 1
Comme Df(z) =In(z + 1)+ o e 3z +1)%’

f0)=0, Df(0)=3 et D?f(0)=—3.
Si P, (z) est Papproximation polynomiale & ’ordre n de f en 0, alors les approximations & l'ordre

0, 1 et 2 sont respectivement égales a
2

Py(z) =0, Pi(x) =3z et Py(z)=3zc— 3%, r eR.
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10. La vitesse v d’une vague est liée a sa longueur d’onde X et a la profondeur i de ’eau

(exprimées en meétres) par ’expression

5  gA 2rh
= — h _—
Y 2m ¢ < A ) ’

ou g est la constante de gravitation.

x —T
—€ 4 . . . . N
—, déterminer I’approximation polynomiale a I’ordre 1

— Sachant que th: z — —
e
en 0 de cette fonction.



— Grace a cette approximation, en sachant que la vague qui a ravagé le Japon le mois
dernier avait une longueur d’onde de 5 km, & combien peut-on estimer la vitesse du
tsunami lors de son arrivée prés des cétes (on suppose alors que la profondeur de
I’eau est de 2 m) ?

x —T

—e
- La fonction th : x +— pr-amp— est infiniment dérivable sur R et sa dérivée premiere est
et I o=
4
D th(z) = ———.
( ) (ea: + efzr)2

Comme th(0) = 0 et D th(0) = 1, 'approximation polynomiale & 'ordre 1 en 0 de cette fonction
est le polynéme P(x) =z, z € R.

2mh
-SiA=5km =5000met h=2m alors la valeur de % est proche de 0 et en utilisant

I’approximation ci-dessus, on a
9 g\ 27h
v° =2 . — = gh.
27 A g
Ainsi, la vitesse de la vague du tsunami lors de son arrivée pres des cotes était /2 . 9,81 =
4,429 m/s.



