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Exercices

1. Dans chacun des cas suivants, représenter dans un repére orthonormé les courbes de

niveau d’équation f(z,y) = c si

a) f(r,y) =2?>—y> avec c=-let—4

a) Représentons les courbes d’équation carté-
sienne 2 —y? = —1 (1) et 2% — y? = —4 (2).
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b) f(x,y) =2~y avec c=—-2et0

b) Représentons les courbes d’équation carté-
sienne 22 —y = —2 (1) et 22 —y =0 (2).
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2. Dans un repére orthonormé de I’espace, représenter graphiquement les surfaces dont

voici I’équation cartésienne
22
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b) 22 +¢y* =1

3. Déterminer le domaine de dérivabilité ainsi que les dérivées partielles de f : (z,y) — sin (

Le domaine de dérivabilité de f est {(z,y) € R? : y # 2}.

La dérivée partielle de f par rapport & sa premiere variable est D, f(z,y) = 5

par rapport & sa seconde variable est D, f(z,y) =

4. Soient f: (z,y) — arcsin(y/1 — 22y?) et

a) Déterminer le domaine de définition et de dérivabilité de ces fonctions et représenter

3z cos( 3:5)
(2—y)? 2—-y/)

g : (z,y) — arcsin(zy).



ces domaines graphiquement.

Pour f, le domaine de définition est

dom(f) = {(z,y) e R*: 1 —2*y* > 0,1 < /1 —22y2 <1} = {(2,y) € R?: 0 < 2%y* < 1}

et le domaine de dérivabilité est
A={(z,y) eR*:1—2%y* > 0,-1 < /1 — 222 < 1} = {(=,y) € R?: 0 < 2%y* < 1}

Pour g, le domaine de définition est dom(g) = {(z,y) € R? : =1 < xy < 1} et le domaine de
dérivabilité est B = {(z,y) e R? : —1 < zy < 1}.

Voici la représentation graphique de ces différents domaines :

L1
Ei Le domaine de définition de f est I’ensemble
ﬁj‘ des points de la partie hachurée du plan, les
/Ei\ \ points des hyperboles étant compris dans
-~ S~ I’ensemble ; pour A, on exclut de cet ensemble
- p— — /‘* X les points des hyperboles et ceux des axes.
~—=— Les domaines de définition de f et g sont
7 égaux ; pour B, on exclut seulement les points
EE des hyperboles.
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b) Calculer les dérivées partielles de ces fonctions.

Les dérivées partielles de f sont les suivantes :

——X£ _— s zy>0 ——=— si xy>0
1— 2,2 1— 2,2
D, f(z,y) = y Y . et  Dy,f(z,y)= V. Y .
—4 si zy<O0 —= si zy<O0
1—x2y? /1—x2y2

Les dérivées partielles de g sont

Dag(w,y) = ——— et

x
Dyg(z,y) = ——=.
1 — 22y 9(:9) V1 —22y?

c) Vu les items a) et b), comparer ces fonctions ?

Dans la partie commune de leur domaine de dérivabilité, ces fonctions ont mémes dérivées partielles
dans le deuxieme et le quatrieme quadrant et des dérivées partielles opposées dans le deux autres
quadrants.

. Montrer que
a) la fonction f : (z,y) — e”sin(y) vérifie ’équation D2f + D?f = 0.

La fonction f est infiniment dérivable sur R? et on a D3 f(z,y) = € sin(y) et D f(x,y) = —e” sin(y).
Des lors, on a bien D2 f + D2 f = 0.

b) la fonction g : (z,y) ~ sin?(x) cos(y) vérifie ’équation D,D,g = D,D,g.

La fonction g est infiniment dérivable sur R? et on a D,g(x,y) = 2sin(z) cos(x) cos(y), Dyg(z,y) =
—sin®(z) sin(y) et D,Dyg(z,y) = DyD,g(x,y) = —2sin(z) cos(z) sin(y).



6. Soit f : (z,y) — f(z,y) continiiment dérivable sur R?\ {(0,0)}. On effectue le changement
de variables en coordonnées polaires et on a F(r,0) = f(rcos(),rsin()). Montrer que

(Def + (Dy])? = (D.F)? + 5 (DoF).

La fonction F' est dérivable sur ]0, +00[x]0, 27| et on a
D,F(r,0) = (Duf) () cos(6) + (D, )(z,) sin(0)

et
DoF(r,0) = (Do f)(2,y) (—rsin(0)) + (Dy f)(z,y) (rcos(9))

avec (z,y) = (rcos(d), rsin(0)).

Des lors, on a bien 1’égalité annoncée.

7. Si elles existent, calculer les intégrales suivantes aprés avoir représenté graphiquement
P’ensemble A d’intégration

o [ </oln(y) . d””) w [ are ) @
C)//A e/4y? — a2 dx dy  si A:{(x,y)eRzzxe[O,Q], ye[—l,—g}}

d)//A Py e drdy si A={(x,y) eR*:z€[0,1], y€0,2]}

1 1
e)//AEda:dy si A:{(x,y)ERZ:xZI,OSyS}
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La fonction f : (z,y) — €* est continue sur
R? donc aussi sur A, ensemble fermé borné

hachuré ci-contre. Elle est donc intégrable sur
(e—1)?

y=1 A et son intégrale vaut

1
LY La fonction f : (z,y) — est conti-
Fen) = )

nue sur R? \ {(z,y) € R? : y = —1} donc aussi
sur A = {(x,y) € R? : x € [0,+00[, y € [1,+00[}
ensemble non borné fermé hachuré ci-contre.

Pour étudier l'intégrabilité de la fonction, remar-
- quons que |f(z,y)| = f(z,y) ¥Y(z,y) € A. On montre
que cette fonction est intégrable sur A et que son

intégrale vaut g In 2.
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La fonction f : (z,y) — x\/4y? — 22 est continue
sur {(z,y) € R? : 4y — 22 > 0} donc aussi sur A,
ensemble fermé borné hachuré ci-contre. Elle est

donc intégrable sur A et son intégrale vaut 3

La fonction f : (x,y) — x?y e est continue sur
R? donc aussi sur A, ensemble fermé borné hachuré
ci-contre. Elle est donc intégrable sur A et son
intégrale vaut 2.

La fonction f : (z,y) — 1 est continue sur
{(z,y) € R? : x # 0} donc aussi sur A4,
ensemble non borné fermé hachuré ci-contre.
Pour étudier I'intégrabilité de la fonction, re-
marquons que |f(zy)| = f(z,y) V(z.y) € A.
On montre que cette fonction est intégrable
sur A et que son intégrale vaut 1.

8. Calculer l’aire de la partie hachurée A puis l’intégrale sur A de la fonction f si

a) A est représenté ci-dessous et [ : (z,y) —

Y
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L’aire s’obtient en calculant f13 x dx = 4, la fonction z — = étant intégrable sur 'intervalle fermé
borné [1, 3] puisque continue sur R donc sur cet intervalle.

La fonction f est continue sur R?\{(0,0)} donc sur A, ensemble fermé borné. Elle est donc intégrable

sur A et l'intégrale vaut 5 In 3.



b) A est représenté ci-dessous et f : (r,y) — 2.

s Y

z+V3y=0

En passant aux coordonnées polaires, ’aire s’obtient en calculant
4 k 8m
/ ( / r d9> dr = —
0 = 3
2

la fonction (z,y) — 1 étant intégrable sur I'ensemble A fermé borné puisque continue sur R? donc
sur A.

La fonction f est continue sur R? donc sur A, ensemble fermé borné. Elle est donc intégrable sur
327
A et 'intégrale vaut =5 - 8v/3.



