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FEzxercices

1. On donne la fonction f par

f(2) = cos(v2 a).

(a) Si possible, déterminer les approximations polynomiales de cette fonction & ’ordre

1,2,3 en 0.

(b) Dans un méme repére orthonormé, au voisinage de 0, représenter le graphique de

f et des approximations demandées en utilisant différentes couleurs.

(c) (Physiciens, informaticiens, chimistes, géographes) Estimer les restes des différentes
1

approximations. En déduire que 0 < cos(\/i) <35

Solution. (a) La fonction est infiniment dérivable sur R et on a
Df(x) = —V2sin(vV2 ) D?*f(z) = —2cos(vV2 z) et D*f(z) = 2v2sin(V/2 z).

Comme f(0) =1, Df(0) = 0, D*f(0) = —2 et D3f(0) = 0, si on note P,(x) approximation
polynomiale de f a l'ordre n en 0, on a
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Pi(z) = f(0)+ Df(0)x =1 Py(z) = Pi(x) + g'( )42 = 1—a?
et D3
Pi(z) = Py(z) + ?{;(O)xgzlfzz, zeR
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(c) Si R, (z) est le reste de Papproximation & 'ordre n, on a
2 si 2 (V2
Ri(x) = —cos(vV2 u) 22, Ro(z) = M 3 et  Rs(x) = M zt

3 6

avec u strictement compris entre 0 et z.

4 .
Des lors, comme |Rs(z)| < % et comme cos(v/2 2) = 1 — 22 4+ Rs(z), pour 2 = 1 on peut déduire
que 0 < cos(v2) < &.

2. a) On donne la matrice

1 1 3
A= 1 3 1
3 11

(a) Montrer que 2 est une valeur propre de A et que le vecteur

1
-2
1

est un vecteur propre pour celle-ci



Solution. 11 suffit donc de prouver que

1 1 3 1 1
1 3 1 -2 | =2 -2
3 1 1 1 1
Le premier membre de cette égalité vaut
2
—4
2
ce qui est bien égal au second membre.
(b) Soit
2 2 -8
B = 2 -8 2
-8 2 2

Calculer le produit AB et en déduire ’expression explicite de I’inverse de A.

Solution. On a

1 1 3 2 2 =8 -20 O 0
AB=|1 3 1 2 -8 2 = 0 =20 O =-20 1.
3 11 8 2 2 0 0 -20

Vu la définition et 'unicité de I'inverse d’une matrice, 'inverse de A est donné par —%B.

(c) A partir de ce qui précéde, obtenir rapidement 1’expression explicite de la matrice
C = B*A°B* et de la matrice D = BAB .
Solution. La matrice

C = B*A°B* = (BA)*A(AB)* = (—20 I)*A(—20 I)* = 20%A

et la matrice . -
D =BAB=(AB)B=(-201)B=-20 B.

. (a) On donne la fonction g par

g(z,y) = V1 —ya2.
- Déterminer le domaine de dérivabilité de cette fonction. Représenter ce domaine.
Solution. Le domaine de dérivabilité de la fonction g est égal & {(z,y) € R? : 1 — y2? > 0}.

Voici une représentation graphique de cet ensemble (partie hachurée) : les points des courbes sont
exclus de I’ensemble.




- Déterminer I’expression explicite de G(t) = g(2sint, 2 cos? t), le sous-ensemble I de [0, 7]
ou cette fonction est dérivable et I’expression explicite de sa dérivée en tout point de I.

Solution. L’expression explicite de G est donnée par

G(t) = V1-2 cos?t . 4 sin’t = \/1 =2 sin?(2t) = \/cos(4t)

et son domaine de dérivabilité est ’ensemble

o T T o
{teR.cos(4t)>0}_kLeJZ}—8+k278+k2[.

Dés lors, le sous-ensemble I de [0, 7] est I = [0, T[ U ]3F, 3T[ U |7 x].
En tout point du domaine de dérivabilité, on a
—2 sin(4t)

ba) = cos(4t)

(b) On donne I’ensemble fermé non borné A (hachuré). Si possible, déterminer

// e” Y dx dy
A

en choisissant un ordre d’intégration. Permuter alors les intégrales et déterminer (en
effectuant le calcul) si le résultat change ou non.
A

Y

Solution. L’ensemble d’intégration A, parallele aux deux axes, est égal a
A={(z,y) eR*: 2 €] —00,0], y € [-2z,+00[} = {(m,y) eR*:ye€[0,+o0], z € [—%,O}}.

La fonction f : (x,y) — e®~¥ est continue et positive sur R?; elle est donc continue et positive sur
A, ensemble fermé non borné. Etudions son intégrabilité en considérant

“+o0 0
I:/ / e’ . e YVdx| dy.
0 —y/2

Si y est fixé dans [0, +oo], la fonction  — e™¥ . e” est continue sur le fermé borné [—%,0] donc
y est intégrable et on a

0
/ e’ e Vdx = e_y[ew](iy/z —eY(1l—e ¥ =V —e /2
—-y/2



Voyons a présent si
t

: —y _ ,—3y/2
i [y ay

est finie. Si c’est le cas, la fonction donnée sera intégrable et la limite trouvée sera la valeur de
Iintégrale.

On a
li t( Y eT/2) dy = i vy 2w T lim (—e' 4 232 41— 2y =1
e fy V€ =S o totset o T 3° 3773

La limite étant finie, la fonction est intégrable et la valeur de l'intégrale est 1/3. La fonction étant
intégrable, on peut permuter 'ordre d’intégration et on obtiendra le méme résultat. Montrons-le
en effectuant les calculs. On a

0

0 +oo 0 0 631 1
I:/ (/ ez.eydy> dx:/ —ele” y]g‘;d:ﬂ:/ eaj.ezajd:c—{] = -,
— 00 —2x —00 —00 3 — 00 3

. (Physiciens, informaticiens, chimistes, géographes)
Déterminer si les séries suivantes convergent. Si oui, en déterminer la somme

“+o0 +oo “+o0
O —) ZW (i) > sin (@m+1)7).

m=0 m=1

400 —+o0 e m
Solution. La série g 171)7” peut aussi s’écrire sous la forme g ( 1) , série géométrique

ilgz]—m[.

m=0

divergente puisque
e

p e +
Laberlef m2+2m—|—1_§(m+1 _f 1

T 1 2 — = exp(1) est donc convergente.

La série Z sin ( (2m+1) 2) diverge. En effet, la suite des sommes partielles s’écrit —1, 0, —1, 0, —1,...

suite dont on peut extraire deux sous-suites qui convergent vers des limites différentes (—1 et 0).



