ANALYSE II, 2010-2011, 2e bachelier ingénieur civil
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Version: January 11, 2011 (V1: 01/01/11)

THEORIE

Question 1

(a) Enoncer ce que ’on appelle représentation intégrale de Cauchy d’une fonction holo-
morphe et de ses dérivées. Les hypothéses et notations doivent étre clairement exprimées.
(b) Enoncer et démontrer le théoréme de Liouville relatif a la caractérisation des fonctions
holomorphes dans C avec bornation “polynomiale”. Les hypothéses et les résultats utilisés
dans la preuve doivent étre clairement exprimés.

Question 2
Dans le cadre de la transformation de Fourier des fonctions intégrables dans R, énoncer la
propriété appelée Théoréme de transfert.

Solution: voir cours et notes de cours.

| EXERCICES

Question 1

1.1) On fixe un repére orthonormé de I’espace. On considére la surface S constituée des
points de la sphére centrée a 1’origine et de rayon 1, dont les coordonnées cartésiennes sont
positives et telles que ’abscisse soit supérieure ou égale a I’ordonnée, soit, analytiquement:

5—{(13,1/72) P+ =1,2>0, y>0,2>0, ny}-

—

On considére aussi la fonction vectorielle f(z,y,z) = [z, 2 + z, 2].

(a) Représenter la surface S.
(b) Déterminer un paramétrage injectif régulier de la surface S.
(c) En spécifiant ’orientation que vous choisissez, déterminer la valeur de I’expression

//Srot(f)oﬁ do

ou 7i désigne la normale unitaire a la surface orientée.
1.2) On fixe un repére orthonormé du plan et on considére la courbe d’équation cartésienne
4a® + % = 4.

(a) Représenter la courbe dans un repére orthonormé.
(b) Si C désigne la partie de la courbe située dans le quatriéme quadrant, déterminer la
valeur de l’intégrale suivante, en spécifiant ’orientation que vous choisissez

/ xdy
C

Solution 1.1) (a) et (b) : la surface est une partie de la sphére centrée & lorigine et de rayon 1; un
paramétrage injectif et régulier de cette surface est donné par

B, 0) = [cos psinb,sin psinb, cosh)], ¢ € [0,7/4],0 € [0,7/2).
Il s’ensuit qu'un vecteur normal & S au point de parametres ¢, 0 est

N(p,0) = D¢$(¢,0) A Dyd(ip,0) = —sinf [cos ¢ sinf,sin g sin 6, cos 6],
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Ce vecteur est orienté “vers le sens de la concavité” (ie vers “I'intérieur” de la sphere).

Une représentation de la surface est la suivante

(¢) Un calcul direct de rotationnel (en utilisant la définition) donne

(rotf)(x, y,z) =[-1,0,1].

Cela étant, en utilisant la définition d’une intégrale sur une surface ainsi que l'orientation définie par la

. - N(p,0 . .
normale ci-dessus (auquel cas 77 = i 1\7?07 9;“ ), on obtient successivement

- /4 .
//rot(f)o / / —1,0,1) ¢ N(¢p,0) depdd
s
w/4 pw/2
/ / (coscp sin 6 — sin(2 0)> dpdf
/2 -
= / cos p dp / sin? 6 df 7/ sin(26)
0 0 8 Jo

= L] ([ ) o [ r”
V2

- Ti-5
il

Solution 1.2) (a) La courbe d’équation cartésienne 422 + y? = 4 est Dellipse centrée & I'origine, de
grand axe Y représentée ci-dessous

N

(b) Un paramétrage régulier injectif de la courbe C orientée dans le sens contraire des aiguilles d’une

montre est le suivant 0
x = x(t) = cost s
{ y =y(t) = 2sint be {_770}'
En utilisant la définition des intégrales curvilignes, on obtient

/dey = /_Oﬂ/2 x(t)Dyy(t) dt = /O 2cos’t dt = /0 (14 cos(2t)) dt =

—m/2 —7/2
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D’autres possibilités de paramétrage peuvent bien str étre utilisées. En voici deux exemples.

—(i)x:m, y:y(x):—v4—4x2,x€[0,1];

™

1 1 2

x
xdy = xDyy(x dx:4/ ———dr=...= =
/C Y /0 y(@) 0o V4 —4z2 2

_(u)x: 1_y2/47y:yay€[_270];

/dey—/zx(y) dy—/(;x(y)mdy_.”_;f

Question 2
2.1) On donne les fonctions f , g et | par

2 1—cosz

fRy=e",  gla)=—7F—,  lz)=

24

sin(72)
1—22

(a) Ou ces fonctions sont-elles holomorphes?

(b) Quels sont leurs zéros? Quelles en sont les multiplicités respectives?

(c) Quelles sont les singularités isolées? De quels types sont-elles?

(d) Déterminer le résidu en chacune des singularités isolées.

(e) Déterminer le développement de Laurent en chacune des singularités isolées.

Solution. Cas de la fonction f.

(a) La fonction f est holomorphe dans Cy et ne se prolonge pas en une fonction holomorphe en 0 car
sa limite en 0 n’est pas finie®.

(b) La fonction f n’a pas de zéro car la fonction exponentielle ne s’annule pas.

(¢), (d), (e) Vu ce qui précede, la seule singularité isolée de f est 0. De plus, en utilisant la définition
de la fonction exponentielle, on a directement le développement

R |
f(z)zl"‘ZmzzimaZ?éO
m=1

donc le développement de Laurent est

+00 2m
f(z)=h(2)+H(i>’z7éO wee () =1, HZ)= 3 T

Il s’ensuit que 0 est singularité essentielle (car H n’est pas un polynéme) pour f et que le résidu de f en
0 est nul (car le coefficient de Z dans H est nul).

Cas de la fonction g.
(a) Vu son expression, la fonction g est holomorphe dans Cy. De plus, & partir du développement en
série de Taylor de la fonction cosinus en 0, on a

2 24

— ¢ 6
cosz-l—i—i—ﬂ—i—z G(z), ze€C

avec G holomorphe dans C. Il s’ensuit que

9(2) Lol

222 4
Ainsi lim,_,0 g(z) = 00, ce qui implique que g ne se prolonge pas en une fonction holomorphe en 0.

(b) Les zéros du numérateur sont les nombres z, = 2km, k € Z car on a cosz = 1 si et seulement s’il
existe k € Z tel que z = 2km. De plus, ces zéros sont de multiplicité 2 car D(1 — cos z)|y=, =sinzxy =0
et D?(1 — cos 2)|,—, = cosz; = 1. Pour tout entier non nul k, on peut donc écrire

Q(2)

9(2) = (2 — Zk)27, z€ Gy

- 22G(2), z€C,.

5en fait, elle n’existe pas car, par exemple, lim, 0 .er f(2) = +o0, lim,_,0 izer f(2) =0
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avec z — Q(z)/z* holomorphe au voisinage de zj et Q(zx)/2} # 0. Les zéros de g sont donc les nombres
2z, = 2km, k € Zg et ils sont chacun de multiplicité 2.

(c), (d), (e) Vu ce qui précede, la seule singularité isolée de g est 0. De plus, en utilisant le
développement de Taylor de la fonction cosinus (cf ci-dessus), on a

11,
g(z) = 52 * G(z), z€Cy
avec G holomorphe dans C. Il s’ensuit que le développement de Laurent est
1 1 9 72
g(z) =h(z)+ H Z ,2#0 avec h(z):—g—z G(z), H(Z):7.

Il s’ensuit que 0 est un pole d’ordre 2 pour g (car H est un polynéme de degré 2) et que le résidu de g
en 0 est nul (car le coefficient de Z dans H est nul).

Cas de la fonction .
(a) Vu son expression, la fonction I est holomorphe dans C\ {—1,1}. De plus, on a

. . sin(mz) —sin(—m) 1 _ . cos(—) ™
1 = 1 = 7D S -] = — = — —
Jim 1(z) = Tim, - (-1) (1—2) 2 sin(mz)l =1 2 T
et ) ) )
lim () = lim S22 —si0(m) Ly ey = ST
z—1 z—1 (Z + 1) (1 — Z) 2 2 2

donc [ se prolonge en une fonction holomorphe en —1 et 1.

(b) Les zéros du numérateur sont les entiers; ceux-ci sont de multiplicité 1 (pour le numérateur) car
Dsin(nz)|,= = mcos(km) # 0 quel que soit U'entier k. Cela étant, comme lim,_, 11 [(2) # 0 (cf ci-dessus),
les entiers —1 et 1 ne sont pas des zéros de [. Par contre, tout autre entier k£ est un zéro de multiplicité
1 pour [ car au voisinage de k, on peut écrire

avec z — L(z)/(1 — 2%) holomorphe au voisinage de l'entier k et L(k)/(1 — k?) # 0.
(¢) Vu ce qui précede, il n’y a pas de singularité isolée. Les points (d) et (e) sont donc sans objet ici.

Question 2 (suite)

2.2) Soit v le bord du carré centré a l’origine, de cétés paralléles aux axes et de longueur
de coté égale a 2. On considére qu’on parcourt ce bord “aire a gauche” et qu’on utilise un
paramétrage injectif. Déterminer la valeur des intégrales suivantes

3?</7zdz>, /7%2 dz, LS(Z—|Z|) dz

2.3) Déterminer la valeur de l’intégrale suivante par “méthode de variables complexes”
+oo 1
[
0 x* + 1

Solution. 2.2) : voir I'examen du mois d’aotit 2009
2.3): voir notes de cours, autres questionnaires d’examen (et répétitions, cours de 'automne 2010 pour
des calculs analogues)

Question 3

3.1) Déterminer les transformées de Fourier (—,+) des fonctions f et g suivantes (en ex-
plicitant et justifiant les calculs qui y conduisent)

1 size[-1,1]

1@) =xn@) = { 0 sinon. ) glz)y=e"l, zeR

39



3.2) En déduire la valeur de l’intégrale

in
He—\xl dr
R X

3.3) Montrer que les fonctions u et v suivantes sont orthogonales dans L?([0, 27])

u(z) = e, v(z) = e

Solution. 3.1) La fonction f est la fonction caractéristique d’un intervalle borné; elle est donc intégrable
sur R. Pour tout y # 0 on a alors

" Yo ! sin(yt) ]~ _siny
.Fyf:/ e Ztydt:2/ cos(yt) dt=2[ ] =2 .
-1 0 Y t=0 Y

Il s’ensuit que
2 siy=0
+r _ .
]:yf_{ Q—Slzy siy#0

La fonction g est continue sur R et lim, 4, #2g(x) = 0; elle est donc intégrable sur R. Cela étant,
pour tout réel y, on a successivement (en se servant encore de la parité de fonctions)

400
/ei”ye_‘ﬁldx = 2/ cos(zy)e ™ dx
R 0

“+o0
= 2R (/ e~ e(1+iy) dx)
0

1 2
2% — | = .
1+y 14 y?

3.2) Vu ce qui précede et en utilisant le théoréme de transfert, on obtient directement

+
fyg

. 1
/Smﬁe*m dr = 1/]-'mf g(z) de = 1/f(aﬂ) Feg dx = / #dx:Qarctglz T
R 2 Jr 2 Jr 2

x 1 1+ a2

3.3) Les fonctions données sont continues sur R; elles sont donc de carré intégrable sur tout intervalle
borné. Cela étant, en utilisant la défintion du produit scalaire dans L?([0,27]), on a directement

27 or e2ix 2™
<u,v >:/ u(z)v(z) de = / e dx = { _ } =0
0 0 2i ]

Question 4 Pourquoi ’affirmation suivante est-elle correcte?
Si f est holomorphe dans C et telle que lim,_,, f(z) =0, alors [ est identiqguement nul.
Solution. Comme la limite de f a I'infini est nulle, il existe une constante R > 0 telle que
|f(z)| <1Vz, [z| = R.
Par ailleurs, f est continu dans C, donc borné sur toute boule. 11 s’ensuit qu’il existe C' > 0 tel que
lf(z)| < CVzeC.

Le théoreme de Liouville (cf question de théorie de cet examen) permet donc de dire que f est constant.
Comme sa limite est nulle a l'infini, cette constante est nulle. D’ou la conclusion.
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