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FEzxercices

1. On donne la fonction f par
f(x) =coszx sinz.

a) Si possible, déterminer les approximations polynomiales de cette fonction a 1’ordre
1,2,3 en 0.

b) Dans un méme repére orthonormé, représenter le graphique de f et les approxima-
tions a ’ordre 0, 1 et 2 en utilisant différentes couleurs.

Solution. La fonction f : z + cosz sinz = 1 sin(2z) est infiniment dérivable sur R et on a

Df(z) = cos(2z) D?f(x) = —2sin(2z) et D3f(x) = —4cos(2z).

Comme f(0) = 0, Df(0) = 1, D2f(0) = 0 et D3f(0) = —4, si on note P,(z) 'approximation
polynomiale de f a l'ordre n en 0, on a

D3f(0) 4 22°

Pi(z) = f(0)+ Df(0)x =z = Py(x) Ps(z) = Pa(x) + T A xz €R.
Yo /
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2. a) Soit la matrice
_( cos(l) —sin(1)
—\Usin(1)  cos(1) /)¢
- Cette matrice est-elle inversible 7 Pourquoi ?
- Dans le cas ou elle est inversible, en déterminer I’inverse et vérifier que votre réponse

est correcte.
- Déterminer les valeurs propres de A.

Solution. La matrice A est inversible si et seulement si det A = cos?(1)+sin?(1) = 1 # 0. La matrice
A est donc inversible.

La matrice des cofacteurs de A étant égale a

(s ;::;zg? )

I'inverse de A est la matrice

cos( sin(1) >

—sin(1) cos(1)

A
AAT = ( C9S( *Sm ) ( cos( sin(1) )

sin(1)  cos( —sin(1) cos(1)

et on a

( cos?(1 )+sm2(1) sin(l)cos(l) —sin(1) cos(1) > _ ( 1
sin(1 (1 1 (1) 0

) cos(1) — sin(1) cos(1) sin?(1) 4 cos

1)



Les valeurs propres de A sont les solutions de

det ( Cozi(rllglg A C()*S(S:lll)l(i))\ ) = (cos(1) — /\)2 + sin2(1) —\2_ 2cos(1)A+1=0

Comme A = 4cos?(1) —4 = —4sin?(1) = (2isin(1))?, les valeurs propres de A sont cos(1) +isin(1)
et cos(1) —isin(1).

b) Soit la matrice
1 0 0
A= 1 1 0
011

- Déterminer les valeurs propres de A ainsi que les vecteurs propres associés.
- Cette matrice est-elle diagonalisable? Pourquoi? Si oui, en déterminer une forme
diagonale, ainsi qu’une matrice qui y conduit.

Solution. Les valeurs propres de A sont les solutions de

1I-X 0 0
det 1 1-Xx 0 =0s (1-)?*=0.
0 1 1-X

Ainsi, la valeur propre de A est 1 (valeur propre triple).

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont les vecteurs non nuls X tels que

0 0 0 T 0 =0 x 0
(A-NX=0&<(1 0 0 y |=10 @{ :0 slwy =10
01 0 2 0 vy= 2 2

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont donc des vecteurs du type

0
cl O
1

olu ¢ est une constante complexe non nulle.

La matrice A n’est donc pas diagonalisable puisqu’elle ne possede pas 3 vecteurs propres linéairement
indépendants.

. a) On donne la fonction f par

flz,y) =In (\/xz +y2> + 1 arctg (%) .

- Déterminer le domaine d’infinie dérivabilité de cette fonction. Représenter ce do-
maine.

- En un point du domaine de dérivabilité, que vaut la dérivée partielle de f par rapport
a sa premiere variable et la dérivée par rapport a sa seconde variable ?

- En utilisant ’expression des dérivées obtenues précédemment, montrer que

Dy f(x,y) +iDyf(x,y) =0

Solution. Le domaine d’infinie dérivabilité de la fonction f est égal a

A:{(x,y)€R2:x2+y2>0, \/x2+y2>0,x7é0}:{(m,y)6R2:x7é0}:]R0><R.



La représentation graphique de cet ensemble est constituée de tous les points du plan sauf ceux de
I’axe des ordonnées.

- En un point de A, on a

1 1 1 - —
- .2x+i.<y>:x W

Daf(e,y) = Dy, ferrs - Doviluman gz - Dale?® + %) + iDganctg(t)li—ye - D (%)

Vil y? 2y/22 g2 1+4  \22) 22+y
et
2 2 . Y
Dy f(z,y) = Dy hl(t)'mm - Dy/0|y=g2yy2 - Dy(2® + y?) + iDsarctg(t)]i=y /o - Dy (5)

1 1 . 1 Ytz
VaZ+y?  2¢/22 + 2 1+ % x t+y

- Des lors, on a

) r—iy iy+itw
Dmf(xvy)—’_lDyf(xay): x2+y2 + x2—|—y2 =0

b) Déterminer, si elle existe, ’intégrale // cos(z —2y) dx dy sur A = [0,5] x [0,%] et
A

représenter ’ensemble d’intégration

Solution. Voici la représentation graphique (partie hachurée) de 'ensemble d’intégration A, parallele
aux deux axes; les points des “bords” sont compris dans I’ensemble.

L Y

/3

X

/2

La fonction f : (z,y) — cos(z — 2y) est continue sur R?; elle est donc continue sur A, ensemble
fermé borné, donc intégrable sur cet ensemble et on a

r=m/2

/3 w/2 w/3
I= / (/ cos(x — 2y) dm) dy = / [sin(x - 2y)} dy
0 0 0 @=0

= /OTF/3 (sin (g - 2y) — sin (—2y)) dy = /Oﬂ/s(cos(2y) +sin(2y)) dy

4= (i (2) o (2) s+ )

1<¢§+1+1>:ﬁ+3

2\ 2 2 4

Puisque la fonction est intégrable sur A parallele aux 2 axes, on aurait pu calculer I'intégrale en
permutant ’ordre d’intégration et on aurait obtenu le méme résultat.

c) Calculer, si possible, ’intégrale

“+ o0 z2
/ (/ % dy) dx
1 T Yy



et représenter son ensemble d’intégration.

Solution. La fonction f : (z,y) — ﬁ est continue sur R x Ry donc sur son ensemble d’intégration
A, ensemble non borné dont la représentation graphique se trouve ci-dessous (partie hachurée) ; les

points des “bords” sont compris dans I’ensemble.

WY 2

,1:
Etudions l'intégrabilité de f sur A sachant que |f(z,y)| = f(z,y) V(z,y) € A.
Pour z fixé dans [1,+o0], la fonction g : y — 57 est continue sur le fermé borné [z, 2?%]. Elle est
donc intégrable sur cet ensemble et on a '

z? z?
[ 2w [A] (4L
S y=2z. 35| 3\a2 )

1 /1 1
Etudions l'intégrabilité de h : z — 3 <2 - 5) en +o00. Comme h est continu sur [1,¢] V¢ > 1, on
x2 oz

/tll RIRYPR I S U L I AR SR O
co3\a2 28) TR T, T 3\ar Tt T

I 1 1 1 n 3 1
im —(-——-—=-+-]=-
t—+oo 3\ 4t4 t 4 4

et comme cette limite est finie, h est intégrable en +oo donc sur [1, +o0].

a

Des lors,

Ainsi, f est intégrable sur A et comme cette fonction est positive sur A, on obtient

+oo :L’2
T 1
Zdy | do ==,
/1 (/z y* y) T

. a) On donne ’ensemble fermé non borné A (hachuré). Si possible, déterminer

// e Y dx dy
A

en choisissant un ordre d’intégration. Permuter alors les intégrales et déterminer (en
effectuant le calcul) si le résultat change ou non.



Solution. L’ensemble d’intégration est

A={(z,y) €eR*: 2 €[0,+o0[, y € [3z,+o0[} = {(x,y) €ER?:y€[0,+o0f, 7 € {0, %H

et la fonction f : (z,y) — e~ est continue et positive sur R? donc sur A, ensemble non borné fermé.

Etudions Uintégrabilité de f sur A. Pour y fixé dans [0, +o0[, la fonction g :  — e~ ¥ est continue

sur le fermé borné [O, %] Elle est donc intégrable sur cet ensemble et on a

y/3
/ e Vdr= efy[x]g/g =Zev.
O 3

Etudions l'intégrabilité de h : y — %e*y en +oo. Comme h est continu sur [0,¢] V¢ > 0, on a, par
une intégration par parties

Des lors,

et comme cette limite est finie, h est intégrable en +oo donc sur [0, +o0].

Ainsi, f est intégrable sur A et comme cette fonction est positive sur A, on obtient

+oo y/3 1
/ / e Ydr | dy= .
0 0 3

La fonction étant intégrable, on peut permuter 'ordre d’intégration. Vérifions qu’on obtient bien le
méme résultat en calculant

+o0 +o0 +o0 100 +oo ) 1 +oo 1
/ </ eV dy> dzx = / [767?’/]3 dz :/ e 3 dr = |:63I:| = .
0 3z 0 * 0 3 0 3

b) Déterminer si les séries suivantes convergent. Si oui, en déterminer la somme

= (=)™ X (cos(Z)™
2

(Z) 93m+1" (“) T

=



Solution. La série Z RS peut aussi s’écrire sous la forme 3 Z (4) , série géométrique

m=1 m=1

1
convergente puisque la raison ~1 €] — 1,1]. La somme de cette série vaut

o=V S -\ _ -1 11
2"\ 4 4 _81+§_ 10°

m=0

X (cos(5))™ ; - : ~
La série g ———— est convergente car c’est, au premier terme pres, la valeur de la fonction
m!
m=1

exponentielle en cos(%) = 3. La somme de cette série vaut donc exp(3) — 1 = /e — 1.



