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FEzxercices

1. On donne la fonction f par
f(z) = sin? .

a) Si possible, déterminer les approximations polynomiales de cette fonction a 1’ordre
1,2,3 en 0.

b) Dans un méme repére orthonormé, représenter le graphique de f et les approxima-
tions demandées en utilisant différentes couleurs.

Solution. La fonction est infiniment dérivable sur R et on a
Df(z) = 2sin(x) cos(z) = sin(2z) D?*f(x) = 2cos(2x) et D3f(x) = —4sin(2x).

Comme f(0) = 0, Df(0) = 0, D?>f(0) = 2 et D3f(0) = 0, si on note P,(z) 'approximation
polynomiale de f a 'ordre n en 0, on a

2
Pi(x)=f(0)+ Df(0)x =0, Py(z)=P(x)+ = ;(O)xz =22
et 5
Ps(z) = Py(x) + %}0)%3 =22 zeR.
ok Y /, Py =Py
f

2. a) Soient un réel ¢ et une matrice

A:( sin(a)  cos(a) )

sin(2a) cos(2a)

- Pour quelle(s) valeur(s) de a la matrice est-elle inversible ? Justifier.
- Dans le cas ou elle est inversible, en déterminer I’inverse et vérifier que votre réponse
est correcte.

Solution. La matrice A est inversible si et seulement si
det A = sin(a) cos(2a) — sin(2a) cos(a) = sin(a — 2a) = —sin(a) # 0 & a # kn (k € Z).

Ainsi, la matrice A est inversible pour tout a € R\ {kn : k € Z}.

La matrice des cofacteurs de A étant égale a

A= ( fofcfffif) _ssiﬁl(f)a) )

I'inverse de A est la matrice

-1 ( cos(2a)  —cos(a)
—sin(2a)  sin(a)

>, a € R\ {kr: keZ}



AA-L = '71 < s.in(a) cos(a > ( cos(2a)  — cos(a) )

sin(a) \ sin(2a) cos(2a) —sin(2a)  sin(a)
_ 1 ( sin(a) cos(2a) — sin(2 a) cos(a) —sin(a) cos(a) + sin(a) cos(a) )
sin(a) \ sin(2a)cos(2a ) —sin(2a) cos(2a) —sin(2a) cos(a) + sin(a) cos(2a)

:sir:<1a>(_813(a) —sin(a >:< )

b) Soit la matrice

-1 0 0
A= 1 1 0
0 0 1

- Déterminer les valeurs propres de A ainsi que les vecteurs propres associés.
- Cette matrice est-elle diagonalisable? Pourquoi? Si oui, en déterminer une forme
diagonale, ainsi qu’une matrice qui y conduit.

Solution. Les valeurs propres de A sont les solutions de

~1-Xx 0 0
det 1 11— 0 =0& (-1-XN)?*(1-)\) =0.
0 0 —1-2A

Ainsi, les valeurs propres de A sont —1 (double) et 1 (simple).

Les vecteurs propres associés a la valeur propre —1 sont les vecteurs non nuls X tels que

0 0 O x 0 T —2y 0
A+HX =01 2 0 y |=0|ez+2y=0| y | = Yy +1 0
0 0 O z 0 z 0 z

Les vecteurs propres associés a la valeur propre —1 sont donc des vecteurs du type

—2 0
¢ 1 +J| 0
0 1

oll ¢ et ¢’ sont des constantes complexes non simultanément nulles.

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont les vecteurs non nuls X tels que

-2 0 0 T 0 —2x =0 T 0
A-NX=0& 1 0 0 y |=10]|e< z2=0 sly =1y
0o 0 -2 z 0 —22z=0 z 0

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont donc des vecteurs du type

0
c|l 1 |ouceCC,.
0

La matrice A est donc diagonalisable puisqu’elle possede 3 vecteurs propres linéairement indépendants.
Une matrice S inversible possible est donnée par

et est telle que STTAS = 0 -1 0



3. a) On donne la fonction g par

g(z,y) =In (i) :

- Déterminer le domaine d’infinie dérivabilité de cette fonction. Représenter ce do-
maine.

Solution. Le domaine d’infinie dérivabilité de la fonction g est égal a

A= {(m,y) ER?:y#£0, gj >O} ={(z,y) €R? 1y >0, x # 0} = Ryx]0, +ocl.

Voici la représentation graphique de cet ensemble (partie hachurée) : les points des axes sont exclus
de I'ensemble.

Yk

- En un point du domaine de dérivabilité, que vaut la dérivée partielle de g par rapport
a sa deuxieéme variable ? Simplifier votre réponse au maximum.

Solution. En un point de A, on a
2 2
T Y —x 1
D =DzIn(Z 2 Dyl — =S5 —)=—.
yg(x,y) Z n( )‘Z:TQ Yy ( y > 22 ( Y2 ) y
On peut aussi écrire g sous la forme g(x,y) = In(2?) —In(y) puisque 22 et y sont strictement positifs

dans A. Des lors, la dérivée est immédiate.

1
1 -1

de cette fonction et ’expression explicite de sa dérivée en tout point du domaine.

- Déterminer I’expression explicite de F(t) = ¢ (t -1 ), le domaine de dérivabilité

Solution. L’expression explicite de F est donnée par F(t) = In((t—1)3) et son domaine de dérivabilité
est 'ensemble
B={tecR:(t—1)*>0}={tcR:t—1>0}=]1,+oq].
En tout point de B, on a
3

DF(t) = +—

b) Déterminer, si elle existe, ’intégrale // sin(z + 2y) dz dy sur A = [0,7] x [-F,0] et
A

représenter ’ensemble d’intégration

Solution. Voici la représentation graphique (partie hachurée) de 'ensemble d’intégration A, parallele
aux deux axes; les points des “bords” sont compris dans I’ensemble.
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La fonction f : (x,y) ~— sin(z + 2y) est continue sur R?; elle est donc continue sur A, ensemble
fermé borné, donc intégrable sur cet ensemble et on a

y=0

I/OTr (/0 sin(z + 2y) dy> dx;/oﬂ {cos(a:+2y)]y__ d

us
4

_ 1 /07T (cos(x) — cos (x - g)) dx = —% /Ow(cos(x) —gin(x)) dz

™

= —% [Sin(x) + COS(.T):| . = —%(sin(w) + cos(m) — sin(0) — cos(0)) = 1.

INE)

[\

Puisque la fonction est intégrable sur A parallele aux 2 axes, on aurait pu calculer 'intégrale en
permutant ’ordre d’intégration et on aurait obtenu le méme résultat.

c) Calculer, si possible, ’intégrale

et représenter son ensemble d’intégration.

Solution. La fonction f : (x,y) — .7 est continue sur R x R donc sur son ensemble d’intégration
A, ensemble non borné dont la représentation graphique se trouve ci-dessous (partie hachurée) ; les

points des “bords” sont compris dans I’ensemble.

“wyYy 2

‘LHHZ‘ ‘SX
rz=1

_1:
Etudions l'intégrabilité de f sur A sachant que |f(z,y)| = f(z,y) V(z,y) € A.

Pour z fixé dans [1,+oo[, la fonction g : y — y% est continue sur le fermé borné [z, 22]. Elle est

donc intégrable sur cet ensemble et on a

1:2 252
/ Ty |2 2L (L L
oy A T3\ )

1 1
Etudions l'intégrabilité de h : x — — 3 ( 5) en +o0o. Comme h est continu sur [1,¢] V¢ > 1, on
x

/f B _1 +g,tfigg,1+§
1 3 4t ] 3 \4tt ot 4)°

b ML 13y _1
totoo 3\4tr t 4) 4

et comme cette limite est finie, h est intégrable en +oco donc sur [1, +oo.

a

Des lors,



Ainsi, f est intégrable sur A et comme cette fonction est positive sur A, on obtient

+oo :L’2
T 1
Zdy | dzx = -.
/1 (/z y* y) tT

4. a) On donne ’ensemble fermé borné hachuré A suivant. Déterminer // ye¥ dx dy.
A

Y,
\& = —1/2 z=1/2

Solution. La fonction f : (z,y) + ye® est continue sur R? donc sur A, ensemble borné fermé. Dés

lors, la fonction est intégrable sur A.
Utilisons les coordonnées polaires pour calculer 'intégrale demandée. Le point d’intersection du

cercle trigonométrique avec la droite d’équation cartésienne r = % a pour abscisse cos(f) = %
ot § = % puisque 6 varie dans [0,27[. De méme, le point d’intersection du cercle avec la droite
d’équation cartésienne x = f% a pour abscisse cos(f) = f% ouf = 2?” puisque 6 varie dans [0, 27].

Ainsi, 'ensemble d’intégration décrit en coordonnées polaires est
B=l00):re0,1), 6e|T, 2T
=<(r,0):r €]0,1], — =7
3" 3

La fonction & intégrer est la fonction g : (r,0) — f(rcos(f), rsin(f)) = rsin(f)e” % multipliée
par le jacobien égal a r. Par application du théoreme d’intégration par changement de variables,
I'intégrale demandée est donc égale a

2m
3

/01 ([r r? sin(@)ercos(O) d9> dr = /01 ., {ercos(g)}?r dr:/olr(e; _e%) N
= [2?" (e% +e;)}(1)_2/(31 (eé +e%) dr:Q(e
:2(e%+e%l)—4<e%_e%l):_2\/é+%.

b) Déterminer si les séries suivantes convergent. Si oui, en déterminer la somme

Nl

—|—e%1) -4 [eg —e%}

+ +oo (s
DS e
23m+1 ’ m' ’
m=1 m=1
+00 qgm 1 ~+00 A\ ™
Solution. La série Z Samil peut aussi s’écrire sous la forme 3 Z (8) , série géométrique

m=1 m=1

1
convergente puisque la raison 3 €] — 1,1[. La somme de cette série vaut




R (sin(E)™ : : ; -
La série E — 7 est convergente car c’est, au premier terme pres, la valeur de la fonction
m)!
m=1

exponentielle en sin(%) = 3. La somme de cette série vaut donc exp(3) — 1 = /e — 1.



