Université
de Liége

1, 2, 3...S8ciences

Année académique 2011-2012

EXERCICES DE MATHEMATIQUES
LISTE TYPE NUMERO 4 (TOUS SAUF BIO) : CORRECTION

Version 23 février 2012



I. Volume d’un corps

Calculer le volume des corps de ’espace décrits ci-dessous. Donner aussi une représentation

graphique de ces corps.
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1. Corps borné par la surface d’équation cartésienne z = 1 — 2z et les plans

d’équation z =0, y=—1 et y = 2.
2. Corps borné par les plans de coordonnées et la surface d’équation 2z +3y+2 =6

3. (*)! Corps borné par la surface d’équation cartésienne » = 1 —42% — 3 et le plan
d’équation z = 0.

Le volume du premier corps vaut 4 (unités de volume), celui du deuxieme vaut 6 et celui
N ™
du troisieme vaut —.

Les représentations graphiques sont les suivantes :

1)
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‘II. Intégration sur des ensembles non fermés bornés‘

1. Si elles ont un sens, calculer les intégrales suivantes et représenter I’ensemble
d’intégration.

1
a)//d:cdy avec A={(z,y) eR?:z>1,0<y<?i
A X

1. Pour les physiciens ... et ceux qui veulent !



La fonction est intégrable sur A et
son intégrale vaut 1. L’ensemble
d’intégration est ’ensemble hachuré
ci-contre.

1 +00
b) / (/ ey=3e d:c> dy Y
—00 0

La  fonction est intégrable  sur 1 y=1
{(l‘,y) € R2 SIS [0,—|—OO[, Yy G] - 0071]} } >
et son intégrale vaut —. L’ensemble 1 X

d’intégration est l’ensemble hachuré
ci-contre.

C)// eV dudy avec A={(r,y) ER?:0< x <y}
A

1 Y
La fonction est intégrable sur A et y=ux
1
son intégrale vaut 3 L’ensemble .
d’intégration est ’ensemble hachuré 1
ci-contre. 1 X

d)// 23 e dedy  avec A={(z,y) €ER?:2 >0, 1 <y}
A

\ Y
La fonction est intégrable sur A et 4t
son intégrale vaut 1. L’ensemble 3l \
d’intégration est ’ensemble hachuré |
ci-contre. 27 |
\
l,,
0 ‘ ‘ ‘ ‘ zy =1

2. Déterminer si les intégrales suivantes existent ; si oui, les calculer. Représenter
géométriquement 1’ensemble d’intégration dans chaque cas.

400 y? y> 1 400 1 x2
ye NG / / 1
dr | dy, b ———— dy | dz, dy | d
a)/o </0 T + y? x) Y )/o <a: z? + y? y) o) 0 (0 Tty v




a) La fonction est intégrable sur
{(@y) € R? : y €]0,400], = € [0,5°]}

et son intégrale vaut iln 2. L’ensemble

d’intégration est 1’ensemble hachuré

ci-contre.

Y

y=ux

b) La fonction est intégrable sur 14
{(z,y) € R? :  €)0,1], y € [z,+o0[}
et son intégrale vaut T Lensemble 1 X
d’intégration est 1’ensemble hachuré
ci-contre. r=1

c) La fonction est intégrable sur
{(z,y) € R? : 2 €]0,1], y € [0,2%]} 3t
et son intégrale vaut 2In2—1. L’en-
semble d’intégration est ’ensemble
hachuré ci-contre. 14

3. (*)? Calculer l’intégrale de f : (x,y) — f(z,y) = ¥ —y sur ’ensemble fermé
hachuré suivant (et donner une description analytique de cet ensemble)

g: x>exp(-x) 4v f:x->exp(x)

3

2

X

-2 -1 1 2

Une description analytique de I’ensemble d’intégration est donnée par
A={(z,y) eR* 1z €] ~00,0], y € [0,e"]} U{(z,y) € R®: z € [0, +00, y € [0,e™"]}
= {(z,y) e R? : y €]0,1], z € [ln(y), —In(y)]} U {(z,y) € R? : y = 0}

1
et 'intégrale vaut —5

2. Destinés a tous sauf aux géologues.



’III. Intégration par changement de variables polaires

1. Si elle existe, calculer
a) / / Va2 +y2drdy ou A est ensemble hachuré ci-dessous.
A

b) / / xy dexdy ol B est ’ensemble hachuré ci-dessous.
B

C)//C(2m+y) drdy ou C={(z,y) € R?:0<y<inf{—2,V1—22}}.

y=—-x Y
y=-x A Y y=x :
\ - B / / A
\ { / \\\ \\
\ 15 }\3 2 /u )i 2 %z X
— R /
/ ~
| =% \
/ N | - .
-2 -1 ) 1 2 X

4 1 1
Les 3 fonctions sont intégrables et les intégrales valent respectivement g, —5Het 3~ 5\& .

2. Soit A une partie du plan (bornée et fermée). Le centre de masse de A (considéré
homogeéne) est défini comme le point de coordonnées (z4,y4) ol

xA:s_l//:vdxdy, yA:s_l//ydxdy
A A

et ou s est ’aire de la surface A.
Déterminer la position du centre de masse d’une plaque homogéne dont la
forme est un tiers de cercle de rayon R (R réel strictement positif).

RV3 3R>

La position du centre de masse est donnée par le point de coordonnées (2, 5
T 27

3. Déterminer le volume du corps borné par la surface d’équation cartésienne
z=9— 122 —y? et par le plan d’équation z = 0.

81
Le volume du corps est TW (unités de volume).

La masse d’une plaque plane est donnée par

m= | /R (2, y)dady,

ou (z,y) est la densité au point de coordonnées (z,y). Considérons une plaque plane
de la forme d’un triangle isocéle rectangle R dont les cotés égaux mesurent 4 m.



Si la densité en un point P est directement proportionnelle au carré de la distance
de P au sommet opposé a I’hypoténuse?, si ’on place I’origine du repére sur ce
sommet et si les axes OX et OY sont les prolongations des c6tés de méme longueur
du triangle R,

a) quelle est la masse de cette plaque ?

b) en quelles unités s’exprime la constante K ?

L L L L
1 2 3 4 5

La masse de la plaque est % kg et la constante K s’exprime en kg/m*.

3. clest-a-dire §(z,y) = K(z* +¢?) (ot K est une constante)



