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’Fonctions de plusieurs variables ‘

x
1. On donne la fonction f: (z,y) — In < + y) .
=Yy
a) Déterminer son domaine de définition, de dérivabilité et les représenter dans
un repere orthonormé.

Solution. Les 2 domaines sont égaux a {(:c,y) eR?:z#y, Tty > 0}
r—y

Yy=— ,Y ;y::L‘

Les points des droites sont exclus de ’ensemble.

b) Déterminer les dérivées partielles de cette fonction et, si possible, les évaluer
au point de coordonnées (—2,1).

Solution. Les dérivées partielles de la fonction sont données par

__ Y __
Dy f(z,y) = o Dy f(z,y) = PO
et, comme le point de coordonnées (—2,1) appartient au domaine de dérivabilité, on a
Dy f(=2,1) = 5t et Dy f(-2,1) = 2 .

2. Soit f une fonction continiiment dérivable sur | — 2,1[x] — 4,4[. On demande le
domaine de dérivabilité de la fonction F définie par F(z,y) = f(z +y?, 2% + 432,
sa représentation graphique ainsi que 1’expression de ses dérivées partielles en
fonction de celles de f.

Solution. Le domaine de dérivabilité de F' est ’ensemble
{(z,y) eR*: 2 <a+y® < 1, ~4 <a®+ 4> <4},

Il est représenté par I’ensemble des points hachurés ci-dessous, les points des courbres étant
exclus de I’ensemble.




Les dérivées partielles de F' sont données par
(DaF)(z,y) = (Duf)(@ + 1y 2° +49°) . 1+ (Dof) (@ + 1%, 2° + 4y°) . 20

(DyF)(z,y) = (Duf)(z + v, 2° + 4y°) . 2y + (Do f)(z + y*, 2> + 49°) . 8y

si u et v sont respectivement la premiere et la seconde variable de f.

. Si elles existent, calculer les intégrales suivantes
4 2
a) I —/ </ zsin(y°) dy> dx
0 Ve
1
Solution. Ona I[= E(l — cos(32))

b) I = // eV da dy si A est ’ensemble fermé borné hachuré ci-dessous
A

Yy

No[—

1 1
Solution. Ona I= % _ - _

2% e
dx dy si A = [0, +00[x[0, +00[

C)I‘//A¢<1+;—+y2>5

Solution. Ona [I= %

+oo 2 o= (y+)z
d) I = ———dy | d
: /0 /0 e V)

1 1 T
Solution. O I==-({In3—=In2+ —|.
olution na 5<n 2n +8>

. Calculer le volume du corps de l’espace borné par les surfaces d’équation
cartésienne r + 2 = 6 et  + y2 = 4 et les plans d’équation z =0, y =0, z = 0.
Donner aussi une représentation graphique de ce corps.

Solution.  Le volume du corps vaut

et voici sa représentation graphique (partie “sous” le plan)



Calcul matriciel ‘

1. Calculer (si elle existe) la matrice inverse de la matrice suivante puis montrer
que la matrice trouvée est bien I’inverse de la matrice donnée si

-2 2 3
A= 1 -1 0
0 1 4

Solution. Comme detA = 3 # 0, la matrice inverse de A existe et on a

L[4 503
A—1:g -4 -8 3
1 2 0

De plus, AA™! = I si I est la matrice identité de dimension 3.

2. Rechercher les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice suivante.
Cette matrice est-elle diagonalisable ? Pourquoi? Si elle ’est, en déterminer
une forme diagonale, ainsi qu’une matrice inversible qui y conduit puis prouver
que les matrices données sont correctes.

3 -2 =2
A= -2 3 =2
-2 -2 3

Solution.  Les valeurs propres de A sont —1 (simple) et 5 (double).
Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre double 5 sont les vecteurs



ou c et ¢’ sont des complexes non simultanément nuls. Dés lors, la matrice A est diagona-
lisable puisqu’elle possede 3 vecteurs propres linéairement indépendants.
Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre simple —1 sont les vecteurs

1
cl|l 1 ou c € Cy.
1
Ainsi, on a, par exemple,
-1 -1 1 5 0 0
S=( 1 0 1 telque A=8"1'A4S=| 05 0
0o 1 1 00 —1

Les matrices données sont correctes puisque

-5 -5 -1
AS =S5A = 5 0 -1
0o 5 -1

Approximations polynomiales ‘

Déterminer 'approximation polynomiale & I’ordre n =0, 1, 2 et 3 en 2o = 0 pour la
fonction

— ei
2

f:x»—>sh($):e

Représenter f et ses approximations.

Solution.  Sion note P,(z) 'approximation a l'ordre n en 0, puisque f est infiniment dérivable

sur R, on a
3

Py(x) =0, Pi(z)=PFP(zx)=x et Ps(zx)=x+ %, z e R.

Y
y = sh(z)

A A/P?’ P =P

|
b




Séries

1. Etudier la convergence des séries suivantes :

=2 sin(k0) X en
(1) 2 P (0 >0) (2) nZ::l o

Solution.

(1) Comparaison avec une série de Riemann convergente car o = 2 > 1 donc série conver-
gente.

(2) Série divergente car son terme général ne tend pas vers zéro.

2. Etudier la convergence des séries suivantes et préciser la somme de celles qui

convergent :

= = —2 XTI\ /3\" X ()
Wior O L mmes) (3);,[(4) +(1) ] @ 2 = >0
Solution.

(1) Comparaison avec une série de Riemann divergente car a = % < 1 donc série divergente.
(2) Série convergente ; la somme de la série vaut — ¢

(3) Série convergente ; la somme de la série vaut %

(4) Série exponentielle; la somme de la série vaut x — 1.



