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Test 2 du 19-03-2012

2 1 0
1. Calculer, si elle existe, la matrice inverse de M = 1 2 1
0 -1 2
Solution. En remplacant la premiére ligne par cette ligne moins 2 fois la deuxiéme, on obtient
0 -3 -2
detM =| 1 2 1 |=(-1)(-6-2)=8=#0,
0 -1 2

si on applique la premiére loi des mineurs a la premiére colonne. Puisque le déterminant de M n’est
pas nul, la matrice inverse de M existe.

Si M est la matrice des cofacteurs des éléments de M, on a

5 —2 -1 {1 —~ 1 5 -2 1
M=| -2 4 2 et des lors M= ol M==| -2 4 =2
1 -2 3 et "\ -1 2 3

. La matrice M suivante est-elle diagonalisable ? Pourquoi ? Si elle 1’est, en déterminer
une forme diagonale, ainsi qu’une matrice inversible qui y conduit.

-3 3 0
4 -8 4
0 3 -3

Solution. Si I est la matrice identité de dimension 3 alors les valeurs propres de M sont les
solutions de I’équation caractéristique det(M — AI) = 0. On a

—3-Xx 3 0
det(M—M)=| 4 —8-X 4 |[=(=3-1))
0 3 —3-2A

—8—A 4

30
N LY

3 —=3-2A
si on applique la premiére loi des mineurs & la premiére colonne. Ainsi,
det(M — XI) = (=3 = A\)(24 + 11X + A2 —12) —12(=3 = \) = (=3 = N)(\? + 11))

et les valeurs propres de M sont —11, —3 et 0. Comme ce sont des valeurs propres simples, la
matrice est diagonalisable.

Les vecteurs propres relatifs & la valeur propre —11 sont les vecteurs non nuls X tels que

8§ 3 0 T 0 8x+3y=0 =z
M+11HX=0&| 4 3 4 y | =10 | dx+3y+42=0 @{ 8
0 3 8 z 0 3y+8z=0 Yy=—3*%
-3
Dés lors, les vecteurs propres relatifs & la valeur propre —11 sont les vecteurs ¢ 8 , ceCy.
-3

Les vecteurs propres relatifs & la valeur propre —3 sont les vecteurs non nuls X tels que

0 3 0 x 0 3y=10 e
M+3DNX=0&| 4 -5 4 y |=10 | &< 4—5y+42=0 @{ :0
0 3 0 2 0 3y =0 y=
1
Dés lors, les vecteurs propres relatifs & la valeur propre —3 sont les vecteurs ¢ 0 , ¢ € Cy.
-1



Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0 sont les vecteurs non nuls X tels que

-3 3 0 T 0 =3z +3y=0
MX =0« 4 -8 4 y | =10 )] d2—8y+42=0 & z=y==z2.
0 3 -3 z 0 3y—3z2=0
1
Dés lors, les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0 sont les vecteurs ¢ | 1 |, ¢ € Cy.
1
Ainsi, par exemple, la matrice inversible
-3 1 1 —-11 0 O
S = 8 0 1 est telle que STIMS = 0 -3 0
-3 -1 1 0 0 0



Test 2 du 23-03-2012

1 2 2
1. Calculer, si elle existe, la matrice inverse de M = -2 2 1
2 1 -2

Solution. En remplacant la deuxiéme ligne par cette ligne augmentée de la troisiéme puis en
remplacant la troisiéme ligne par cette ligne diminuée du double de la premiére, on obtient

1 2 2
detM =| 0 3 —1|=1(-18-3)=—21+0,
0 -3 —6

si on applique la premiére loi des mineurs a la premiére colonne. Puisque le déterminant de M n’est
pas nul, la matrice inverse de M existe.

Si M est la matrice des cofacteurs des éléments de M, on a

-5 -2 —6 . 1 (5 -6 2
M= 6 —6 3 et dés lors M*lszM:ﬁ 2 6 5
—92 -5 § et 6 —3 —6

2. La matrice M suivante est-elle diagonalisable ? Pourquoi ? Si elle I’est, en déterminer
une forme diagonale, ainsi qu’une matrice inversible qui y conduit.

2 -3 2
0 -1 2
2 0 2

Solution. Si I est la matrice identité de dimension 3 alors les valeurs propres de M sont les
solutions de I’équation caractéristique det(M — AI) = 0. On a

2\ -3 2
det(M —A)=| 0 —1-Xx 2 [=(@2-2)
2 0 2-2A

—-1-A 2

0 2—-A

-3 2
ol

si on applique la premiére loi des mineurs & la premiére colonne. Ainsi,
det(M —A) = (2=XN?(=1 =X +4(=3+14+XN)=A=2)(-2A2+214+6)=(A—2)(A=3)(-1—2)

et les valeurs propres de M sont —2, 2 et 3. Comme ce sont des valeurs propres simples, la matrice
est diagonalisable.

Les vecteurs propres relatifs & la valeur propre —2 sont les vecteurs non nuls X tels que

4 -3 2 T 0 dr — 3y +2z=0 =2y
M+2HX =00 1 2 y |=10]<< y+22=0 { :_22
2 0 4 z 0 z+22=0 v=
-2
Dés lors, les vecteurs propres relatifs & la valeur propre —2 sont les vecteurs ¢ | —2 |, c € Cy.
1
Les vecteurs propres relatifs & la valeur propre 2 sont les vecteurs non nuls X tels que
0 -3 2 x 0 B =0
(M-2DX=0s| 0 -3 2 y | =10 @{25"”_4522_0 @{ 22
2 0 0 2 0 - vy=-3
0
Dés lors, les vecteurs propres relatifs & la valeur propre 2 sont les vecteurs ¢ | 2 |, ¢ € Cy.
3



Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 3 sont les vecteurs non nuls X tels que

-1 -3 2 T 0 —r—3y+22=0 —
M-3)X=0« 0o —4 2 y |=10 | —4y+22=0 @{2:2
2 0 -1 P 0 2 — 2 =0 -
1
Dés lors, les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 3 sont les vecteurs ¢ | 1 |, ¢ € Cy.
2

Ainsi, par exemple, la matrice inversible

-2 0 1 -2 0 0
S=1 -2 2 1 est telle que S™IMS = 0 2 0
1 3 2 0 0 3



Test 2 du 29-03-2012

-2 1 1
1. Calculer, si elle existe, la matrice inverse de M = 1 2 -1
3 1 2

Solution. En remplacant la premiére colonne par cette colonne & laquelle on ajoute le double de
la troisiéme et la deuxiéme colonne par cette colonne diminuée de la troisiéme, on obtient

0 0 1
detM =| -1 3 -1 |=1-21=-20+#0,
7T -1 2

si on applique la premiére loi des mineurs & la premiére ligne. Puisque le déterminant de M n’est
pas nul, la matrice inverse de M existe.

Si M est la matrice des cofacteurs des éléments de M, on a

5 -5 -5 L[5 13
M=| -1 -7 5 et dés lors M= M= _— 701
3 -1 -5 det M 20\ 5 55

. La matrice M suivante est-elle diagonalisable ? Pourquoi ? Si elle I’est, en déterminer
une forme diagonale, ainsi qu’une matrice inversible qui y conduit.

-2 0 =2
-4 -6 0
3 3 1

Solution. Si I est la matrice identité de dimension 3 alors les valeurs propres de M sont les
solutions de I’équation caractéristique det(M — AI) = 0. On a

—2-X 0 —2
det(M —A)=| -4 —6-X 0 |=(-2-2))
3 3 1-A

—6—A 0

3 1-A 3 3

‘ B 2‘ -4 —6-X ‘
si on applique la premiére loi des mineurs a la premiére ligne. Ainsi,
det(M —AI) = (=2 =A)(=6 = A\)(1 =) —=6(=4+6+X) = (A +2)(=A2 =5)) = (A +2)(A+5)(=N)

et les valeurs propres de M sont —5, —2 et 0. Comme ce sont des valeurs propres simples, la matrice
est diagonalisable.

Les vecteurs propres relatifs & la valeur propre —5 sont les vecteurs non nuls X tels que

3 0 -2 T 0 3z —2z=0 y = —4x
M+5NX =0 -4 -1 0 y |=10]|&eq 4r—y=0 (:){ 3
3 3 6 z 0 3z +3y+62=0 Ty
2
Dés lors, les vecteurs propres relatifs a la valeur propre —5 sont les vecteurs ¢ | —8 |, ¢ € Cy.
3
Les vecteurs propres relatifs & la valeur propre —2 sont les vecteurs non nuls X tels que
0o 0 -2 x 0 —2z=0 v
M+2DH)X =0 4 -4 0 y | =10 ] —4dox—4y=0 @{Z:Oy
3 3 3 z 0 3x+3y+32=0 o
-1
Dés lors, les vecteurs propres relatifs & la valeur propre —2 sont les vecteurs c 1 , ¢ € Cy.
0



Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0 sont les vecteurs non nuls X tels que

-2 0 =2 T 0 —2r—-2z=0 =2z
MX=0&| -4 -6 0 y |=|0]|e{ —4z-6y=0 @{y— 3
3 3 1 z 0 3z+3y+2=0 Z=-x
-3
Dés lors, les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0 sont les vecteurs ¢ 2 , c € Cy.
3
Ainsi, par exemple, la matrice inversible
2 -1 -3 -5 0 O
S = -8 1 2 est telle que S™IMS = 0 -2 0
3 0 3 0o 0 O



