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REPETITION 1 : COMPLEMENTS

I. Représentation d’ensembles‘

1. Dans un repére orthonormé du plan, représenter, en le hachurant, I’ensemble
dont une description analytique est la suivante
:0 <y <inf{z,V1—2?}}

tx >0, 0<y<az?}

a) A= {(z,y) € R?
b) B = {(z,y) € R?
c) C={(z,y) €R?

Y\

rx >y, y€[0,1]}

Les points des bords sont compris dans les ensembles.

2. Décrire analytiquement les ensembles hachurés suivants, les points des bords
étant compris dans I’ensemble, en donnant d’abord
a) ’ensemble de variation des abscisses
b) I’ensemble de variation des ordonnées.

Les descriptions analytiques sont les suivantes
A={(z,y) eR?: 2 €[-4,0], y € [—%x -3, 7 +1]}
- {(:C,y) € R2 HEIS [_370]7 T € [_%y - 470]} U {(xay) € R2

B={(z,y) €R%:yc[0,+o0], z €[y, 2}
={(z,y) eR? : 2 €] —00,0], y € [z, +oo[JU{(z,y) € R? : x € [0, +o0|, y € [27, +o0o[}

C={(z,y) eR?:yc[-1,2], z € y?y+2]}
={(z,y) eR?: 2 €[0,1], y € [V, V2| U{(2,y) e R*: 2 € [1,4], y € [z — 2,/z]}.

YRS [07 1]7 S [4(y - 1), 0]}



3. En utilisant les coordonnées polaires, décrire analytiquement les ensembles ha-
churés suivants, les points des bords étant compris dans I’ensemble.

Yy=—x \Y vY

Les descriptions analytiques sont les suivantes

A= {(r,@):re 1,3], 0 ¢ [?’Iw” ot B= {(r,e):re]o,z], 0c [w,ﬁ}u{(o,m}.

‘ II. Dérivation ‘

1. En appliquant la définition, montrer que la fonction est dérivable en z( et
donner la valeur de sa dérivée en ce point si
a) frx— |22 —4] et zp=1
b) g:z— VaZ—1et =2
Ces deux fonctions sont dérivables en xg ; la dérivée de f en 1 vaut —2 et celle de g en 2

2v3
==,

vaut

2. a) On donne la fonction f dérivable sur | — 1,1[. Quel est le domaine de
dérivabilité de la fonction F' définie par F(x) = f(In(2x)) ainsi que l’expres-
sion de sa dérivée en fonction de celle de f 7

1

Le domaine de dérivabilité de F est ] 20 g [ et sa dérivée vaut DF(z) = 1(Df)(In(2z)).
e

b) Méme question pour g dérivable sur |0, 5[ avec G(z) = g(arcsin(2z + 1)).

1
Le domaine de dérivabilité de G est ] et 0[ et sa dérivée vaut

DG(x) = _;_aU(Dg)(arcsin(Qx +1)).

IIL. Cacul intégral |

1. a) Si a est un parameétre réel fixé dans ]0, 1], la fonction f; : z +— a®sin(az) est-elle

intégrable sur [0, 5] 7 Si oui, que vaut son intégrale ?

La fonction est continue sur le fermé borné [0, 5] ; elle y est donc intégrable et son intégrale

vaut a (1 — cos (“7“))

2
a e’ *

b) Si a > 0 est un réel fixé, la fonction fy : = — P

est-elle intégrable sur
[0,a%] ? Si oui, que vaut son intégrale ?
La fonction est continue sur le fermé borné [0, a?] ; elle y est donc intégrable et son intégrale



vaut aln2 . e=%.

c) Si a > 0 est un réel fixé, la fonction f3 : z — % est-elle intégrable sur
[a, +00[ ? Si oui, que vaut son intégrale ?
La fonction est continue sur|a, +00] et, par application de la définition ou du critére en 6,

ma

elle est intégrable en +oo donc sur [a, +0oo[. Son intégrale vaut o
a

. Si elles existent, déterminer la valeur des intégrales suivantes

1 —+o00 1
1 d b — d
a)/o n(z) dx )A i

Ces deux fonctions sont intégrables. La premiere intégrale vaut —1 et la deuxieme iln 3.

. On considére l’ensemble {(r,y) € R? : 2 < y < 2z, y > 2°}. Donner une
représentation graphique de cet ensemble en le hachurant et calculer 1’aire
de cette région du plan.

L’aire de la région hachurée vaut 6




REPETITION 2 : FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES (1)

‘I. Définitions et représentations graphiques‘

1. Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-
dessous et le représenter.

f(z,y) =In <yg—x2+1

) , 9(zyy) =+1— 22 —y|, h(z,y)=arcos(zy).

S’il appartient au domaine de définition, donner I’image de (1/2,—1) par f, de
(1,2) par g et de (2,1) par h. Dans un repére orthonormé de ’espace représenter
ces points et leur image éventuelle.

Les domaines de définition sont les suivants :
e dom(f) = {(x,y) € R? : y4—2 — 2% +1 > 0}; sa représentation graphique est la région

hachurée, les points de I’hyperbole étant exclus de I’ensemble.

e dom(g) = {(z,y) € R?: —1 < 2z — y < 1}; sa représentation graphique est la région

hachurée, les points des droites sont compris dans I’ensemble.

e dom(h) = {(x,y) € R? : —1 < a2y < 1} ; sa représentation graphique est la région ha-

churée, les points des hyperboles sont compris dans ’ensemble.

Ona f(1/2,-1) =0, g(1,2) =1 et 'image de (2,1) par h n’est pas définie.

+Y Y jy=2x+1 .
S S / )
S S / Yy =2x—1 e
L 1 /— L1\ dom(h)
L A \
+—— | dom(f) /L / dom(g) _ N
\‘77\( L/ '/ _
2 11771\ 2 }( _1 ‘// 1 X 2 - 1 1 2 j}(
) 7 7
/ — -1 <
’ - \ T
/ \ FH
A
1
» (1,2,1)
—1
1 2 Y
(1/27_170) 1/2
x”1

2. Dans chacun des cas suivants, représenter les courbes de niveau d’équation

f(z,y) = c si
a

)

) flx,y) =4x —yet c=-2, 4
b) flz,y) =2° —y* et c=—1, 0, 1
f(x,y):x2—yetc:—2, 1



3. On se place dans ’espace muni d’un repére orthonormé ; on appelle X,V Z les
trois axes de celui-ci. Représenter la trace de la surface d’équation cartésienne
22 +y? — 422 = 1 dans le plan d’équation z = 0 puis dans celui d’équation = = 0.
Comment appelle-t-on chacune de ces courbes? Quelle est la nature de cette
quadrique ?

La trace dans le plan d’équation z = 0 est le cercle centré a l’origine du repere et de rayon
1; celle dans le plan d’équation x = 0 est une hyperbole (cf. graphique).
Cette quadrique est un hyperboloide & une nappe.

o Z

4. Esquisser les représentations graphiques des surfaces quadriques dont les équations

cartésiennes sont

b)z? 4+ y* = 4.

e
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II. Dérivation et gradient‘

1. En appliquant la définition des dérivées, montrer que la fonction f donnée
explicitement par f(z,y) = 322 4+ 2y, (z,y) € R? est dérivable par rapport a sa
premiére variable au point (—1,2) et donner la valeur de cette dérivée partielle
en ce point.

La fonction f est dérivable par rapport a sa premiére variable au point (—1,2) et sa dérivée
partielle en ce point vaut —4.

2. On donne les fonctions f, g et h par
flz,y) =In(z®> —4+vy), glz,y) =cos(z’y® +4y) et h(z,y) =2’ e v,

a) Déterminer leur domaine de définition, de dérivabilité et les représenter
dans un repeére orthonormé.
b) Déterminer les dérivées partielles de ces fonctions.

v Y
/*\\\
/ of \\ Pour la fonction f, les 2 domaines sont
7 \ égaux & {(v,y) € R? : 22 +y—4 > 0}.
of La représentation graphique de cet en-
\ semble est la région hachurée, les points
i de la parabole étant exclus de I’ensemble.
’f" Les dérivées partielles sont données par
/ \‘
12 Y 1 2 ™ 2z
/ \\ X D €T = ——
\ «f(2,9) pEa—
\ et
DSy = g
! WY =y

Pour la fonction g, les 2 domaines sont égaux & R? : ce sont tous les points du plan.
Les dérivées partielles sont données par

Dyg(x,y) = —2ay’sin(a®y® +4y) et Dyg(x,y) = —(22°y + 4)sin(z’y* + 4y).

Pour la fonction A, les 2 domaines sont égaux & R?\ {(z,y) : y = 0} = R xRy : ce sont tous
les points du plan sauf ceux de I'axe des abscisses. Les dérivées partielles sont données par

:[]2 x :[]3 x
D h(z,y) = <2x - > e v et Dyh(x,y) = —e v.
Y

3. On donne la fonction f par f(z,y) = In(y/2? + 4y?).
a) Déterminer son domaine de définition et d’infinie dérivabilité.

b) Dans le domaine d’infinie dérivabilité, calculer D2 f + Dg f-

3(x? — 4y?)

Les 2 domaines sont égaux & R?\ {(0,0)} et on a D2f(x,y) + sz(x,y) = [CEEwEs
€z Y



4. a) Déterminer le gradient de la fonction f donnée par f(z1, xo, z3) = 22 z2sin(3x3).
b) Méme question pour la fonction g donnée par g(z,y,z) = 22y Vz,

a) La fonction f est dérivable sur R? et son gradient est le vecteur de composantes
(2x129 sin(3x3), o2 sin(3x3), 32329 cos(3x3)).

b) La fonction g est dérivable sur {(x,y,z) € R3: z > 0} et son gradient est le vecteur de
composantes

3,2
<(2x + x2y2\/5)exy2\/g, 223y\/z eny\/g, —;\yf exyZ‘/E) )
z

5. On donne les fonctions f et g respectivement par

f(z,y) = arcsin (%) g(z,y) = exp(vVx+y%+1).

a) Déterminer le domaine de définition A et d’infinie dérivabilité B de ces fonc-
tions. Représenter ces domaines.

b) Déterminer ’expression explicite de |z|D,f(x,y) + |y|Dyf(z,v).

c) Déterminer ’expression explicite de F'(t) = f %, t), le domaine de dérivabilité
de cette fonction et I’expression explicite de sa dérivée.

d) Déterminer I’expression explicite de G(t) = g(sin’t,cost), le domaine de
dérivabilité de cette fonction et ’expression explicite de sa dérivée.

a)Pour fona A={(z,y) eR?: -1 <L <1, z#0}et B={(z,y) eR?: -1 < ¥ <1}
Pour g,ona A= {(z,y) eR*:x+4y*+1>0} et B={(z,y) eRZ:z+y*+1>0}.
Voici les représentations graphiques de ces ensembles (parties hachurées) :

1Y
y=—z Y y==x - i
~ \\\ i
]. 1 \\\
-4 -3 -2 //Jl 1 Z'X,
1 X =
Les points des droites sont compris Les points de la parabole sont compris
dans A, sauf l'origine du repeére. dans I’ensemble A mais non dans B.
Les points des droites sont exclus de
B.
b) On a
0 si xzy>0
22 — ¢



c) L’expression explicite de F(t) = f (7,t) est donnée par F(t) = arcsin(t?) ; son domaine
de dérivabilité est | — 1,1[! et sa dérivée est

2t

DF(1) = .

d) L’expression explicite de G(t) = g(sin?t,cost) est donnée par G(t) = exp(v/2); son
domaine de dérivabilité est R et sa dérivée est DG(t) = 0.

1. Si on considere F' comme fonction composée et non par son expression explicite, son domaine de dérivabilité

est | —1,1[\{0}.



REPETITION 3 : FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES (2)

‘I. Dérivation des fonctions composées‘

1. a) On donne f, contintiment dérivable sur | — 2,4[x]| — 5,5[. On demande le do-
maine de dérivabilité de la fonction F' définie par F(z,y) = f(z + 2y,2z — 5y),
sa représentation graphique ainsi que ’expression de ses dérivées partielles en
fonction de celles de f.

Les dérivées partielles sont

Le domaine de dérivabilité de F est ’ensemble
{(z,y) eR?: -2 < 2+2y < 4, —5 < 225y < 5}.
Sa représentation graphique est la partie du plan
hachurée, les points des droites étant exclus de ’en-
semble.

(D F)(x,y) = (Dyuf)(x + 2y, 22 — 5y).1 + (Dyf)(z + 2y, 2z — 5y).2

(DyF)(x,y) = (Duf)(z + 2y,2z — 5y).2 + (Dy f)(z + 2y, 22 — 5y).(=5)

ou u et v sont respectivement les premiere et deuxieme variables de f.

b) Méme question pour g, continiiment dérivable sur |0, 1[x]In §, +oo[ et G(z,y) =
glexp(x), In(arcos(y))).

y=1/2

VY

+1

y=-1

Les dérivées partielles sont

-1

Le domaine de dérivabilité de G est ’ensemble
{(z,y) € R? : = < 0, y € ] —1,1/2[}. Sa
représentation graphique est la partie du plan ha-
churée, les points des bords étant exclus de l'en-
semble.

(D2G)(x,y) = (Dug)(exp(x), In(arcos(y))). exp(x)

(DyG)(x,y) = (Dyg)(exp(z),In(arcos(y))). ( ! >

arcos(y) /1 — y?

ou u et v sont respectivement les premiere et deuxieme variables de g.

2. On donne la fonction g continiiment dérivable sur | — Z, Z[x]0, +-00[x]0, X[,
a) Déterminer le domaine de dérivabilité de f : t — f(t) = g(arcsin(2t), ==, t>+1).

Vi+1’

b) Calculer la dérivée de f en fonction des dérivées partielles de g.

10



c) Si elle est définie, que vaut cette dérivée en 1/37

d) Mémes questions si g est contintiment dérivable sur | — &, T[x]1, +00[x]0, 3[.
a) Le domaine de dérivabilité de f est A=]—1 %[

b) La dérivée de f est donnée par

Df(t) = (Dug) <arcsin(2t), \/%,tQ + 1) '\/1374t2+(Dvg) (arcsin(Qt), J%,tQ + 1) 2(;_11_1)3

+(Dywyg) (arcsin(Qt), 2+ 1) 2t

1
Vi+1
ol u, v et w sont respectivement les premiere, deuxieme et troisieme variables de g.

c¢) La fonction f n’est pas dérivable en 1/3.
d) Le domaine de dérivabilité de f est A =]—1 0[; les réponses b) et ¢) ne changent pas.

3. Soit F(t) = f(x(t),y(t)) avec z(3) = 2, y(3) =7, (Dz)(3) =5, (Dy)(3) = —4, (Do f)(2,7) =
6 et (Dyf)(2,7) = —8. En supposant satisfaites les hypothéses du théoreme de
dérivation des fonctions composées en 3, que vaut (DF)(3) ?

On a (DF)(3) = (D2f)(2,7).(Dyx)(3) + (Dyf)(2,7).(Dry)(3) = 62.

4. Soit F(s,t) = f(u(s,t),v(s,t)). En supposant satisfaites les hypothéses du théoréme
de dérivation des fonctions composées en (1,0) si

w(1,0)=2 (Dwu)(1,0) =2 (Dw)(1,0) =6
v(1,0) =3 (Dyw)(1,0)=5 (Dyw)(1,0) =4

et (D,f)(2,3) = —1 et (D,f)(2,3) =10, calculer (D,F)(1,0) et (D.F)(1,0).

On a (DyF)(1,0) = (Dyf)(2,3).(Dsu)(1,0) + (Dyf)(2,3).(Dsv)(1,0) =52 et
(DeF)(1,0) = (Duf)(2,3).(Deu)(1,0) + (Do f)(2,3).(Dv)(1,0) = 34

‘II. Permutation de ’ordre d’intégration‘

1. Si la fonction est intégrable sur ’ensemble considéré, permuter les intégrales
et représenter ’ensemble d’intégration dans les cas suivants

o f ([ ren ) a 0 [ ( / " e dw) .

a) Si on permute l'ordre d’intégration, 'intégrale s’écrit

/ ;l (f Y w)ar+ [ 11 (f e w)dar+ [ 3 (f e ) de

et ’ensemble d’intégration est la partie hachurée du plan ci-dessous.

11
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b) Si on permute l'ordre d’intégration, l'intégrale s’écrit

/03 (/Ox flz,y) dy)dw—k/;ﬁ </O\/W f(z,y) dy) dx

et I’ensemble d’intégration est la partie hachurée du plan ci-dessous.

-1

Yo s
/ y:3
21 g \
\
L \\
|
4ﬂ L
1 2 3 4 X

2. On considére une fonction f intégrable sur I’ensemble hachuré fermé borné A
ci-dessous. Ecrire, dans un ordre et dans I’autre, ’intégrale

Y

//A f(z,y)dx dy. .

L’intégrale sur cet ensemble s’écrit

/13 </Ox [z, y) dy)dar:/o1 </13 flz,y) dx)dy+/13</yg flz,y) dw)dy‘

‘III. Intégration sur des ensembles fermés bornés‘

1. Dans le plan, on considére I’ensemble borné fermé A délimité par le graphique
de la droite d’équation cartésienne = +y = 0 et celui de la fonction z — —z2.

a) Représenter A dans un repére orthonormé et en donner une expression ana-
lytique.

12



b) Calculer, si elle existe, ’intégrale de f sur A si f: (z,y) — f(z,y) = x cos(y).

VY

\ 10F
\05’ L’expression analytique de A est A =

‘ ‘ {(z,y) eR*: 2 €[0,1], y € [z, —27]}

/705* X Oou encore
\ A = {(z,y) € R?
VA [~y v=4l}.

// o \\ Yy=-x La fonction f est intgrable sur A et son
, ok \ 2 intégrale vaut sin1 — 1(cos 1+ 1).

cy € [-1,0], z €

2. Si elle existe, calculer 1’intégrale de
a) flx,y) =4+ 22 sur A= {(z,y) €R?: 2 €[-2,2], y € [l +22,9— 2%}
b) f(z,y) = cos(y?) sur A = {(z,y) €R? :x € [-1,0], y € [-,1]}
c) f(z,y) =2z +ysur A= {(z,y) € R?: 0 <y < inf{—x,V1 - 22}}

512
a) La fonction f est intégrable sur A et son intégrale vaut 5

1
b) La fonction f est intégrable sur A et son intégrale vaut 3 sin 1.

V2

1
c) La fonction f est intégrable sur A et son intégrale vaut 37 9

3. Si elle existe, déterminer la valeur de 1’intégrale sur ’ensemble A borné fermé
hachuré ci-dessous dans les cas suivants

a) [ [,e* Y dxdy b) [ [, xy dxdy c // Y drd
ty ) A V1+ a2 Y

Y

e gl

/x -
- T 5 6
r=4 X

1 2
a) La fonction f est intégrable sur A et son intégrale vaut < — 1) .

(b

3
b) La fonction f est intégrable sur A et son intégrale vaut 3

1
c) La fonction f est intégrable sur A et son intégrale vaut 5(\/ 17-1).

13



REPETITION 4 : FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES (3)

I. Volume d’un corps
| |

Calculer le volume des corps de ’espace décrits ci-dessous. Donner aussi une représentation
graphique de ces corps.

2 et les plans

1. Corps borné par la surface d’équation cartésienne z = 1 — «
d’équation z =0, y=—1 et y = 2.

2. Corps borné par les plans de coordonnées et la surface d’équation 2z +3y+2z =6
Le volume du premier corps vaut 4 (unités de volume) et celui du deuxiéme vaut 6.

Les représentations graphiques sont les suivantes :

‘II. Intégration sur des ensembles non fermés bornés‘

1. Si elles ont un sens, calculer les intégrales suivantes et représenter I’ensemble
d’intégration.

La fonction est intégrable sur A et
son intégrale vaut 1. L’ensemble
d’intégration est ’ensemble hachuré
ci-contre.

14



La  fonction est intégrable  sur 1 y=1
{(z,y) € R? 1 2 € [0, 400, y €] — 00, 1]} , .
et son intégrale vaut —. L’ensemble 1 X

d’intégration est l’ensemble hachuré
ci-contre.

c) // eV dudy avec A= {(z,y) eR?:0< 2 <y}
A
1 Y
La fonction est intégrable sur A et y=ux

1
son intégrale vaut —. L’ensemble

d’intégration est I’ensemble hachuré ‘
ci-contre. 1 X

d)// 23 e dedy  avec A={(z,y) €ER?:2 >0, 1 <y}
A

\ Y
La fonction est intégrable sur A et 4|
son intégrale vaut 1. L’ensemble 3l \
d’intégration est ’ensemble hachuré |
ci-contre. 27 |
l,
0 ‘ ‘ ) : xy =1

2. Déterminer si les intégrales suivantes existent ; si oui, les calculer. Représenter
géométriquement I’ensemble d’intégration dans chaque cas.

+00 y? —y? 1 400 1 22 1
a)/ / ye 5 dz | dy, b)/ < % dy> dz, c)/ / dy | dx
0 0o z+Yy 0 x Tty 0 o T+Y

a) La fonction est intégrable sur
{(x,y) € R? : y €]0,400], = € [0,4°]}

et son intégrale vaut iln 2. L’ensemble oL

Y
3,,

d’intégration est 1l’ensemble hachuré —
ci-contre.

15



3. On considére l’intégrale double suivante

[ /Om (/O cos(y — e~ dy> da

b) La fonction est intégrable sur
{(z,y) € R? : x €]0,1], y € [z,+oo[}
et son intégrale vaut —. L’ensemble
d’intégration est l’ensemble hachuré
ci-contre.

c) La fonction est intégrable sur
{(z,y) e R* 1 2 €]0,1], y € [0,2%]}
et son intégrale vaut 2In2 —1. L’en-
semble d’intégration est ’ensemble
hachuré ci-contre.

Y

a) Permuter ’ordre d’intégration et représenter I’ensemble d’intégration dans

un repére orthonormé.

b) Si elle existe, déterminer la valeur de cette succession d’intégrales dans un

ordre et dans ’autre.

¢) Trouve-t-on la méme valeur quel que soit ’ordre d’intégration ? Justifier.

a) L’ensemble d’intégration A est donné par

A={(z,y) eR*:z€[0,+o0, y € [0,2]} = {(z,y) eR? : y € [0, +o0[, z € [y, +o0[}

et est représenté par I’ensemble hachuré ci -contre.

En permutant 'ordre d’intégration, on a

400 +oo
I= / </ cos(y —x)e dx) dy.
0 Y

b) La fonction est intégrable sur A et, dans un ordre

ou dans l'autre, son intégrale vaut 1/2.

¢) On trouve la méme valeur car la fonction est inté-

grable sur A.

‘III. Intégration par changement de variables polaires

1.

Si elle existe, calculer

a) / / vVz2+y2drdy ou A est ensemble hachuré ci-dessous.
A

b) / / xy drdy ou B est ’ensemble hachuré ci-dessous.
B

16
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C)//C(2m+y) drdy ou C={(z,y) € R?:0<y<inf{—2,V1—22}}.

.
-2 -1 1 2
X

47 1 1
Les 3 fonctions sont intégrables et les intégrales valent respectivement 5 —Het 3~ 5\/5 .

. Soit A une partie du plan (bornée et fermée). Le centre de masse de A (considéré
homogeéne) est défini comme le point de coordonnées (z4,y4) ou

xA:s_l//:vdazdy, yA:s_l//ydxdy
A A

et ou s est ’aire de la surface A.
Déterminer la position du centre de masse d’une plaque homogéne dont la
forme est un tiers de cercle de rayon R (R réel strictement positif).

La position du centre de masse est donnée par le point de coordonnées ( 5r ' D
T2

. Déterminer le volume du corps borné par la surface d’équation cartésienne
z=9— 122 —y? et par le plan d’équation z = 0.

81
Le volume du corps est TW (unités de volume).
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REPETITION 5 : CALCUL MATRICIEL (1)

I. Opérations entre matrices ‘

1. Soient les matrices A, B, C données par

- 2 i 2 0 5 1
A= 1+i =1 ., B=|1 4 |, C_<_2, iyl).
3 (2-1i) i -2 b2

Si possible, effectuer les opérations suivantes (et simplifier la réponse au maxi-
mum). Si cela ne ’est pas, en expliquer la raison.

1) A+ B, 2) A+ B, 3) A.B, 4) A.B+C, 5) B.A, 6) C.A, 7) A*.C, 8) i.C, 9) (i.A)*.

1) A+ B est impossible a calculer car les matrices n’ont pas le méme format.

~ (4 240 -2 [ 84i  4+10i
2)A+B_<z’ 3 1—4@) 3)A'B_<3+5z‘ —10+8i>
1144 19 4 2421 —617
4) A.B+C = o 5Y)BA=| 244i —3+i 12—-19i
33 = 0  1+i -3+8i

6) CA est impossible a calculer car le nombre de colonnes (2) de C n’est pas égal au nombre
de lignes (3) de A.

4 5 3i L
A C=| 3-i -Z 8)iC={ , 1
-
8431 ;‘ L
—2i -1
9) A = —1—1 )
3 4—3i
1 00
2. Soit A une matrice carrée de dimension 3 telle que 4;; =1, Vi,j et B = 010
000
Calculer C = AB — BA et en déduire la forme de C + C.
00 —1 N
OnaC=| 0 0 —1 | et C'+ C est la matrice nulle de dimension 3.
1 1 0

2

3. On donne la matrice A = < 3

_01 > Montrer que A% — 24 431 = 0.

4. Déterminer la forme générale des matrices qui commutent avec A = < (2) (1) )

L, . . b
La forme générale des matrices qui commutent avec A est du type < 2ab a ) (a,b € C).

18



II. Déterminants

1. Calculer le plus rapidement possible le déterminant de chacune des matrices

suivantes.
-3 1 6 1 3
1 o o 1
A:3<2—1Z ?Z>’ BZ((z’Jrll)2 522> c=1 623 T A
3 1 -6 -3 1

Le déterminant de A vaut %(8 — 1), celui de B vaut 1, celui de C vaut 90 et celui de D
7
vaut —3.
2. Le déterminant de chacune des matrices suivantes est un polynéme en = € C.
Factoriser ce polynéme en un produit de facteurs du premier degré.

. €T 0 3
A:(lx;; 2\/3 ),B:(_Zx xfﬁ),cz(f;‘l).z}: 0 241 =z
-t 1 0 z-2

2 2
(z + 1)2, celui de C vaut (x + 2i)(z — 24) et celui de D (z + 1)%(z — 3).

Le déterminant de A est égal & (w

1 -1
_ m) (m _ m) ; celui de B est égal a

‘III. Inversion de matrices ‘

Calculer (si elle existe) la matrice inverse de chacune des matrices suivantes (on
donne a € R).

e L’inverse de A est ( _12 _01 )

e La matrice B ne possede pas d’inverse car son déterminant est nul.
e La matrice C' est égale a son inverse.

-1 -1 -1

1 i 1

i 1 1

e L’inverse de D est %
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REPETITION 6 : CALCUL MATRICIEL (2)

I. Diagonalisation ‘

1. Déterminer les valeurs propres des matrices suivantes et en donner la multi-

plicité.
o 2 1 10 1 3 0
AZ(@' i)’ B=|03 5 |, C=|3 -2 -1
0 0 2 0 -1 1

Les valeurs propres de la matrice A sont —1 44 et 1 + 4 ; ces valeurs propres sont simples
(de multiplicité 1).

Les valeurs propres de la matrice B sont 2 (valeur propre double) et 3 (valeur propre
simple).

Les valeurs propres de la matrice C' sont —4, 1 et 3; ces valeurs propres sont simples.

2. Rechercher les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices suivantes.
Ces matrices sont-elles diagonalisables ? Pourquoi 7 Si elles le sont, en déterminer
une forme diagonale, ainsi qu’une matrice inversible qui y conduit.

5 3 -10 0 ~10 0
A:<41), B=| 11 0 |, c=( 1 1 o0
2 0 -1 0 0 -1

e Matrice A : 2 valeurs propres simples : —2 et 5; la matrice est donc diagonalisable.

N 3
Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre —2 sont du type ¢ < 4 > , ¢ € Cp et ceux
N 1
relatifs & la valeur propre 5 sont du type ¢ ( 1 > , € Cy.

On a, par exemple, ST1AS = ( _02 (5) ) avec S = ( _34 1 > si on note A la matrice

donnée.

e Matrice B : 2 valeurs propres, 'une simple 1 et ’autre double —1.
0
Les vecteurs propres relatifs & la valeur propre double —1 sont du typec| 0 |, c € Cy.
1
Comme cette valeur propre n’engendre pas 2 vecteurs propres linéairement indépendants,
la matrice n’est pas diagonalisable.

0
Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre simple 1 sont du type ¢ [ 1 |, ¢ € Co.
0
e Matrice C' : 2 valeurs propres, I'une simple 1 et 'autre double —1.
-2
Les vecteurs propres relatifs & la valeur propre double —1 sont du type ¢; 1 +
0
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0

ca| 0 |, c1,c0 € C non simultanément nuls. Cette matrice est donc diagonalisable car
1
elle possede 3 vecteurs propres linéairement indépendants.
0
Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre simple 1 sont du typec| 1 |, ¢ € Cy.
0
-1 0 0 -2 0 0
On a, par exemple, ST1AS = 0 —1 0 | avec S = 1 0 1 | sionnote A la
0 0 1 0 1 0

matrice donnée.

3. Une matrice carrée A de dimension 2 posséde les deux valeurs propres 1 et -1,

N .2 . 2
auxquelles peuvent étre associés respectivement les vecteurs propres ( 9 ) et
1
1) Que vaut A?

La matrice A est égale a < ? (1) >

1. L’institut météorologique a fait les observations suivantes :
— on n’a jamais vu deux jours ensoleillés consécutifs,
— g’il fait beau un jour donné, on a une chance égale d’avoir de la pluie ou de
la neige le lendemain,
— g’il pleut ou s’il neige, on a une chance sur deux que le temps se maintienne
le jour suivant et une chance sur quatre qu’il fasse beau le lendemain.
Sachant cela,

(a) Représenter la matrice de transition de ce systéme.

(b) Sachant qu’il fait beau aujourd’hui, quel pourcentage de chance a-t-on
qu’il fasse beau dans deux jours ?

(¢) A long terme, quelle sera ’évolution du climat ?

(a) Si on note Ny, Py et Sy respectivement un jour de neige, un jour de pluie et un jour
de soleil au départ et Ny, Py et S1 la météo correspondante le jour suivant, on a

11 1
N 2 4 2 No
_ 11 1
Py = 4 2 2 Py
S 11 So
4 4

et la matrice de dimension 3 est la matrice de transition du systeme.

(b) Sachant qu'il fait beau aujourd’hui, on a 25 % de chance qu’il fasse beau dans 2 jours.
0,4

(c) Le vecteur de probabilité de valeur propre 1 est égal a | 0,4 |. A long terme, on 4
0,2

chances sur 10 qu’il neige ou qu’il pleuve et 2 chances sur 10 qu’il fasse ensoleillé.
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2. Le directeur d’une firme travaille selon les modalités suivantes : au départ,

tous les nouveaux engagés sont considérés comme “débutants” et sont soumis

a une évaluation tous les 6 mois. Les statistiques indiquent qu’aprés chaque

évaluation semi-annuelle,

~ 40 % “des débutants” sont nommés “intermédiaires”, les autres restant
“débutants”,

— 30 % des “intermédiaires” sont promus “agents qualifiés” et ne sont plus
évalués, les autres restent classés “intermédiaires”.

(a) Quelle est la probabilité qu’un agent “débutant” soit promu “agent qua-
lifié” aprés deux évaluations ?

(b) Quelle sera la répartition des employés a long terme si la politique du
directeur ne change pas?

(a) La probabilité qu'un agent “débutant” soit promu “agent qualifié” apres deux évaluations
est de 3/25.

(b) Si la politique du directeur ne change pas, a long terme, tous les employés deviennent
des “agents qualifiés”.

3. En algebre linéaire (ou géométrie analytique), une rotation du plan (d’angle
0) est représentée par une matrice du type

cosf) —sind
Me_(sinﬁ cos 6 >

ol 6 est un réel (et représente la mesure de I’angle de la rotation).
— Pour tout 6, déterminer la matrice produit M02 et en simplifier les éléments
au maximum.

On a
[ cos(20) —sin(20)
Mj = < sin(26)  cos(26) )

— Montrer que quels que soient 0, ¢, les matrices My et My commutent. Qu’est-

ce que cela signifie en termes de rotations 7
On a

AN ’
MyMy = My My — < cos(0+6) —sin(6+6") >

sin(0 +6)  cos(6 +6")

ce qui signifie que 'ordre dans lequel on effectue les rotations n’a pas d’importance.
— Montrer que quel que soit le réel 0, la matrice
cosf  sind
—sinf cosf
est aussi une matrice qui représente une rotation.
cosf sinf \ [ cos(—0) —sin(—0)
—sinf cosf )\ sin(—0) cos(—0) )°

C’est donc aussi une matrice de rotation mais la rotation s’effectue dans le sens inverse de
la rotation d’angle 6.

On a
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4. Vrai ou faux (Justifier)

(a)

Toute matrice carrée de dimension 3 commute avec

S O =
O = O
o O O

Faux : si on multiplie la matrice donnée notée A & gauche et a droite par une ma-
a b c

trice quelconque notée B dutype | d e f | dont les élements sont des complexes
g h 1

quelconques, on a, par exemple, que la troisieme ligne de AB est le vecteur nul alors

que la troisieme ligne de BA a pour premier élément g.

. a—b a*®—ab+ b
La matrice a2 — b2 JERNPE

Faux car le déterminant de cette matrice vaut 0 sia =bousi b= 0.

) (a,b € C) est inversible.

Si une matrice carrée A de dimension 2 est de déterminant nul, alors I’une
des colonnes de A est multiple de ’autre.
Vrai (cf. théorie)

Si deux lignes d’une matrice carrée A de dimension 3 sont identiques, alors
det A = 0.
Vrai (cf. théorie)

Si A est une matrice carrée de dimension 3, alors det(5A) = 5det A.
Faux : det(54) = 53 det A = 125det A

Si B est une matrice obtenue en multipliant la ligne 3 de A par 5, alors
det B = 5det A.
Vrai (cf. théorie)
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REPETITION 7 : APPROXIMATIONS POLYNOMIALES

‘Approximations polynomiales ‘

1. Dans chacun des cas suivants, déterminer ’approximation polynomiale a I’ordre
n en xo pour la fonction f;. Représenter fo ( —-ou f3 ou f— ) et ses approxi-

mations.

fi(x) =cosx 3, 29 =0,n=0,1,2,3

fo(x) =149, g =0,n=0,1,2

1
fa(x) = T 9g 0= 0,n=0,1,2 fa(x) = arctg x, g =0,n =0,1,2

— 2
f5(x) =cos?x, zg=0, n=0,1,2 fe(x) =sinz, g =1,n=0,1,2

Fonction | Ordre 0 | Ordre 1 Ordre 2
fi 1 1+ 3z 14+3z+42% z€R
9z 9z 8lz?
1 14+ — — = R
f2 + 5 + g 7€
fs 1 1+2z 142z 4422 z€R
Ja 0 x z, x€R
fs 1 1 1—22, z€R
. . : (= 1)?

f6 sin(1) | sin(1) + cos(1)(z — 1) | sin(1) + cos(1)(z — 1) — sm(l)T, reR

L’approximation & l'ordre 3 en 0 de fi est donnée par P(x) = 1+ 3z + 422 + 323, x € R.

Dans les graphiques suivants, notons P; ’approximation polynomiale & 1’ordre 1.

P P Yo o p
}E, f 2 \ 2 * ‘\ | "1 Y
|
| A
/ i « =P
| =
o // w“
/ i
4N [/ f 5
‘ P iy e ‘ ‘ Ll
\ 0 / C15 A0 “05 05 10 1.53(
[P _ Py
i \ 5 o5l
:’( | | I > \\‘/ P2
1 ;" 1 2 3 X f3 . b
—1l 1‘u3(

2. Déterminer ’approximation polynomiale a ’ordre 3 en 0 de la fonction cos et
en estimer le reste. Représenter la fonction et cette approximation dans le

méme repére orthonormé.
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L’approximation polynomiale & 1’ordre 3 en 0 est donnée par P(x) =1 — 2 reRetle

2
cos(u . . .
4(' )x4, x € R avec u strictement compris entre 0 et x. Des lors, on

reste vaut R3(x) =

4
o |Ry(a)| < o
Y

-2 -1 1 \ 2 X
/ —o5[ \

A cos
/ -10f P 3\\\

3. Perdu dans le désert, en panne de gps et de toute batterie (calculette etc),
un explorateur est amené a établir son itinéraire en se servant de cartes, des
< vieux » moyens et de ses connaissances de base de < calculus >. Il est amené a
estimer la valeur du cosinus d’un angle de mesure égale a 20 degrés. Il souhaite
avoir cette estimation avec une erreur strictement inférieure a un millieéme.

Comment peut-il procéder ? 2

—_

Une mesure d’angle égale a 20 degrés correspond au réel g < -

\V]

L’approximation polynomiale en 0 du cosinus donne

2 4 6 n 2n+1

Plx)=1— =+ ———+...+(-1)" R < —

() o T e T gy avee (@)l <
1
Siz=_
ir=g,

(Ly2n+1 1
2 < — est vérifié si n =2.

@n+ 1) 22 (2n+ 1)1 108

Des lors, une valeur approchée du cosinus d’un angle de mesure égale a 20 degrés est
donnée par

(£)2 (£)4 ﬂ_2 7T4
P<7>:1—9— W T 10,9396951.
ST 162 312 24

2. On prend 22/7 comme approximation de 7
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REPETITION 8 : REVISIONS

1. On donne la fonction f par

(a)

f@y) =vVet+y? -1

Déterminer le domaine d’infinie dérivabilité de cette fonction et le représenter
dans un repeéere orthonormé.

La fonction f est infiniment dérivable sur {(z,y) € R? : x +y?—1 > 0}. Les points de
I’ensemble sont représentés par la partie hachurée du plan, les points de la parabole
étant exclus.

Déterminer I’expression explicite de F(t) = f(3t?,2t + 1), le domaine de
dérivabilité de cette fonction et I’expression explicite de sa dérivée en
tout point du domaine.

La fonction F' est la fonction ¢t — F(t) = \/7t2 + 4t ; son domaine de dérivabilité est

ensemble {t € R:7t? +4t > 0} = ]oo, —x
Tt+2

VT + 4t

Que vaut la dérivée de F en 17 Simplifier votre réponse au maximum.

9v11

11
11

[ U ]0,4o00[ et sa dérivée est donnée

par DF(t) =

La dérivée de F en 1 vaut

2. On donne I’ensemble fermé hachuré A suivant. Déterminer

// ze® Ydxdy.
A

r—tl\.')w.-b%




La fonction f : (z,y) — xe® Y est continue sur le fermé borné A; elle est donc intégrable

sur cet ensemble et on a 13 )
TYdedy = — — —.
/ /A re YT 601 T 16

(),

(a) Déterminer les valeurs propres de A.

3. On donne la matrice

Les valeurs propres de A sont 2 — 7 et 2 + 4.

(b) Cette matrice est-elle diagonalisable? Si oui, en donner une forme dia-
gonale ainsi qu’une matrice inversible qui y conduit puis vérifier que ces
matrices sont correctes.

Les valeurs propres étant simples, la matrice est diagonalisable et on a, par exemple,

1 (243 0 (1= 144
S AS—(O 2_@.) avec S_<1 1 )

(c) Montrer que la matrice A vérifie A2—4A+5I = 0 ou1 I est la matrice identité.

4. Soient les matrices

A_<(1] _21> B=(-2 3) et C-(?)

Si c’est possible, calculer
(a) 1) AB 2) BA 3)BC 4)CB 5) AC 6)CA
(b) le déterminant des matrices obtenues ci-dessus

(c) la matrice inverse de A et des matrices obtenues ci-dessus

(a) 1) et 6) Le produit AB est impossible & calculer car le nombre de colonnes de A n’est
pas égal au nombre de lignes de B ; pour une raison analogue, le produit C'A ne peut étre
calculé.
Dans les autres cas, on a

. -8 12 44 2i
2) BA= (-2 -7) 3)BC=-8+3i 4)CB= < i ) 5) AC = ( fi’ >
(b) Le produit BA est une matrice de format 1 x 2 et AC' est une matrice de format 2 x 1;
comme ces matrices ne sont pas carrées, on ne peut calculer leur déterminant.
Le déterminant de BC' vaut —8 + 3.
Le déterminant de CB est nul car les colonnes de C'B sont multiples I'une de l'autre
(Cy = —%Cl).

0 -1
Une matrice carrée admet un inverse si et seulement si son déterminant est non nul. Deés

lors, seul BC' admet un inverse égal a %.

1 2
(c) La matrice inverse de A est la matrice ( >
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5. On donne la fonction f par
f(z) = tg(22).

(a) Si possible, déterminer les approximations polynomiales de cette fonction
a l’ordre 1, 2 et 3 en O.

Si on note P, (z) approximation polynomiale & 'ordre n en 0, on a
8 3
Pi(x) =2z = Py(z), Ps(x)=2x+ 3% @ e R;

(b) Dans un méme repére orthonormé, représenter le graphique de f et les
approximations demandées au voisinage de 0 en utilisant différentes cou-
leurs.

1Y f ‘P3
1s¢ / P =P

10

0.5~

S S /A S S S TR B
-0.6 -04 -0.2 0.2 0.4 0.6 X

—05+

-10-

_15}+
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