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FEzxercices

1. (i) Déterminer ’approximation polynomiale a4 ’ordre 1 en 0 de la fonction
fro= (x+1)%2 -1

Solution. La fonction f est dérivable sur | — 1, +oo[. Sa dérivée vaut Df(z) = 3(z 4+ 1)"/? et on a

£(0) =0t (Df)(0) = 3.

Deés lors, 'approximation polynomiale de f a I'ordre 1 en 0 est donnée par

P(z) = f(0)+ Df(0)z = ;x, z e R

(ii) La capacité d’un téléscope a collecter de la lumiére est proportionnelle & I’aire de
la surface réfléchissante. On suppose que la surface est parabolique et que son aire est

donnée par
8T 4 d? 3/2
= — —+1 -1
A=ge l<16c2 * >

ou d est le diameétre du miroir et o1 ¢ est une constante strictement positive liée a sa

forme. Pour de nombreux téléscopes, le nombre est relativement petit. Montrer

16¢2
N . . P 2 rd? .
alors qu’une approximation de l’aire est donnée par - en vous servant du résultat
trouvé ci-dessus.
d2
Solution. Posons x = T6c2 ; ainsi, = est proche de 0. En remplacant  dans 'approximation ci-dessus,
c

on a une approximation de ’aire donnée par

Approx aire = gme? § d’ —LdQ
bp T3 2162 4

2. (i) Soient les matrices M, de la forme

< cos(a) —sin(a) >

sin(a)  cos(a)

ou a est un parametre réel. Montrer que dans le cas des matrices de ce type, le produit
matriciel est commutatif. Simplifier au maximum les expressions.

. . _( cos(a) —sin(a) ~( cos(b) —sin(b) .
Solution. Soient A = < sin(a)  cos(a) > et B = ( sin(b)  cos(h) ) Calculons les produits
AB et BA. On a

_( cos(a) cos(b) — sin(a)sin(b) —sin(b) cos(a) — sin(a) cos(b)
AB = < sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a) —sin(a) sin(b) + cos(a) cos(b) )

cos(a+b) —sin(a+b)
( sin(a +b)  cos(a+b) )

et

~( cos(b) cos(a) —sin(b)sin(a) —sin(a)cos(b) —sin(b)cos(a) \ [ cos(a+b) —sin(a+b)
BA = < sin(b) cos(a) + sin(a) cos(b) —sin(b) sin(a) + cos(b) cos(a) ) o ( sin(fa+b) cos(a+b) )

Le produit de matrices de ce type est donc commutatif puisque AB = BA .

(ii) Si possible, diagonaliser la matrice

(s %)



Solution. Les valeurs propres de B sont les zéros du polynéme

V22—

Des lors, les valeurs propres de B sont 0 et 3.
Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0 sont les vecteurs non nuls X tels que

BX:0<:><\}§ \f)<§>:(8)®x+\/§y=0®{$i;\/§y ®<;>:(_\y@y>

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 0 sont donc des vecteurs du type

(V)

olu ¢ est une constante complexe non nulle.

det(B—)J):‘ L-x V2 ‘:2—3>\+/\2—2:/\(>\—3).

Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 3 sont les vecteurs non nuls X tels que

soanxcoe (2 V(2 ) (D) evimoe {72 (2 )2 (1),

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 3 sont donc des vecteurs du type

/(5)

ot ¢’ est une constante complexe non nulle.

V3

1 1 (0 0
X ) >, par exemple, est telle que ST 'BS = ( 0 3 >

Des lors, la matrice S = (
3. On donne une fonction f, continiiment dérivable sur 1’ensemble
A={(z,y) €eR® : |y <let0<1—yz?}.

(i) Représenter cet ensemble dans un repére orthonormé.

Solution. Voici la représentation graphique de cet ensemble (partie hachurée) : les points des bords
sont exclus de ’ensemble.

_ 2
;o4 Y Y= 1/x
c"“ ‘\
r/ \
/"‘ i \
’/' \\
/
y I~ y=1
e \\
] ~ _
2 1 2 X
. y=-—1

(ii) Déterminer le domaine de dérivabilité (inclus dans [0, 7]) de la fonction F' donnée
explicitement par F(t) = f (V2,2 cos?(t)).



Solution. Le domaine de dérivabilité de la fonction F' est égal a

1
B={teR:|2cos’(t)| <let0<1—4cos’(t)} = {t € R :cos’(t) < 4}

1 1
=<teR:—= < =
{ 5 cos(t 2}
2
3|
(iii) Déterminer ’expression explicite de la dérivée de F en fonction des dérivées par-
tielles de f en simplifiant au maximum.

Des lors, dans [0, 7], le domaine de dérivabilité de F est ]

oo\>1

Solution. La dérivée de F' est donnée par
(DF)(t) = (D1.f)(ya2eos2y) - PV2+ (D2f) (2.2 cos(ry) - D(2c08°(1))

= —4sin(t) cos(t) (D2f)(y3,2c0s2(1)) = ~251(2t) (D2f) (/2,2 cos? (1))

ou D, f est la dérivée de f par rapport & sa i¢ variable.

’Pour les biologistes uniquement ‘

. On considére la succession d’intégrales simples suivante

“+o0 x 7x+y
I :/ (/ dy) dx.
0 o L+y?

(i) Permuter ’ordre d’intégration et représenter l’ensemble d’intégration dans un
repere orthonormé.

Solution. Voici la représentation graphique (partie hachurée) de l’ensemble d’intégration E'; les
points des “bords” sont compris dans I’ensemble.
Y y==a
1

|

1 X

Comme E = {(z,y) € R? : y € [0, +00[, = € [y, +0oo[}, en permutant 1'ordre d’intégration, on a

, +o0 o0 e Tty
I :/ (/ dx) dy.
0 y 1 +y 1+y2

(ii) Si elle existe, déterminer la valeur de cette succession d’intégrales.

e Tty

152 est continue et positive sur R?; elle est donc continue sur
Y

Solution. La fonction f : (z,y) —

FE, ensemble non fermé borné.

Etudions l'intégrabilité de f sur E.
Pour y fixé dans [0, +oo[, la fonction g : = +— 1+ 25 e~ % est continue et positive sur [y, +oo[. Pour

e~ ? dx. Si cette limite est finie alors g sera intégrable en +oo

tout ¢ > lcul 1
ou y calculons  lim / 11y 5 €

donc sur [y, +oo et la Valeur de la limite sera la valeur de I'intégrale de g sur cet ensemble. On a

boey . eY " eY , 1
lim / se Pdr=——— lim [} = ———— lim (e™' —e7¥) =
t—+oo [, 1+y 14 y? to4oo v 14 y? to4oo 1492




car ligrn e~' = 0. La limite étant finie, g est intégrable sur [y, +-0c[ et son intégrale sur cet ensemble
—+00
vaut ﬁ

Considérons h : y +— fonction continue sur lintervalle non borné [0, +oo[. Etudions son

1
THy?
intégrabilité en +oo. Comme h est continu sur [0,¢] V¢ > 0, on a

t
. 1 . t . e
i / o dy = Jim et ()l = lim_arctg(®) = 3.

Vu que cette limite est finie, h est intégrable en +oo donc sur [0, +o00[ et 'intégrale de h sur cet
ensemble vaut 5.

Des lors, f est intégrable sur E et comme cette fonction est positive sur F, la succession d’intégrales

vaut —.
2

’Pour les géologues uniquement ‘

. (i) On considére la succession d’intégrales simples suivante

In2 14¢”
I:/ / ydy | dx.
0 l—e—%

- Si elle existe, déterminer la valeur de cette succession d’intégrales.
Solution. La fonction f: (z,y) — y est continue sur R? donc sur le fermé borné A = {(x,y) € R? :
x €10,In(2)], y € [1 — e ®,1+ €”]}. Elle est donc intégrable sur cet ensemble.

Calculons d’abord

et 1 2114+e”® 1 2 T —2x —x 1 2 T —2x —x
L= ydy:§[y] 25(14-6 +2e"—1—e " +2e ):§(e +2e" —e " +2e77).
1

. l—e—%
Ainsi,
1 In2 1 2 6_23c In2
125/0 (e** +2e" — e 727 4 2¢77) dx=§ 74—263:-&- 5 — 2" .
1 1 1 1 1 1 33
2( tas 8 2 2 +2) 2( + 8) 16

- Représenter ’ensemble d’intégration dans un repére orthonormé.

Solution. Voici la représentation graphique de cet ensemble (partie hachurée) : les points des bords
sont inclus de I’ensemble.

y=1+¢€"

7

1k
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- Permuter ’ordre d’intégration.
Solution. I’ensemble d’intégration A peut s’écrire sous la forme

A={(z,y) eR*:y € [0,1/2], z€[0,—In(1 — )]} U{(z,y) eR?:y € [1/2,2], = € [0,1n(2)]}

U{(z,y) € R* : y € [2,3], = € [In(y — 1),In(2)]}.

Des lors, comme f est intégrable sur A, on a

1/2 —In(1—y) 2 In(2) 3 In(2)
I:/ / y dx dy+/ / y dx dy+/ / ydz | dy.
0 0 1/2 0 2 In(y—1)

(ii) Si elle existe, déterminer la valeur de

+o0 +o0 e~ Tty
1 :/ (/ de) dy.
0 Yy 1+ Yy

Cf. Pexercice 4 (ii) des biologistes.



