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Exercices

e -
1. (a) Déterminer ’approximation polynomiale a I’ordre 1 en 0 de la fonction f : z — %
et +e
r _ ,—x
Solution. Considérons la fonction f: x — % dérivable sur R. La dérivée de f vaut
e +e
Df(x) _ (e:c + e—$)2 _ (eac _ e—x)Z _ 4
(eaz + 67I)2 (6:1: +ef:v)2

etona f(0)=0et (Df)(0) =1.
Dés lors, 'approximation polynomiale de f & ’ordre 1 en 0 est donnée par

P(z) = f(0)+ (Df)(0)x =z, z € R.

s

(b) La vitesse v d’une vague est liée i sa longueur d’onde X\ et a la profondeur h de
I’eau (exprimées en métres) par ’expression

9  gA 2mh
=—th|—
v 2m < A >

et —e”
et +e "

En vous servant du résultat trouvé ci-dessus, montrer que si % est petit, une approxi-
mation du carré de la vitesse est donnée par gh .

xr
ou g est ’accélération due a la pesanteur et th: x +—

x —T

2mh e
Solution. Posons x = N et considérons la fonction th : © — ———— . Par le résultat trouve

ci-dessus, on sait que 'approximation polynomiale de th & ’ordre 1 en 0 est donnée par
P(z) =th(0)+ (D th)(0)z =z, v € R.

. . NP 27h
Si % est petit, alors % I’est également ; en remplacant = dans I’approximation ci-dessus par D

on a une approximation du carré de la vitesse donnée par

A
Approx carré de la vitesse = Sy gh.
™

. (a) Soient les matrices A et B données respectivement par

AZ(i é (1421')2) et B:<(1Bi)2 _f2>'

Si c’est possible, calculer AB*.

<

Solution. La matrice A étant de type 3 X 2 et B* étant de type 2 x 2, le produit AB* est possible
et on obtient une matrice de type 3 x 2. Puisque

i i 2 -2 1
A(—l 0 21) et B<0 1)’

AB* est donnée par

2 27 67 27

x

x



(b) Si possible, diagonaliser C' en précisant une matrice qui permet d’obtenir cette

forme diagonale si
-1 V2
¢= < NI >

Solution. Les valeurs propres de C' sont les zéros du polynodme

—1-X V2
V2 —2-)

Dés lors, les valeurs propres de C' sont 0 et —3.

det(C—)\I):‘ ‘=2+3>\+>\2—2:>\(>\+3).

Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0 sont les vecteurs non nuls X = ( ;j ) tels que

CX:0<:><\_/% \/g)<§>=(8)@—x+\/§y20@{5:;@y @(9;):(69)

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 0 sont donc des vecteurs du type
1
Les vecteurs propres relatifs & la valeur propre —3 sont les vecteurs non nuls X = ( 5 ) tels que

(O+3I)X:0<i><jé \{i)(‘z)=<8)®\/§x+y:0®{§:x o @(z>:(\%x>

Les vecteurs propres associés a la valeur propre —3 sont donc des vecteurs du type

(ln)

ot ¢’ est une constante complexe non nulle.

V2 oo
1 -2

. On donne une fonction f, continiment dérivable sur 1’ensemble

A={(z,y) €eR® : |z[<let0<1—my’}.

ol c est une constante complexe non nulle.

Dés lors, la matrice S = ( ), par exemple, est telle que S~1C'S = ( 0 0 )

(a) Représenter cet ensemble dans un repére orthonormé.

Solution. Voici la représentation graphique de cet ensemble (partie hachurée) : les points des bords
sont exclus de I’ensemble.




(b) Déterminer le domaine de dérivabilité (inclus dans [r, 27]) de la fonction F donnée
explicitement par F(t) = f (2cos®(t),V2).

Solution. Le domaine de dérivabilité de la fonction F est égal a
1
B={teR:|2cos’(t)| <let 0<1—4cos’(t)} = {t € R :cos’(t) < 4}

b

in
373

DN | =

1
—{tGR:2<cos(t)<

Des lors, dans [, 27], le domaine de dérivabilité de F' est ]

(c) Déterminer ’expression explicite de la dérivée de F' en fonction des dérivées par-
tielles de f en simplifiant au maximum.

Solution. La dérivée de F est donnée par
(DF)(t) = (le)(2cosz(t),\/§) : D(2COS2(t)) + (DQf)(2cosz(t),ﬂ) ’ D\/§

= —45i0(8) co(1) (D1 )y 2) = ~250(20) (D1 )3 om0

ou D; f est la dérivée de f par rapport & sa i¢ variable.

’Pour les biologistes uniquement ‘

. On considére la succession d’intégrales simples suivante

+oo Y e~ytw
I:/ (/ de> dy.
0 o 1+

(a) Permuter ’ordre d’intégration et représenter ’ensemble d’intégration dans un re-
pére orthonormé.

Solution. Voici la représentation graphique (partie hachurée) de l’ensemble d’intégration E'; les
points des "bords" sont compris dans ’ensemble.

Comme E = {(z,y) € R? : 2 € [0, +00], y € [x,+00[}, en permutant Pordre d’intégration, on a

, +oo +oo e~ ytT
0 T +x

(b) Si elle existe, déterminer la valeur de cette succession d’intégrales.

eyt

1522 est continue et positive sur R?; elle est donc continue sur
x

Solution. La fonction f : (z,y) —

E, ensemble non fermé borné.



Etudions intégrabilité de f sur E.
Pour z fixé dans [0, +ocl, la fonction g : y — 55z 7Y est continue et positive sur [z, +oo[. Pour
t x

tout t > x , calculons lim 5
totoo o 1+

donc sur [z, 400[ et la valeur de la limite sera la valeur de l'intégrale de g sur cet ensemble. On a

e Y dy. Si cette limite est finie alors g sera intégrable en 400

t x x z 1
lim eVdy=——— lim el =——— lim (e —e %)= ——
t%+oo/w 14+ 22 Y 14+ 22 ta+oo[ Iz 14+ 22 t%+oo( ) 1422
car hfP e~" = 0. La limite étant finie, g est intégrable sur [z, +oo[ et son intégrale sur cet ensemble
—+0o0
1
vaut THaz?-

Considérons h : x — 1—5-%’ fonction continue et positive sur l'intervalle non borné [0, +00|. Etudions
son intégrabilité en +oo. Comme h est continu sur [0,¢] V¢ > 0, on a

¢
. IRT t s _T
tLHJPoo 172 dy = t~13+moo [arctg(x)]y = tilgrnoc arctg(t) = 5"

Vu que cette limite est finie, h est intégrable en +o0o donc sur [0, +o00[ et intégrale de h sur cet
ensemble vaut .

i
Dés lors, f est intégrable sur F , on peut permuter les intégrales et la succession d’intégrales vaut 5"

’Pour les géologues uniquement ‘

. (a) On considére la succession d’intégrales simples suivante

- ( /:”dy) @

- Si elle existe, déterminer la valeur de cette succession d’intégrales.

Solution. La fonction f : (z,y) > 1 est continue sur R? donc sur le fermé borné A = {(x,y) € R? :
x € [-1,1], y € [z,e” — 1]}. Elle est donc intégrable sur cet ensemble.

Calculons d’abord

e’ —1
h=[ == 1w
x

Ainsi,

1 271
1 1 1
IZ/(ex—l—x)dxz[em—x—m} =e—1—5—7—1—|—f=e—7—2.
~1

-1
- Représenter ’ensemble d’intégration dans un repére orthonormeé.

Solution. Voici la représentation graphique de cet ensemble (partie hachurée) : les points des bords
sont inclus dans ’ensemble.



x=-1 (1,e-1)

[/
y=e"—1//
7
//
1 (In2),1) $~-#(1.1)
7/
,//, 7/
y
051 /7
0 X
5 1 05 0 05

7
(1.{1+1/e) 7 054

7

/ /7
// (-1+1/e,-1+1/e)
/ 1-1) M

- Permuter lordre d’intégration. Solution. L’ensemble d’intégration A peut s’écrire sous la
forme

A= {(x,y) ER?:y€ [1,i1} ,x € [1,y]}u{(x,y) €ER?:yc [21,1} , T E [1H(y+1),y]}

U{(z,y) eR*:y € [l,e—1], z € [In(y + 1),1]}.

Dés lors, comme f est intégrable sur A, on a

%71 y 1 Y e—1 1
I:/ (/ da:) dy—|—/ (/ das) dy—|—/ (/ dz) dy.
-1 -1 1 In(y+1) 1 In(y+1)

(b) Si elle existe, déterminer la valeur de

+o0 +o0 e YTz
1 :/ (/ dy) dx.
0 . 1+ a2

Cf. Vexercice 4 (b) des biologistes.
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Exercices

1. La vitesse v d’une vague est liée a sa longueur d’onde )\ et a la profondeur h de ’eau
(exprimées en meétres) par ’expression

s 9Ny, (20
v _27rth()\>

ou g est ’accélération due a la pesanteur et th est la fonction z —

x x

p— e_
er +e %’
Montrer que si % est petit, une approximation du carré de la vitesse est donnée par g h.

2rh r—e’®
Solution. Posons = = % et considérons la fonction th:zx — % dérivable sur R. La dérivée
er e
x —z\2 _ (,x _ ,—x\2 4
de th vaut D th(z) = (e ®) = (" =) = et on a th(0) =0et (D th)(0) = 1.
(em + e—m)Z (er _|_e—ac)2

Dés lors, 'approximation polynomiale de th & I'ordre 1 en 0 est donnée par
P(x) = th(0) + (D th)(0)z =z, z € R.

27h
Si % est petit, alors @ I’est également ; en remplacant x dans ’approximation ci-dessus par D

on a une approximation du carré de la vitesse donnée par

A
Approx carré de la vitesse = Sy gh.
™

2. (a) Soient les matrices M, de la forme
< —cos(a) sin(a) )

sin(a)  —cos(a)

ol a est un parameétre réel.
Déterminer les valeurs propres de ces matrices M, puis diagonaliser la matrice si
a = 37 /2. Donner une matrice qui permet d’obtenir cette forme diagonale.

Solution. Les valeurs propres de M, sont les zéros du polynome

—cos(a) — A sin(a)

det(M, — M) = ‘ sin(a) —cos(a) — A

‘ = (cos(a) + \)? — sin?(a)
= (cos(a) + A + sin(a))(cos(a) + A — sin(a)).
Dés lors, les valeurs propres de M, sont — cos(a) — sin(a) et — cos(a) + sin(a).

0 -1

1 0 ) et ses valeurs propres sont 1 et —1.

Si a = 3w/2 alors la matrice est égale & M = (

Les vecteurs propres relatifs & la valeur propre 1 sont les vecteurs non nuls X = ( ; ) tels que

e (4 2)(5)-(8) eevmue (372« (5)-(2)

Les vecteurs propres associés & la valeur propre 1 sont donc des vecteurs du type

()

ol ¢ est une constante complexe non nulle.



Les vecteurs propres relatifs & la valeur propre —1 sont les vecteurs non nuls X = < 5 ) tels que

arenx=ve () (5)=(0) sermoe (20 < (0) = (2)

Les vecteurs propres associés a la valeur propre —1 sont donc des vecteurs du type
1
/

1 ), par exemple, est telle que S™'MS = ( 1 0 >

ol ¢’ est une constante complexe non nulle.

1

Dés lors, la matrice S = < 1

(b) Soient les matrices A et B données respectivement par

AZ(ﬁ (1432')2) et B:((lsi)z _f2>'

Si c’est possible, calculer AB*.
Solution. La matrice A étant de type 3 X 2 et B* étant de type 2 x 2, le produit AB* est possible
et on obtient une matrice de type 3 x 2. Puisque

i i 2 2 1
A_<—1 0 21) et B‘(o 1)’

AB* est donnée par

O =

—1 -1 . 1 -1
—1 0 < 211 (1) > = 2 0
2 21 61 2

. On donne une fonction f, continiment dérivable sur 1’ensemble
A={(z,y) €eR?® : |z[<let0<1—my’}.
(a) Représenter cet ensemble dans un repére orthonormé.

Solution. Voici la représentation graphique de cet ensemble (partie hachurée) : les points des bords
sont exclus de I’ensemble.

x=1|,/ x=1




(b) Déterminer le domaine de dérivabilité (inclus dans [r,27]) de la fonction F' donnée
explicitement par F(t) = f (2cos?(t), V2).

Solution. Le domaine de dérivabilité de la fonction F est égal a

1
B={teR:|2cos’(t)] <let0<1—4cos’(t)} = {t € R: cos?(t) < 4}

1 1
:{tER:—2<cos(t)<2}.
N . e 1 1e 4 5T
Dés lors, dans [r, 27], le domaine de dérivabilité de F' est 303

(c) Déterminer ’expression explicite de la dérivée de F en fonction des dérivées par-
tielles de f en simplifiant au maximum.

Solution. La dérivée de F est donnée par
(DF)(t) = (le)(Zcosz(t),\/i) : D(QCOSz(t)) + (DQf)(Zcosz(t),\/i) ' D\/§

= —dsin(t) cos(t) (D1 2coney v2) = ~25(20) (D1 2con),v2)

ou D;f est la dérivée de f par rapport & sa i® variable.

. (a) On considére la succession d’intégrales simples suivante

In2 1+e¥
I:/ / zdx | dy.
0 l—e—Y

- Si elle existe, déterminer la valeur de cette succession d’intégrales.

Solution. La fonction f : (z,y) — z est continue sur R? donc sur le fermé borné A = {(z,y) € R? :
y €10,In(2)], x € [1 —e ¥,1+ e¥]}. Elle est donc intégrable sur cet ensemble.

Calculons d’abord

1+e?
1 o1 1
I = / zdr = §[x2]1+e .= 5(1+e2y +2e¥ —1—e 2V 4 27Y) = §(e2y+2ey —e W 4 2e7Y).
1

l—e— Y
Ainsi,
1 In2 1 €2y €—2y In2
125/0 (/26" — e - 27V) dy = 5 | -+ 20 b o =27
1 1 1 1 1 1 33
=-2444+--1—-=-2—=-42)==-4d+-)=—.
2( + +8 2 2+) 2( +8) 16

- Représenter ’ensemble d’intégration dans un repére orthonormeé.

Solution. Voici la représentation graphique de cet ensemble (partie hachurée) : les points des bords
sont inclus dans ’ensemble.



y=—In(l—1x)

y=In(z—1)
N
(12, In(2)) (3.1n(2))
7 7 7 7 7 7 T Z
/S S /S S S 7
/ / /S S S S S
/ / / // /' / ,/ /'
/ / /S S/ // s
o S S S o x
0 1 2 3

'
N

- Permuter ’ordre d’intégration.
Solution. L’ensemble d’intégration A peut s’écrire sous la forme

A={(z,y) eR*:2¢€[0,1/2], y € [0,—In(1 — 2)]} U {(z,y) € R*: 2z € [1/2,2], y € [0,In(2)]}
U{(z,y) eR*: 2 € [2,3], y € [In(z — 1),In(2)]}.

Dés lors, comme f est intégrable sur A, on a

1/2 —In(1—=x) 2 In(2) 3 In(2)
I:/ / x dy dm—i—/ / x dy dm—i—/ / zdy | dx.
0 0 1/2 \Jo 2 In(z—1)

(b) Si elle existe, déterminer la valeur de
+o0 +o0 e~ YTz
I:/ / ——dy | dz.
0 . 1+ a2

e~yte

14+ 22
E = {(x,y) € R? : z € [0,+00|, y € [x,+00[}, ensemble non fermé borneé.

Solution. La fonction f : (z,y) — est continue et positive sur R?; elle est donc continue sur

Etudions 'intégrabilité de f sur E.

x

Pour z fixé dans [0, +oc[, la fonction g : y — Tigz € ¥ est continue et positive sur [, +00]. Pour
t x
e
tout ¢ > x calculons lim / 5 e Y dy. Si cette limite est finie alors g sera intégrable en +o0
t—+too [, 142

donc sur [z, 4+o00[ et la valeur de la limite sera la valeur de l'intégrale de g sur cet ensemble. On a

b e’ ‘ e’ ‘ 1
H -y — _ 3 i L —t_ Ty —
A, / 72 W T el s e — e =

car ligrn e~' = 0. La limite étant finie, g est intégrable sur [z, +oo[ et son intégrale sur cet ensemble
—+o0

1
vaut THa2-

Considérons h : x +— 17, fonction continue et positive sur I'intervalle non borné [0, +oo[. Etudions
son intégrabilité en +oo. Comme h est continu sur [0,t¢] V¢ > 0, on a

t

. IRT t s _ T
tilinoo 172 dx = tlginoo [arctg(x)]y = tilgrnoo arctg(t) = 5"




Vu que cette limite est finie, h est intégrable en +oco donc sur [0, 4+o00[ et 'intégrale de h sur cet
ensemble vaut 7.

. . c ™
Dés lors, f est intégrable sur E et la succession d’intégrales vaut 5"

. (a) En physique, le concept de moment d’inertie sert a étudier les mouvements rotatifs
des solides autour d’un axe. Considérons un repére orthonormé (O, z,y,z) de ’espace
et une partie bornée et fermée A du plan d’équation z = 0. Le moment d’inertie [
d’un cylindre homogéne de base A par rapport a I’axe des z est donné par la formule

suivante
1= ] i) a
S A

ol m et s sont respectivement la masse du cylindre et 1’aire de A.
Calculer le moment d’inertie par rapport a I’axe des z d’un cylindre homogéne de
masse m dont la base est la partie hachurée ci-dessous.
Y
A

30

251

/21}

/ 10 \

Solution. L’ensemble d’intégration est ’ensemble borné fermé

A={(z,y) eR*: 4 <2? +9y* <9,y >0}

et la fonction (z,y) — f(x,y) = 2% + y? est continue, donc intégrable sur A. Si on travaille en
coordonnées polaires, cet ensemble est décrit par

A ={(r,0) € [2,3] x [0, 7]}

Il en résulte que le moment d’inertie recherché vaut

I= %//A(xz—i—yQ) dxdy = %///((Tcose)zﬁ-(rsinﬁ)z) .7 drdf

3 ™ 473 _
= T/ (/ r3d0> dr = @ﬂ {T] = Eﬂ' . 81— 16 = 65m7r.
s Jq 0 s 41, s 4 4s
32

— 22 1
Enfin, comme s =7 :5£,ona I:M.
2 2 2

(b) Déterminer si les séries suivantes convergent. Si oui, en déterminer la somme

+o00 +oo 2 +o00
. 2m 3 cos?(mm) In(m)
U ST SEC Ly L)
m=0 m=0 m=1
Solution. (1) Par définition de ’exponentielle, cette série est convergente et sa somme vaut exp(2).
+oo (71)2m 400 1 400 1\™
(ii) Cette série peut encore s’écrire sous la forme Z sam Z gm = Z <9) . C’est une
1 m=0 m=0 m=0 1 9
série géométrique convergente car ) € ] —1,1[. La somme de cette série vaut 11~ %
9

(iii) On a % > L quel que soit le naturel m > e . Comme la série de terme général 1 ne
in(m)

m

converge pas, on en déduit que la série donnée (de terme général ) ne converge pas non plus.
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Exercices

e -
1. (a) Déterminer ’approximation polynomiale a I’ordre 1 en 0 de la fonction f : z — %
et +e
r _ ,—x
Solution. Considérons la fonction f: x — % dérivable sur R. La dérivée de f vaut
e +e
Df(x) _ (e:c + e—$)2 _ (eac _ e—x)Z _ 4
(eaz + 67I)2 (6:1: +ef:v)2

etona f(0)=0et (Df)(0) =1.
Dés lors, 'approximation polynomiale de f & ’ordre 1 en 0 est donnée par

P(z) = f(0)+ (Df)(0)x =z, z € R.

s

(b) La vitesse v d’une vague est liée i sa longueur d’onde X\ et a la profondeur h de
I’eau (exprimées en métres) par ’expression

9  gA 2mh
=—th|—
v 2m < A >

et —e”
et +e "

En vous servant du résultat trouvé ci-dessus, montrer que si % est petit, une approxi-
mation du carré de la vitesse est donnée par gh .

xr
ou g est ’accélération due a la pesanteur et th: x +—

x —T

2mh e
Solution. Posons x = N et considérons la fonction th : © — ———— . Par le résultat trouve

ci-dessus, on sait que 'approximation polynomiale de th & ’ordre 1 en 0 est donnée par
P(z) =th(0)+ (D th)(0)z =z, v € R.

. . NP 27h
Si % est petit, alors % I’est également ; en remplacant = dans I’approximation ci-dessus par D

on a une approximation du carré de la vitesse donnée par

A
Approx carré de la vitesse = Sy gh.
™

. (a) Soient les matrices A et B données respectivement par

AZ(i é (1421')2) et B:<(1Bi)2 _f2>'

Si c’est possible, calculer AB*.

<

Solution. La matrice A étant de type 3 X 2 et B* étant de type 2 x 2, le produit AB* est possible
et on obtient une matrice de type 3 x 2. Puisque

i i 2 -2 1
A(—l 0 21) et B<0 1)’

AB* est donnée par

2 27 67 27

x

x



(b) Si possible, diagonaliser C' en précisant une matrice qui permet d’obtenir cette

forme diagonale si
-1 V2
¢= < NI >

Solution. Les valeurs propres de C' sont les zéros du polynodme

—1-X V2
V2 —2-)

Dés lors, les valeurs propres de C' sont 0 et —3.

det(C—)\I):‘ ‘=2+3>\+>\2—2:>\(>\+3).

Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0 sont les vecteurs non nuls X = ( ;j ) tels que

CX:0<:><\_/% \/g)<§>=(8)@—x+\/§y20@{5:;@y @(9;):(69)

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 0 sont donc des vecteurs du type
1
Les vecteurs propres relatifs & la valeur propre —3 sont les vecteurs non nuls X = ( 5 ) tels que

(O+3I)X:0<i><jé \{i)(‘z)=<8)®\/§x+y:0®{§:x o @(z>:(\%x>

Les vecteurs propres associés a la valeur propre —3 sont donc des vecteurs du type

(ln)

ot ¢’ est une constante complexe non nulle.

V2 oo
1 -2

. On donne une fonction f, continiment dérivable sur 1’ensemble

A={(z,y) €eR® : |z[<let0<1—my’}.

ol c est une constante complexe non nulle.

Dés lors, la matrice S = ( ), par exemple, est telle que S~1C'S = ( 0 0 )

(a) Représenter cet ensemble dans un repére orthonormé.

Solution. Voici la représentation graphique de cet ensemble (partie hachurée) : les points des bords
sont exclus de I’ensemble.




(b) Déterminer le domaine de dérivabilité (inclus dans [r, 27]) de la fonction F donnée
explicitement par F(t) = f (2cos®(t),V2).

Solution. Le domaine de dérivabilité de la fonction F est égal a
1
B={teR:|2cos’(t)| <let 0<1—4cos’(t)} = {t € R :cos’(t) < 4}

b

in
373

DN | =

1
—{tGR:2<cos(t)<

Des lors, dans [, 27], le domaine de dérivabilité de F' est ]

(c) Déterminer ’expression explicite de la dérivée de F' en fonction des dérivées par-
tielles de f en simplifiant au maximum.

Solution. La dérivée de F est donnée par
(DF)(t) = (le)(2cosz(t),\/§) : D(2COS2(t)) + (DQf)(2cosz(t),ﬂ) ’ D\/§

= —45i0(8) co(1) (D1 )y 2) = ~250(20) (D1 )3 om0

ou D; f est la dérivée de f par rapport & sa i¢ variable.

’Pour les biologistes uniquement ‘

. On considére la succession d’intégrales simples suivante

+oo Y e~ytw
I:/ (/ de> dy.
0 o 1+

(a) Permuter ’ordre d’intégration et représenter ’ensemble d’intégration dans un re-
pére orthonormé.

Solution. Voici la représentation graphique (partie hachurée) de l’ensemble d’intégration E'; les
points des "bords" sont compris dans ’ensemble.

Comme E = {(z,y) € R? : 2 € [0, +00], y € [x,+00[}, en permutant Pordre d’intégration, on a

, +oo +oo e~ ytT
0 T +x

(b) Si elle existe, déterminer la valeur de cette succession d’intégrales.

eyt

1522 est continue et positive sur R?; elle est donc continue sur
x

Solution. La fonction f : (z,y) —

E, ensemble non fermé borné.



Etudions intégrabilité de f sur E.
Pour z fixé dans [0, +ocl, la fonction g : y — 55z 7Y est continue et positive sur [z, +oo[. Pour
t x

tout t > x , calculons lim 5
totoo o 1+

donc sur [z, 400[ et la valeur de la limite sera la valeur de l'intégrale de g sur cet ensemble. On a

e Y dy. Si cette limite est finie alors g sera intégrable en 400

t x x z 1
lim eVdy=——— lim el =——— lim (e —e %)= ——
t%+oo/w 14+ 22 Y 14+ 22 ta+oo[ Iz 14+ 22 t%+oo( ) 1422
car hfP e~" = 0. La limite étant finie, g est intégrable sur [z, +oo[ et son intégrale sur cet ensemble
—+0o0
1
vaut THaz?-

Considérons h : x — 1—5-%’ fonction continue et positive sur l'intervalle non borné [0, +00|. Etudions
son intégrabilité en +oo. Comme h est continu sur [0,¢] V¢ > 0, on a

¢
. IRT t s _T
tLHJPoo 172 dy = t~13+moo [arctg(x)]y = tilgrnoc arctg(t) = 5"

Vu que cette limite est finie, h est intégrable en +o0o donc sur [0, +o00[ et intégrale de h sur cet
ensemble vaut .

i
Dés lors, f est intégrable sur F , on peut permuter les intégrales et la succession d’intégrales vaut 5"

’Pour les géologues uniquement ‘

. (a) On considére la succession d’intégrales simples suivante

- ( /:”dy) @

- Si elle existe, déterminer la valeur de cette succession d’intégrales.

Solution. La fonction f : (z,y) > 1 est continue sur R? donc sur le fermé borné A = {(x,y) € R? :
x € [-1,1], y € [z,e” — 1]}. Elle est donc intégrable sur cet ensemble.

Calculons d’abord

e’ —1
h=[ == 1w
x

Ainsi,

1 271
1 1 1
IZ/(ex—l—x)dxz[em—x—m} =e—1—5—7—1—|—f=e—7—2.
~1

-1
- Représenter ’ensemble d’intégration dans un repére orthonormeé.

Solution. Voici la représentation graphique de cet ensemble (partie hachurée) : les points des bords
sont inclus dans ’ensemble.



0.5 4

-0.54

//,/ (1+1/e,-1+1/e),
s

/ “11) ™

- Permuter 'ordre d’intégration. Solution. L’ensemble d’intégration A peut s’écrire sous la
forme

//
-1,41+1/e /
( )/

1 1
A= {(x,y) €ER?:y¢€ [_l’e - 1} , T € [—1,y]}U{(:z:,y) eER?:yc [e — 1,1} , T € [ln(y+1),y]}
U{(z,y) eR*:y e [l,e—1], z € [In(y + 1),1]}.
Dés lors, comme f est intégrable sur A, on a

%,1 y 1 Yy e—1 1
I:/ (/ dac) dy+/ (/ daz) dy+/ (/ dm) dy.
-1 -1 11 In(y+1) 1 In(y+1)

e

(b) Si elle existe, déterminer la valeur de

+oo +oo e—y+z
I= S .
/0 (/ 1422 dy) dx

Cf. Vexercice 4 (b) des biologistes.



