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Chapitre 1

Géométrie analytique dans l’espace

1.1 Rappels de calcul vectoriel et quelques compléments

1.1.1 Vecteurs, addition, multiplication, combinaisons linéaires de vecteurs

Pour des compléments d’information, nous renvoyons par exemple au cours de Mathématiques géné-
rales (A).

Dans l’espace, on définit la notion de vecteur (lié ou libre), de sens d’un vecteur, de norme d’un
vecteur, de direction d’un vecteur. Un vecteur libre est caractérisé par son sens, sa direction et sa
longueur.

Dans l’ensemble des vecteurs, on définit ensuite l’addition entre deux vecteurs et la notion de
multiplication d’un vecteur par un nombre réel. Une combinaison linéaire d’un nombre fini de vecteurs
est une somme de multiples de ces vecteurs. Par convention, une combinaison linéaire de 0 vecteur
est le vecteur nul.

u

v

v

u + v
u
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Deux vecteurs multiples l’un de l’autre sont dits “vecteurs parallèles”.

On appelle droite vectorielle l’ensemble des multiples d’un vecteur non nul; on dit que ce vecteur
engendre la droite vectorielle. On appelle plan vectoriel l’ensemble des combinaisons linéaires de deux
vecteurs non parallèles; on dit que ces vecteurs engendrent le plan vectoriel.

Par définition, un vecteur est parallèle à une droite vectorielle (resp. à un plan vectoriel) s’il
appartient à cette droite vectorielle (resp. à ce plan vectoriel).

1.1.2 Dépendance et indépendance linéaire de vecteurs

Définitions

Cas de 1 vecteur

Le vecteur nul est dit linéairement dépendant; tout vecteur non nul est dit linéairement indépen-
dant.
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1.1. CALCUL VECTORIEL 2

Cas de 2 vecteurs
Deux vecteurs ~u,~v sont dits linéairement dépendants si l’un d’entre eux est multiple de l’autre.
Il revient au même de dire que deux vecteurs ~u,~v sont linéairement dépendants s’il existe des réels

r, s qui ne sont pas tous les deux nuls tels que

r~u + s~v = ~0.

Deux vecteurs sont dits linéairement indépendants s’ils ne sont pas linéairement dépendants.
Il revient au même de dire que deux vecteurs sont linéairement indépendants si seule la combinaison

linéaire à coefficients nuls donne le vecteur nul ou encore que

r, s ∈ R, r~u + s~v = ~0 ⇒ r = s = 0.

L’interprétation géométrique est la suivante: deux vecteurs linéairement dépendants sont des
vecteurs parallèles.

Cas de 3 vecteurs
Trois vecteurs ~u,~v, ~w sont dits linéairement dépendants si l’un d’entre eux est une combinaison

linéaire des deux autres.
Il revient au même de dire que trois vecteurs ~u,~v, ~w sont linéairement dépendants s’il existe des

réels r, s, t qui ne sont pas tous nuls tels que

r~u + s~v + t ~w = ~0.

Trois vecteurs sont dits linéairement indépendants s’ils ne sont pas linéairement dépendants.
Il revient au même de dire que trois vecteurs sont linéairement indépendants si seule la combinaison

linéaire à coefficients nuls donne le vecteur nul ou encore que

r, s, t ∈ R, r~u + s~v + t ~w = ~0 ⇒ r = s = t = 0.

L’interprétation géométrique est la suivante: trois vecteurs sont linéairement dépendants s’ils
appartiennent à un même plan vectoriel.

Cas de n vecteurs
En toute généralité, n vecteurs ~v1, . . . , ~vn (n étant un nombre naturel non nul supérieur ou égal à

deux) sont linéairement dépendants si l’un d’entre eux est une combinaison linéaire des autres.
Il revient au même de dire que n vecteurs ~v1, . . . , ~vn sont linéairement dépendants s’il existe des

réels r1, . . . , rn non tous nuls tels que

r1~v1 + . . . + rn~vn = ~0.

De même, n vecteurs sont linéairement indépendants s’ils ne sont pas linéairement dépendants.
Il revient au même de dire que n vecteurs ~v1, . . . , ~vn sont linéairement indépendants si seule la

combinaison linéaire à coefficients nuls donne le vecteur nul ou encore que

r1, . . . , rn ∈ R, r1~v1 + . . . + rn~vn = ~0 ⇒ rj = 0 ∀j = 1, . . . , n.

Propriétés

Cas de trois vecteurs (ou plus) d’un plan
Dans un plan, si on donne trois vecteurs, alors l’un d’entre eux est toujours une combinaison

linéaire des autres. On a même plus: si ~u,~v, ~w sont tels que ~u,~v sont linéairement indépendants alors
~w est une combinaison linéaire de ~u et ~v.

Dès lors, dans un plan, un nombre fini de vecteurs au moins égal à trois forme toujours en ensemble
de vecteurs linéairement dépendants.
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Cas de quatre vecteurs (ou plus) de l’espace
Dans l’espace, si on donne quatre vecteurs, alors l’un d’entre eux est toujours une combinaison

linéaire des autres. On a même plus: si ~u,~v, ~w, ~x sont des vecteurs de l’espace tels que ~u,~v, ~w sont
linéairement indépendants alors ~x est une combinaison linéaire de ~u,~v et ~w.

Il s’ensuit que si on donne quatre vecteurs de l’espace (ou plus), ceux-ci sont toujours linéairement
dépendants.
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~x = r~u + s~v + t ~w

1.1.3 Base et composantes

Nous renvoyons aussi au cours de Mathématiques générales (A).

On appelle base d’une droite vectorielle un vecteur non nul de cette droite.
On appelle base d’un plan vectoriel un ensemble de deux vecteurs linéairement indépendants de

ce plan.
On appelle base de l’espace un ensemble de trois vecteurs linéairement indépendants de l’espace.

Soit ~u un vecteur non nul d’une droite vectorielle. Si ~x est un autre vecteur de cette droite
vectorielle, il existe alors un réel unique r tel que

~x = r~u.

Le réel r est alors appelé composante du vecteur ~x dans la base {~u}.
Soient ~u1, ~u2 deux vecteurs linéairement indépendants d’un plan vectoriel L. Si ~x est un autre

vecteur de L, alors il existe des réels uniques r1, r2 tels que

~x = r1~u1 + r2~u2.

Les réels r1, r2 sont appelés composantes de ~x dans la base {~u1, ~u2}.
Soient ~u1, ~u2, ~u3 trois vecteurs linéairement indépendants de l’espace. Si ~x est un autre vecteur de

l’espace, alors il existe des réels uniques r1, r2, r3 tels que

~x = r1~u1 + r2~u2 + r3~u3.

Les réels r1, r2, r3 sont appelés composantes de ~x dans la base {~u1, ~u2, ~u3}.
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1.1.4 Expression analytique de la dépendance linéaire

On fixe une base de l’espace. On a les propriétés suivantes.

• Le vecteur ~u de composantes (a, b, c) est non nul si et seulement si les nombres a, b, c ne sont pas
tous nuls.

• Les vecteurs ~u et ~v de composantes respectives (a, b, c) et (a′, b′, c′) sont linéairement dépendants
si et seulement s’il existe deux réels r, s non tous les deux nuls tels que

r




a
b
c


+ s




a′

b′

c′


 =




0
0
0




ou encore si et seulement si tous les déterminants d’ordre deux extraits de la matrice suivante
sont nuls 


a a′

b b′

c c′


 .

• Les vecteurs ~u,~v, ~w de composantes respectives (a, b, c), (a′, b′, c′), (a”, b”, c”) sont linéairement
dépendants si et seulement s’il existe des réels r, s, t non tous nuls tels que

r




a
b
c


+ s




a′

b′

c′


+ t




a”
b”
c”


 =




0
0
0




ou encore si et seulement si le déterminant de la matrice suivante est nul



a a′ a”
b b′ b”
c c′ c”


 .

A partir de ces propriétés, on en déduit bien sûr directement celles qui font intervenir l’indépen-
dance linéaire au lieu de la dépendance linéaire.

1.1.5 Produit scalaire de deux vecteurs

Nous renvoyons au cours de Mathématiques générales A pour un rappel plus complet.

Définitions

Définissons géométriquement le produit scalaire.
Le produit scalaire des vecteurs (libres) non nuls ~u,~v est le réel

~u • ~v := ‖~u‖ ‖~v‖ cos θ

où θ ∈ [0, π] est la mesure de l’angle non orienté entre les deux vecteurs. Si l’un des vecteurs est nul,
on dit que le produit scalaire est le réel 0.

Le produit scalaire est donc un réel qui peut être positif, négatif ou nul. S’il n’est pas nul, son
signe est celui du cosinus de l’angle entre les deux vecteurs.

v

u

u

v

~u • ~v > 0 car θ ∈ [0, π/2[ ~u • ~v < 0 car θ ∈ ]π/2, π]
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Deux vecteurs sont dits othogonaux si leur produit scalaire est nul. Des vecteurs non nuls ortho-
gonaux deux à deux sont toujours linéairement indépendants.

Une base orthonormée est une base dont les vecteurs sont orthogonaux deux à deux et de norme
égale à 1.

En d’autres termes, la base du plan {~u1, ~u2} est orthonormée si et seulement si

~u1 • ~u1 = 1, ~u2 • ~u2 = 1, ~u1 • ~u2 = 0

et la base de l’espace {~u1, ~u2, ~u3} est orthonormée si et seulement si

~u1 • ~u1 = 1, ~u1 • ~u2 = 0
~u2 • ~u2 = 1, ~u2 • ~u3 = 0
~u3 • ~u3 = 1, ~u3 • ~u1 = 0

Propriétés

Le produit scalaire possède des propriétés bien spécifiques: symétrie, positivité, bilinéarité. Grâce à
ces propriétés, on en déduit une expression analytique du produit scalaire de deux vecteurs.

Propriété 1.1.1 Soit {~u1, ~u2, ~u3} une base orthonormée de l’espace. Si les composantes des vecteurs
~x, ~y dans cette base sont (a, b, c) et (a′, b′, c′), alors on a

~x • ~y = aa′ + bb′ + cc′.

1.1.6 Produit vectoriel de deux vecteurs

Rappelons que la définition du produit vectoriel nécessite l’introduction de la notion d’orientation de
l’espace et d’orientation des bases de l’espace. Comme dans la section précédente, nous renvoyons au
cours de Mathématiques générales A pour des compléments.

Définition

Le produit vectoriel de deux vecteurs est défini géométriquement comme suit.

u

v

u v∧
(or. droite)

u v∧
(or. gauche)

θ

Si ~u et ~v ne sont pas parallèles,
~u ∧ ~v est un vecteur (axial) qui est défini comme suit
• norme donnée par 2 fois l’aire du triangle construit
sur ~u et ~v, c’est-à-dire de norme égale au réel positif
‖~u‖ ‖~v‖ sin θ
• direction orthogonale au plan défini par ~u et ~v,
• sens tel que {~u,~v, ~u∧~v} constitue une base orientée
comme l’espace .
Si ~u et ~v sont parallèles, le produit vectoriel de ces
vecteurs, ~u ∧ ~v, est par définition le vecteur nul.

On a donc directement la propriété suivante: le produit vectoriel de deux vecteurs est nul si et
seulement si les deux vecteurs sont linéairement dépendants.

Sauf mention explicite du contraire, on suppose être dans le cas d’un espace orienté à droite.
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Propriétés

Le produit vectoriel possède des propriétés bien spécifiques, notamment l’antisymétrie et la bilinéarité.
Grâce à ces propriétés, dans une base orthonormée orientée comme l’espace, on en déduit l’expression
des composantes du produit vectoriel de deux vecteurs à l’aide des composantes de ces vecteurs.

Propriété 1.1.2 Soit {~u1, ~u2, ~u3} une base orthonormée de l’espace.
1) On a

~u1 ∧ ~u1 = ~0 ~u1 ∧ ~u2 = ~u3 ~u1 ∧ ~u3 = −~u2

~u2 ∧ ~u2 = ~0 ~u2 ∧ ~u1 = −~u3 ~u2 ∧ ~u3 = ~u1

~u3 ∧ ~u3 = ~0 ~u3 ∧ ~u1 = ~u2 ~u3 ∧ ~u2 = −~u1.

2) Si les composantes des vecteurs ~x, ~y dans cette base sont (a, b, c) et (a′, b′, c′), alors on a

~x ∧ ~y = (bc′ − b′c)~u1 + (a′c − ac′)~u2 + (ab′ − a′b)~u3;

en d’autres termes, les composantes du produit vectoriel ~x ∧ ~y sont les cofacteurs des éléments de la
troisième ligne de la matrice 


a b c
a′ b′ c′

• • •


 .

1.1.7 Projections orthogonales

Dans l’espace, si on donne un vecteur non nul ~v, les vecteurs qui lui sont orthogonaux forment un plan
vectoriel. Si on note L1 la droite vectorielle engendrée par ~v, ce plan vectoriel est appelé complément
orthogonal de L1 et est noté L⊥

1 . On a donc

L⊥
1 = {~u : ~u • ~v = 0} = {~u : ~u • ~w = 0, ∀~w ∈ L1}.

De même, si on donne un plan vectoriel L2, les vecteurs orthogonaux à tous les vecteurs de L2

forment une droite vectorielle, appelée complément orthogonal de L2 et est notée L⊥
2 . On a donc

L⊥
2 = {~u : ~u • ~w = 0, ∀~w ∈ L2}.

L
1

v
L

1 est la droite vectorielle engendrée par v

L
1

= L 2

est le complément orthogonal de L
1= L

2

= L2

L
1= L2

Tout vecteur de l’espace s’écrit de manière unique sous la forme de la somme d’un élément de
L1 = L⊥

2 et de L⊥
1 = L2; autrement dit, pour tout vecteur ~x, il existe ~u, ~w uniques tels que

~u ∈ L1 = L⊥
2 , ~w ∈ L⊥

1 = L2, et ~x = ~u + ~w.

Dans cette décomposition, le vecteur
~u

est appelé

la projection orthogonale du vecteur ~x sur la droite vectorielle L1 = L⊥
2
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et le vecteur

~w

est appelé

la projection orthogonale du vecteur ~x sur le plan vectoriel L⊥
1 = L2.

L
1

L1

x u

w

v
= L

2

=L
2

Si L2 est engendré par les deux vecteurs linéairement indépendants ~u1, ~u2, alors

~v est un multiple de ~u1 ∧ ~u2.

De plus, on a

~u = t (~u1 ∧ ~u2) ( resp. ~u = t′~v)

avec

t =
~x • (~u1 ∧ ~u2)

‖~u1 ∧ ~u2‖2
( resp. t′ =

~x • ~v

‖~v‖2
)

et il existe des réels uniques r, s tels que

~w = ~x − ~u = ~x − ~x • (~u1 ∧ ~u2)

‖~u1 ∧ ~u2‖2
~u1 ∧ ~u2 = ~x − ~x • ~v

‖~v‖2
~v = r~u1 + s~u2.

Si en outre ~u1, ~u2 sont orthogonaux, on a

r =
~x • ~u1

‖~u1‖2
, s =

~x • ~u2

‖~u2‖2
.

En particulier, si {~u1, ~u2, ~u3} est une base orthonormée de l’espace et si ~x est un vecteur quelconque
de l’espace, on a

~x = (~x • ~u1) ~u1 + (~x • ~u2) ~u2 + (~x • ~u3) ~u3

où, pour j = 1, 2, 3,

(~x • ~uj) ~uj

est la projection orthogonale du vecteur ~x sur la droite vectorielle engendrée par ~uj et où, pour
j, k ∈ {1, 2, 3} avec j 6= k, le vecteur

(~x • ~uj) ~uj + (~x • ~uk) ~uk

est la projection orthogonale du vecteur ~x sur le plan vectoriel engendré par ~uj et ~uk.
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u
1

3
u

2
u

x

1.2 Repère de l’espace (espace=ensemble de points)

Nous renvoyons au cours de Mathématiques générales A pour des compléments.
Nous notons E l’ensemble des points de l’espace et V l’ensemble des vecteurs libres de l’espace.

On appelle repère de l’espace la donnée d’un point, appelé origine du repère, et d’une base de
l’ensemble des vecteurs libres. Cette base est alors souvent qualifiée de “base associée au repère”. On
dit que le repère est orthonormé si la base associée est orthonormée.

Etant donné un repère d’origine notée O, on appelle coordonnées cartésiennes de P dans ce repère
les composantes du vecteur

−−→
OP dans la base associée au repère.

Etant donné la relation vectorielle

−−→
AB =

−−→
OB −−→

OA

valable pour tous points A,B de l’espace, on obtient le lien suivant entre les composantes d’un vecteur−−→
AB et les coordonnées des points A,B: les composantes du vecteur

−−→
AB sont égales à la différence

entre les cordonnées cartésiennes des points B et A, dans l’ordre.

u
1

3
u

2
u

O

B

A

1.3 Le plan (ensemble de points)

1.3.1 Définitions et propriétés de base

Nous adoptons la définition suivante d’un plan, basée sur la géométrie vectorielle.
Etant donné un point A de l’espace et un plan vectoriel L2, le plan Π déterminé par A et L2 est

l’ensemble des points P de l’espace qui sont tels que le vecteur
−→
AP appartienne à L2.
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En d’autres termes, si L2 est engendré par les vecteurs linéairement indépendants ~u1, ~u2 de V , on
a

Π = {P ∈ E : ∃r1, r2 ∈ R tel que
−→
AP = r1~u1 + r2~u2}.

L
2

A

Π

P

Un vecteur non nul de L2 est appelé un vecteur directeur de Π. Un vecteur normal à Π est,
par définition, un vecteur non nul du complément orthogonal de L2 (c’est-à-dire un vecteur non nul
orthogonal à tout vecteur de L2).

On a les propriétés suivantes:
- si B ∈ Π alors Π = {P ∈ E :

−−→
BP ∈ L2}

- si Π = {P ∈ E :
−→
AP ∈ L2} = {P ∈ E :

−−→
BP ∈ L′

2} alors L2 = L′
2. La démonstration est directe et

laissée au lecteur (elle s’interprète d’ailleurs facilement par un dessin). La première propriété signifie
qu’un plan est déterminé par n’importe lequel de ses points; la seconde signifie que le plan vectoriel
associé à un plan (ensemble de points) est unique.

Notons aussi que, par définition, on dit qu’un vecteur est parallèle à un plan Π si c’est un élement
du plan vectoriel associé à Π.

1.3.2 Equations paramétriques

On fixe un repère de l’espace.

Soit Π un plan donné par un de ses points A et par le plan vectoriel L2. Si on désigne par
(x0, y0, z0) les coordonnées de A et par (α1, β1, γ1), (α2, β2, γ2) les composantes de deux vecteurs
directeurs linéairement indépendants de Π, on a successivement

P ∈ Π ⇔ ∃r, s ∈ R :
−→
AP = r~u1 + s−→u 2

⇔ ∃r, s ∈ R :




x − x0

y − y0

z − z0


 = r




α1

β1

γ1


+ s




α2

β2

γ2




où (x, y, z) sont les coordonnées de P . Les relations




x − x0

y − y0

z − z0


 = r




α1

β1

γ1


+ s




α2

β2

γ2


 , r, s ∈ R

ou encore, sous forme de système





x = x0 + rα1 + sα2

y = y0 + rβ1 + sβ2

z = z0 + rγ1 + sγ2

, r, s ∈ R

s’appellent

des équations paramétriques cartésiennes

du plan Π.
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1.3.3 Equation cartésienne

Etant donné un plan et un repère orthonormé de l’espace, on veut caractériser l’appartenance d’un
point à ce plan par une ou des relations entre les coordonnées cartésiennes de ce point. Les relations
trouvées constitueront alors la ou les équations cartésiennes du plan.

On reprend les notations introduites dans la section précédente.
A partir des équations paramétriques, il est aisé de trouver une forme d’équation cartésienne du

plan. Il suffit en effet d’éliminer les paramètres r et s: par exemple, on a successivement

P ∈ Π ⇔ ∃r, s ∈ R :
−→
AP = r~u1 + s~u2

⇔ −→
AP • (~u1 ∧ ~u2) = 0

⇔ α(x − x0) + β(y − y0) + γ(z − z0) = 0

où (α, β, γ) sont les composantes du produit vectoriel de ~u1 et ~u2. En toute généralité, si ~n est un
vecteur normal à Π, on a

P ∈ Π ⇔ −→
AP • −→n = 0 ⇔ a(x − x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0

où (a, b, c) sont les composantes de ~n. Cette équation peut se mettre sous la forme

ax + by + cz + δ = 0

et s’appelle

équation cartésienne

du plan Π1.

Réciproquement, si on donne une équation de la forme

ax + by + cz + δ = 0

où a, b, c, δ ∈ R, (a, b, c) 6= (0, 0, 0), il s’agit de l’équation cartésienne d’un plan dont un vecteur normal
au plan vectoriel associé a pour composantes (a, b, c). En effet, si x0, y0, z0 vérifient ax0+by0+cz0+δ =
0, on a successivement

ax + by + cz + δ = 0 ⇔ a(x − x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0

⇔ −→
AP • ~n = 0

où P est le point de coordonnées (x, y, z), A celui de coordonnées (x0, y0, z0) et où ~n est le vecteur de
composantes (a, b, c). Les points P de coordonnées (x, y, z) vérifiant ax + by + cz + δ = 0 sont donc
ceux du plan déterminé par le point A et par le plan vectoriel L2, complément orthogonal de la droite
vectorielle engendrée par ~n.

1.3.4 Plans parallèles, plans orthogonaux

Définitions et propriétés de base

Soient Π1 et Π2 deux plans.

Ils sont dits parallèles si deux vecteurs linéairement indépendants de l’un sont des vecteurs di-
recteurs de l’autre2.

1on parle souvent de l’équation cartésienne de Π dans le repère donné car elle est unique à un coefficient non nul près,
multiplicatif de a, b, c, δ.

2Remarquons bien que cette définition a un sens car elle est symétrique par rapport aux deux plans.
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Il est direct de vérifier que l’on a les propriétés suivantes:
- deux plans sont parallèles si et seulement s’ils possèdent le même plan vectoriel associé;
- deux plans sont parallèles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont parallèles (ce qui revient à
demander qu’un vecteur normal à l’un des plans soit parallèle à un vecteur normal à l’autre plan.)

Les plans Π1 et Π2 sont dits orthogonaux (ou perpendiculaires) si un vecteur normal de l’un est
un vecteur directeur de l’autre3.

Il est direct de vérifier que l’on a la propriété suivante: deux plans sont orthogonaux si et seulement
si un vecteur (resp. tout vecteur) normal à l’un et un vecteur (resp. tout vecteur) normal à l’autre
sont orthogonaux.

Quelques expressions analytiques

En guise d’exercices, exprimons analytiquement quelques relations faisant intervenir le parallélisme et
l’orthogonalité de plans. On suppose être dans un espace muni d’un repère orthonormé.

On donne les plans Π1,Π2 par leur équation cartésienne:

Π1 : α1x + β1y + γ1z + δ1 = 0, Π2 : α2x + β2y + γ2z + δ2 = 0

où (α1, β1, γ1) 6= (0, 0, 0) et (α2, β2, γ2) 6= (0, 0, 0).
Ces plans sont parallèles si et seulement s’il existe r ∈ R tel que

α1 = rα2, β1 = rβ2, γ1 = rγ2.

Ces plans sont orthogonaux si et seulement si

α1α2 + β1β2 + γ1γ2 = 0.

Soit un vecteur de composantes (a, b, c); il est parallèle à Π1 si et seulement si

α1a + β1b + γ1c = 0.

1.4 La droite (ensemble de points)

1.4.1 Définitions et propriétés de base

Nous adoptons la définition suivante d’une droite, basée sur la géométrie vectorielle.
Etant donné un point A de l’espace et une droite vectorielle L1, la droite d déterminée par A et

L1 est l’ensemble des points P de l’espace qui sont tels que le vecteur
−→
AP appartienne à L1.

3Remarquons bien que cette définition a un sens car elle est symétrique par rapport aux deux plans.
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En d’autres termes, si L1 est engendré par le vecteur non nul ~v de V , on a

d = {P ∈ E : ∃r ∈ R tel que
−→
AP = r~v}.

Un vecteur non nul de L1 est appelé un vecteur directeur de d.

A

v

P

On voit directement que l’on a les propriétés suivantes:
- si B ∈ d alors d = {P ∈ E :

−−→
BP ∈ L1}

- si L1, L
′
1 sont deux droites vectorielles et A,B sont deux points tels que d = {P ∈ E :

−→
AP ∈ L1} =

{P ∈ E :
−−→
BP ∈ L′

1} alors L1 = L′
1. La preuve de cette propriété est analogue à celle concernant le cas

du plan et s’interpète aussi de la même manière.

1.4.2 Equations paramétriques

On fixe un repère de l’espace.

Soit d une droite donnée par un de ses points A et par la droite vectorielle L1. Si on désigne par
(x0, y0, z0) les coordonnées de A et par (α, β, γ) les composantes d’un vecteur directeur ~v de d, on a
successivement

P ∈ d ⇔ ∃r ∈ R :
−→
AP = r~v

⇔ ∃r ∈ R :




x − x0

y − y0

z − z0


 = r




α
β
γ




où (x, y, z) sont les coordonnées de P . Les relations




x − x0

y − y0

z − z0


 = r




α
β
γ


 , r ∈ R

ou encore, sous forme de système





x = x0 + rα
y = y0 + rβ
z = z0 + rγ

, r ∈ R

s’appellent

des équations paramétriques cartésiennes

de la droite d.
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1.4.3 Equations cartésiennes

Etant donné une droite et un repère orthonormé de l’espace, on veut caractériser l’appartenance d’un
point à cette droite par une ou des relations entre les coordonnées cartésiennes de ce point. Les
relations trouvées constitueront alors des équations cartésiennes de la droite.

On reprend les notations introduites dans la section précédente.

A partir des équations paramétriques, il est aisé de trouver une forme d’équations cartésiennes de
la droite d. Il suffit en effet d’éliminer le paramètre r. Ainsi, lorsque aucune des composantes de ~v
n’est nulle, on obtient

P ∈ d ⇔ ∃r ∈ R :




x − x0

y − y0

z − z0


 = r




α
β
γ




⇔ x − x0

α
=

y − y0

β
=

z − z0

γ
.

Si par exemple α = 0, β 6= 0, γ 6= 0, on a

P ∈ d ⇔ ∃r ∈ R :




x − x0

y − y0

z − z0


 = r




α
β
γ




⇔ x = x0 et
y − y0

β
=

z − z0

γ
.

On obtient des relations analogues dans le cas où β = 0 (resp. γ = 0) et les deux autres composantes
diffèrent de 0. Lorsque α = β = 0, alors nécessairement γ 6= 0 et on a

P ∈ d ⇔ ∃r ∈ R :




x − x0

y − y0

z − z0


 = r




α
β
γ




⇔ x = x0 et y = y0.

On obtient des relations analogues lorsque deux autres composantes sont nulles.

En résumé, on voit que d a pour équations cartésiennes les deux équations

x − x0

α
=

y − y0

β
=

z − z0

γ

en prenant pour convention que si un dénominateur est nul, alors le numérateur est nul.

Dans tous les cas, ces équations peuvent se mettre sous la forme

{
ax + by + cz + δ = 0
a′x + b′y + c′z + δ′ = 0

où (a, b, c) et (a′, b′, c′) sont les composantes de deux vecteurs linéairement indépendants. Il s’ensuit
que la droite d est vue comme l’intersection des plans non parallèles d’équation respective

ax + by + cz + δ = 0 et a′x + b′y + c′z + δ′ = 0.

Le système d’équations ci-dessus s’appelle un

système d’équations cartésiennes de la droite d.
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Réciproquement, considérons le système d’équations

{
ax + by + cz + δ = 0
a′x + b′y + c′z + δ′ = 0

où (a, b, c) et (a′, b′, c′) sont les composantes de deux vecteurs linéairement indépendants. Ce système
représente donc l’intersection de deux plans non parallèles, c’est-à-dire une droite.

Montrons comment obtenir aisément un vecteur directeur de cette droite. Le vecteur ~n de com-
posantes (a, b, c) est normal au plan Π d’équation ax+ by + cz + δ = 0 et le vecteur ~n′ de composantes
(a′, b′, c′) est normal au plan Π′ d’équation a′x + b′y + c′z + δ = 0. Le vecteur ~n ∧ ~n′, orthogonal à
~n (resp. à ~n′) est donc dans le plan vectoriel associé à Π (resp. à Π′); il s’agit donc d’un vecteur
directeur de la droite d’intersection des deux plans.

1.4.4 Droites parallèles, orthogonales

Par définition, deux droites sont parallèles si elles sont engendrées par la même droite vectorielle. Cela
revient au même de dire que deux droites sont parallèles si un vecteur directeur de l’une est un vecteur
directeur de l’autre.

Par définition, deux droites sont orthogonales4 si un vecteur directeur de l’une est orthogonal à un
vecteur directeur de l’autre.

1.5 Parallélisme et orthogonalité entre droite et plan

1.5.1 Définitions

d

∏

d

∏

La droite d et le plan Π sont
- parallèles si un vecteur directeur de d est aussi un vecteur directeur de Π; il revient au même de dire
que d et Π sont parallèles si un vecteur directeur de d et un vecteur normal de Π sont orthogonaux;
- orthogonaux si un vecteur directeur de d est orthogonal à Π; il revient au même de dire que d et Π
sont orthogonaux si un vecteur normal à Π est un vecteur directeur de d.

4Parfois, on utilise aussi le terme “perpendiculaire” au lieu d’“orthogonal”.
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1.5.2 Quelques expressions analytiques

En guise d’exercices, exprimons analytiquement quelques relations faisant intervenir le parallélisme
et l’orthogonalité d’une droite et d’un plan. On suppose être dans un espace muni d’un repère or-
thonormé.

On donne la droite d et le plan Π d’équations cartésiennes

Π : αx + βy + γz + δ = 0 d :

{
ax + by + cz + e = 0
a′x + b′y + c′z + e′ = 0

où (α, β, γ) 6= (0, 0, 0) et (a, b, c), (a′, b′, c′) sont les composantes de vecteurs linéairement indépendants.
Notons ~n et ~n′ ces vecteurs et (α′, β′, γ′) les composantes du produit vectoriel de ~n et ~n′.

La droite d et le plan Π sont
- parallèles si et seulement si

αα′ + ββ′ + γγ′ = 0

- orthogonaux si et seulement s’il existe r ∈ R tel que

α = rα′, β = rβ′, γ = rγ′.

1.6 Distances

Rappelons la définition de la distance entre deux ensembles non vides E,E′ de l’espace:

dist(E,E′) = inf{‖−−→PP ′‖ : P ∈ E,P ′ ∈ E′}.

Remarquons immédiatement que si l’intersection des ensembles E et E′ n’est pas vide, la distance
entre ces deux ensembles est nulle.

Les bornes inférieures et supérieures d’ensembles ne sont pas toujours aisées à calculer. Cependant,
dans le cas de la distance entre les éléments géométriques introduits précédemment (point, droite,
plan), on obtient des méthodes de calcul très rapides de cette distance.

1.6.1 Distance entre deux points

Si A,A′ sont deux points de l’espace, la distance entre ces points est notée

dist(A,A′)

et elle vaut bien sûr
dist({A}, {A′}) = ‖−−→AA′‖.

Si, dans un repère orthonormé, A,A′ ont respectivement pour coordonnées cartésiennes (a, b, c) et
(a′, b′, c′), on a

dist(A,A′) =
√

(a − a′)2 + (b − b′)2 + (c − c′)2.
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1.6.2 Distance entre un point et un plan

Soit P0 un point de l’espace et Π0 un plan. La distance entre le singleton {P0} et Π0 est notée
dist(P0,Π0). Notons d0 la droite passant par P0 et orthogonale au plan Π0. Désignons par P ′

0 le point
d’intersection de d0 et du plan Π0. Ce point s’appelle la projection orthogonale de P0 sur Π0.

∏
0

P
0

d0

P’
0P

Pour tout P ∈ Π0, on a
−−→
P0P =

−−−→
P0P

′
0 +

−−→
P ′

0P

avec

−−−→
P0P

′
0 = projection orthogonale du vecteur

−−→
P0P sur la droite vectorielle associée à d0−−→

P ′
0P = projection orthogonale du vecteur

−−→
P0P sur le plan vectoriel associé à Π0.

∏
0

P
0

P’
0P

Vu l’orthogonalité entre les vecteurs
−−−→
P0P

′
0 et

−−→
P ′

0P , on a

‖−−→P0P‖2 = ‖−−−→P0P
′
0‖2 + ‖−−→P ′

0P‖2

donc

‖−−→P0P‖ ≥ ‖−−−→P0P
′
0‖ ∀P ∈ Π0.

Il s’ensuit que le réel ‖−−−→P0P
′
0‖ est la borne inférieure de l’ensemble {‖−−→P0P‖ : P ∈ Π0} donc

dist(P0,Π0) = ‖−−−→P0P
′
0‖.

Cela étant, donnons maintenant une expression analytique de cette distance en fonction de l’équa-
tion cartésienne de Π0 et des coordonnées cartésiennes du point P0.

Propriété 1.6.1 Si P0 a pour coordonnées cartésiennes (x0, y0, z0) et si Π0 a pour équation carté-
sienne ax + by + cz + d = 0 alors

dist(P0,Π0) =
|ax0 + by0 + cz0 + d|√

a2 + b2 + c2
.

Preuve. Nous reprenons les résultats et notations introduits ci-dessus.



1.6. DISTANCES 17

Vu ce qui précède, on doit calculer la longueur du vecteur
−−−→
P0P

′
0. Comme celui-ci est la projection

orthogonale du vecteur
−−→
P0P sur la droite vectorielle associée à d0 et comme cette droite vectorielle est

engendrée par le vecteur ~n de composantes (a, b, c), on a

−−−→
P0P

′
0 =

−−→
P0P • ~n

‖~n‖2
~n

=
a(x − x0) + b(y − y0) + c(z − z0)

a2 + b2 + c2
~n

donc

‖−−−→P0P
′
0‖ =

|a(x − x0) + b(y − y0) + c(z − z0)|√
a2 + b2 + c2

=
|ax0 + by0 + cz0 + d|√

a2 + b2 + c2
.

2

1.6.3 Distance entre un point et une droite

Soit P0 un point de l’espace et d0 une droite. La distance entre le singleton {P0} et d0 est notée
dist(P0, d0). Notons Π0 le plan passant par P0 et orthogonal à la droite d0. Désignons par P ′

0 le point
d’intersection de d0 et du plan Π0. Ce point s’appelle la projection orthogonale de P0 sur d0. Pour
tout P ∈ d0, on a

−−→
P0P =

−−−→
P0P

′
0 +

−−→
P ′

0P

avec

−−−→
P0P

′
0 = projection orthogonale du vecteur

−−→
P0P sur le plan vectoriel associé à Π0−−→

P ′
0P = projection orthogonale du vecteur

−−→
P0P sur la droite vectorielle associée à d0.

P
0

d
0

∏
0

P’
0

P

Vu l’orthogonalité entre les vecteurs
−−−→
P0P

′
0 et

−−→
P ′

0P , on a, comme dans le cas précédent

dist(P0, d0) = ‖−−−→P0P
′
0‖.

Comme dans le cas précédent aussi, donnons maintenant une expression analytique de cette dis-
tance en fonction de P0, d’un point et d’un vecteur directeur de d0.

Propriété 1.6.2 Pour tout A ∈ d0 et pour tout vecteur directeur ~v de d0, on a

dist(P0, d0) =
‖−−→AP0 ∧ ~v‖

‖~v‖ .

Preuve. Nous reprenons les résultats et notations introduits ci-dessus.
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P
0

d
0

∏
0

P’
0

A

α
v

Par construction, si α désigne la mesure de l’angle entre les vecteurs
−−→
AP0 et ~AP ′

0 (en supposant
que ces vecteurs ne sont pas nuls), on a

‖−−−→P0P
′
0‖ = ‖−−→AP0‖ sin α.

On obtient alors successivement

‖−−−→P0P
′
0‖ =

‖−−→AP0‖ ‖~v‖ sin α

‖~v‖

=
‖−−→AP0 ∧ ~v‖

‖~v‖ .

2

1.6.4 Distance entre deux droites

Cas de deux droites parallèles

Si les droites sont confondues, leur distance est nulle. Si elles ne sont pas confondues, par un raison-
nement analogue à celui des cas précédents, on obtient que

dist(d, d′) = dist(P0, d
′) = ‖−−−→P0P

′
0‖

où P0 est un point quelconque de d et P ′
0 sa projection orthogonale sur d′. On est donc ramené au cas

de la distance entre un point et une droite.

P0

d

d’

Cas de deux droites sécantes

La distance entre deux droites sécantes est nulle.

Cas de deux droites gauches

Deux droites d et d′ sont dites gauches si elles ne sont pas parallèles et n’ont aucun point commun. Il
revient au même de dire que d et d′ sont gauches si elles n’appartiennent pas à un même plan.

Avant de démontrer un résultat permettant de calculer directement la distance entre deux droites
gauches, établissons un résultat auxiliaire, qui a son intérêt propre.

Propriété 1.6.3 Si d et d′ sont deux droites gauches, alors il existe une et une seule droite d0 qui a
les propriétés suivantes:
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• d et d0 sont orthogonales

• d′ et d0 sont orthogonales

• d ∩ d0 = un point, d′ ∩ d0 = un point.

La droite d0 est appelée la perpendiculaire commune aux droites d et d′5 .

Preuve. Soient ~v,~v′ des vecteurs directeurs de d et d′ respectivement.

Montrons l’unicité de la droite annoncée dans l’énoncé. Si d0 est une droite qui remplit les condi-
tions énoncées, alors le vecteur ~v ∧ ~v′ est un vecteur directeur de d0. De plus, d0 est dans le plan Π0

formé par d et d0 (Π0 peut aussi être vu comme le plan comprenant d et ayant en outre ~v ∧~v′ comme
vecteur directeur) et également dans le plan Π′

0 formé par d′ et d0 (Π′
0 peut aussi être vu comme le

plan comprenant d′ et ayant en outre ~v ∧ ~v′ comme vecteur directeur). On a donc d0 ⊂ Π0 ∩ Π′
0. Les

deux plans Π0, Π′
0 n’étant pas confondus (car d et d′ sont gauches) et contenant tous les deux d0, on

obtient que d0 = Π0 ∩ Π′
0.

Montrons l’existence de d0. Considérons les plans Π0 et Π′
0 (Π0 est le plan comprenant d et ayant

en outre ~v ∧~v′ comme vecteur directeur; Π′
0 est le plan comprenant d′ et ayant en outre ~v ∧~v′ comme

vecteur directeur). Ces plans ne sont pas parallèles (car s’ils l’étaient, les vecteurs ~v,~v′, ~v ∧~v′ seraient
dans un même plan vectoriel, c’est-à-dire linéairement dépendants). Dès lors l’intersection de ces deux
plans est une droite. Posons d0 = Π0 ∩ Π′

0 et montrons que d0 remplit les conditions de l’énoncé.
Comme le vecteur ~v ∧ ~v′ est à la fois parallèle à Π0 et à Π′

0, la droite d0 a nécessairement ce vecteur
comme vecteur directeur; elle est donc orthogonale à d et aussi à d′. De plus, comme d et d0 sont dans
le plan Π0 et ne sont pas parallèles, elles se coupent en un point; il en est de même pour d′ et d0. 2

d

d'

d
0

π
0

π'
0

Calculons maintenant la distance entre deux droites gauches de façon pratique.

Propriété 1.6.4 Soient d, d′ deux droites gauches de perpendiculaire commune d0. Si les points P0, P
′
0

sont respectivement les points d’intersection de d0 et d, d′ alors

dist(d, d′) = ‖−−−→P0P
′
0‖ =

|−−→PP ′ • (~v ∧ ~v′)|
‖~v ∧ ~v′‖

où P est un point de d, P ′ un point de d′, ~v un vecteur directeur de d, ~v′ un vecteur directeur de d′.

5Remarquons que si d et d′ sont sécantes, alors la droite passant par le point commun à ces deux droites et orthogonale
au plan formé par ces droites est la seule droite qui possède les propriétés énoncées ci-dessus.
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d

d’

P

P’

d0P’0

P
0

Preuve. Pour tous P ∈ d, P ′ ∈ d′, on a

−−→
PP ′ =

−−→
PP0 +

−−−→
P0P

′
0 +

−−−→
P ′

0P
′.

Comme les vecteurs
−−→
PP0 +

−−−→
P ′

0P
′ et

−−−→
P0P

′
0 sont orthogonaux, on a

‖−−→PP ′‖2 = ‖−−→PP0 +
−−−→
P ′

0P
′‖2 + ‖−−−→P0P

′
0‖2

donc

‖−−→PP ′‖ ≥ ‖−−−→P0P
′
0‖, ∀P ∈ d, P ′ ∈ d′

et par suite

dist(d, d′) = ‖−−−→P0P
′
0‖.

Cela étant, comme
−−→
PP ′ =

−−→
PP0 +

−−−→
P0P

′
0 +

−−−→
P ′

0P
′

où les vecteurs
−−→
PP0 +

−−−→
P ′

0P
′ et

−−−→
P0P

′
0 sont orthogonaux, le vecteur

−−−→
P0P

′
0 est la projection orthogonale

du vecteur
−−→
PP ′ sur la droite vectorielle engendrée par ~v ∧ ~v′. Il s’ensuit que

−−−→
P0P

′
0 =

−−→
PP ′ • (~v ∧ ~v′)

‖~v ∧ ~v′‖2
~v ∧ ~v′

donc

‖−−−→P0P
′
0‖ =

|−−→PP ′ • (~v ∧ ~v′)|
‖~v ∧ ~v′‖

.

2

Remarquons que si les droites sont sécantes, l’expression
~PP ′•(~v∧~v′)

‖~v∧~v′‖ est nulle (il suffit de prendre

P = P ′= point d’intersection des droites). Dès lors, la distance entre deux droites non parallèles d, d′

est donnée par

|−−→PP ′ • (~v ∧ ~v′)|
‖~v ∧ ~v′‖

où P est un point de d, P ′ un point de d′, ~v un vecteur directeur de d, ~v′ un vecteur directeur de d′.

1.6.5 Distance entre une droite et un plan

Si la droite et le plan ne sont pas parallèles, ils ont un point commun et la distance est donc nulle.

Si la droite est parallèle au plan, par un raisonnement analogue à celui qui a été fait dans les cas
précédents, on montre que la distance entre la droite et le plan est égale à la distance entre un point
quelconque de la droite et le plan. On est donc ramené au cas du calcul de la distance entre un point
et un plan.
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P
0

0
Π

1.6.6 Distance entre deux plans

Si les plans sont parallèles, par un raisonnement analogue à celui qui a été fait dans les cas précédents,
on montre que la distance entre ceux-ci est égale à la distance entre un point quelconque de l’un d’eux
et de l’autre plan. On est donc ramené au cas du calcul de la distance entre un point et un plan.

P
0

Si les plans ne sont pas parallèles, ils ont une intersection non vide. La distance entre les plans est
donc nulle.

1.7 Angles

Rappelons que l’angle (ou plutôt la mesure de l’angle non orienté) entre deux vecteurs non nuls ~v, ~v′

est le réel θ ∈ [0, π] tel que

~v • ~v′ = ‖~v‖ ‖~v′‖ cos θ.

Notons a(~v, ~v′) l’angle entre les vecteurs ~v, ~v′.
Si d et d′ sont deux droites de vecteurs directeurs ~v, ~v′ respectivement, l’angle entre les deux droites

est, par définition, le plus petit des angles a(~v, ~v′) et a(~v,−~v′). L’angle entre deux droites appartient
donc toujours à l’intervalle [0, π/2].

Soient Π,Π′ deux plans. Notons d une droite6 orthogonale à Π et d′ une droite orthogonale à Π′.
Par définition, l’angle entre les deux plans Π et Π′ est l’angle entre d et d′. Il s’agit donc d’un réel de
l’intervalle [0, π/2].

Soient d et Π respectivement une droite et un plan. Si d′ désigne une normale à Π, l’angle (ou
plutôt la mesure de l’angle) entre la droite d et le plan Π est π/2 moins l’angle entre d et d′. Il s’agit
donc d’un réel de l’intervalle [0, π/2].

v

v’

d

d’

d
d’ d

d’

Π Π

Π
'

6Une droite orthogonale à un plan est qualifiée de droite normale au plan.
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1.8 Faisceaux de plans

Les faisceaux de plans représentent un outil de calcul particulièrement efficace dans plusieurs situations
car ils permettent de donner directement la forme de l’équation d’un plan quand on sait qu’il contient
une droite donnée.

Soit d une droite. On appelle faisceau de plans d’axe d l’ensemble des plans qui contiennent la
droite d.

d

Proposition 1.8.1 Soit la droite d d’équations cartésiennes

{
ax + by + cz + e = 0
a′x + b′y + c′z + e′ = 0

où les vecteurs ~n, ~n′ respectivement de composantes (a, b, c), (a′, b′, c′) sont linéairement indépendants.
Alors un plan Π est un plan du faisceau d’axe d si et seulement si Π a une équation cartésienne de la
forme

r(ax + by + cz + e) + s(a′x + b′y + c′z + e′) = 0

où r, s sont des réels non simultanément nuls.

Preuve. Remarquons tout d’abord que pour tous réels r, s non simultanément nuls, l’équation
r(ax + by + cz + e) + s(a′x + b′y + c′z + e′) = 0 est bien celle d’un plan. En effet, elle s’écrit aussi

(ra + sa′)x + (rb + sb′)y + (rc + sc′)z + re + se′ = 0

et les coefficients ra+ sa′, rb+ sb′, rc+ sc′ ne sont pas tous nuls car les vecteurs ~n, ~n′ sont linéairement
indépendants et r, s ne sont pas tous les deux nuls.

Cela étant, un plan d’équation r(ax + by + cz + e) + s(a′x + b′y + c′z + e′) = 0 contient la droite
d car si P (x, y, z) est un point de d, on a ax + by + cz + e = 0 et a′x + b′y + c′z + e′ = 0 donc aussi
r(ax + by + cz + e) + s(a′x + b′y + c′z + e′) = 0.

Réciproquement, supposons que le plan Π d’équation cartésienne αx + βy + γz + δ = 0, où
(α, β, γ) 6= (0, 0, 0), contienne la droite d. En particulier, d et Π sont parallèles donc le vecteur

−→
n” de

composantes (α, β, γ) est orthogonal au vecteur ~n∧ ~n′, vecteur directeur de d; dès lors,
−→
n” est dans le

plan vectoriel engendré par ~n, ~n′. Il s’ensuit qu’il existe des réels r, s tels que ~n” = r~n+ s~n′ ou encore,
en passant aux composantes,

α = ra + sa′, β = rb + sb′, γ = rc + sc′.

Soit ensuite un point P0 de d; notons (x0, y0, z0) ses coordonnées cartésiennes. On a donc

e = −(ax0 + by0 + cz0) et e′ = −(a′x0 + b′y0 + c′z0).
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Comme Π contient d, le point P0 est aussi un point de Π; dès lors αx0 + βy0 + γz0 + δ = 0 ou encore

(ra + sa′)x0 + (rb + sb′)y0 + (rc + sc′)z0 + δ = 0

en utilisant les relations entre α, β, γ, a, b, c trouvées ci-dessus. On obtient ainsi

δ = −(ra + sa′)x0 − (rb + sb′)y0 − (rc + sc′)z0

= −r(ax0 + by0 + cz0) − s(a′x0 + b′y0 + c′z0)

= re + se′.

Au total on a
α = ra + sa′, β = rb + sb′, γ = rc + sc′, δ = re + se′

et on peut donc conclure que l’équation de Π a la forme annoncée.2

1.9 Exercices

1.9.1 Calcul vectoriel

1. Soit une base orthonormée {~e1, ~e2, ~e3} de l’espace (représentée en traits gras sur le dessin). Les
vecteurs

−→
OA,

−−→
OG,

−−→
OC y ont respectivement pour composantes (2, 0, 0), (0, 0, 2) et (0, 3, 0).

G

FD

A

E

O

B

C

Dans ce qui suit, sauf mention du contraire, les composantes des vecteurs sont demandées dans
la base {~e1, ~e2, ~e3}.

(a) Déterminer les composantes des vecteurs
−−→
GF ,

−−→
OF ,

−−→
BC,

−−→
EC,

−−→
OB

(b) Représenter le vecteur de composantes (2, 3, 1) et celui de composantes (−1,−1,−1).

(c) Calculer le produit scalaire de
−−→
EF avec

−−→
OB

(d) Calculer les composantes du produit vectoriel de
−→
FA avec

−−→
GE

(e) Déterminer les composantes du vecteur (
−→
OA ∧−−→

EF ) ∧ −→
GA.

(f) Déterminer la mesure de l’angle (non orienté) entre
−−→
OE et

−−→
OB

(g) Déterminer les composantes de la projection orthogonale du vecteur
−−→
OE sur le plan formé

par
−−→
BC et

−−→
OC

(h) Déterminer les composantes de la projection orthogonale du vecteur
−→
AF sur la droite vec-

torielle déterminée par ~e1

(i) Déterminer les composantes de la projection orthogonale du vecteur
−→
AF sur le plan vectoriel

déterminé par ~e1 et ~e3

(j) Déterminer les composantes de la projection orthogonale du vecteur
−→
AF sur le plan vectoriel

déterminé par ~e1 et
−−→
OE
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(k) Déterminer les composantes de la projection orthogonale du vecteur ~x = 3~e1 −~e2 + 4~e3 sur
la droite déterminée par ~e2.

(l) Déterminer les composantes de la projection orthogonale du vecteur ~x = 3~e1 −~e2 + 4~e3 sur
la droite déterminée par

−→
CA.

(m) On considère le plan L, formé par les vecteurs ~e1 et ~e2. Dans ce plan, on considère les
vecteurs ~OB et ~a = ~e1 − ~e2. Ces vecteurs forment-ils une base de L? Si la réponse est oui,
déterminer les composantes du vecteur ~e1 dans cette nouvelle base.

2. Soit une base orthonormée ~e1, ~e2, ~e3 de l’espace. On donne les vecteurs

~u = 2~e1 + 4~e2 − ~e3, ~v = ~e1 − ~e2, ~w = −~e1 + ~e2 + ~e3.

(a) Ces vecteurs sont-ils linéairement dépendants ou indépendants?

(b) Représenter ces vecteurs.

(c) Calculer le produit scalaire de ~u avec ~v.

(d) Déterminer les composantes d’un vecteur non nul orthogonal au vecteur ~v.

(e) Calculer le produit vectoriel de ~u avec ~w.

(f) Parmi les expressions suivantes, déterminer celles qui ont un sens et les calculer.

~u • ~v • ~w, (~u ∧ ~v) • ~w, (~u • ~v)~w, (~u ∧ ~v) ∧ ~w, (~u ∧ ~v) • ~w − ~v ∧ ~w

(g) Déterminer les composantes de la projection orthogonale de ~u sur le plan engendré par ~e1

et ~e2.

(h) Vérifier que les vecteurs ~u et ~v déterminent bien un plan L. Ensuite, déterminer les com-
posantes de la projection orthogonale de ~w sur ce plan.

3. Soit ~e1, ~e2, ~e3 une base orthonormée de l’espace. On considère les trois vecteurs ~a = 2~e1 + ~e2,
~b = b1~e1 +2~e2 + b3~e3, ~c = ~e1 + 1

2~e2 +~e3. On demande de déterminer b1 et b3 dans les cas suivants

(a) les vecteurs ~a et ~b sont orthogonaux;

(b) les vecteurs ~a et ~b sont parallèles;

(c) les trois vecteurs sont coplanaires.

4. a) Interpréter géométriquement le produit vectoriel ~x ∧ ~e lorsque ‖~e‖ = 1 et ~e • ~x = 0.

b) On démontre que
(~u ∧ ~v) ∧ ~w = (~u • ~w) ~v − (~v • ~w)~u

pour tous vecteurs libres ~u,~v, ~w. Par une interprétation géométrique, montrer qu’effectivement
le vecteur du membre de gauche est une combinaison linéaire de ~u et ~v.

5. Démontrer l’identité de Jacobi

(~a ∧~b) ∧ ~c + (~b ∧ ~c) ∧ ~a + (~c ∧ ~a) ∧~b = ~0.

6. Démontrer l’identité

(~a ∧~b) • (~c ∧ ~d) = (~a • ~c)(~b • ~d) − (~a • ~d)(~b • ~c).

7. Démontrer l’identité
((~a ∧~b) ∧ (~b ∧ ~c)) • (~c ∧ ~a) = [(~a ∧~b) • ~c]2.

En déduire que, si les vecteurs ~a, ~b et ~c sont linéairement indépendants, il en est de même des
vecteurs ~a ∧~b, ~b ∧ ~c et ~c ∧ ~a.
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8. On se place dans l’espace et on considère une base {~a1, ~a2, ~a3}. Pour quelles valeurs de r, s ∈ IR
les vecteurs ~b1 = r ~a1 + s ~a2, ~b2 = r ~a2 + s ~a3, ~b3 = r ~a3 + s ~a1 sont-ils linéairement dépendants?
Forment-ils une base pour r = s = 1? Si oui, quelles sont les composantes de ~v = 2~a1 + ~a2 − ~a3

dans cette nouvelle base?

9. Dans l’espace muni d’une base orthonormée, on donne les vecteurs ~v1, ~v2, ~v2 respectivement de
composantes (1/

√
2,−1/

√
2, 0), (1/

√
2, 1/

√
2, 0), (0, 0, 1). Montrer que ces vecteurs forment une

base orthonormée de l’espace. Calculer dans celle-ci les composantes du vecteur ~v ayant, dans
la base de départ, les composantes suivantes (

√
2,
√

2,−1).

10. On se place dans l’espace muni d’une base orthonormée. On donne les vecteurs ~v1, ~v2 par leurs
composantes dans cette base, soit respectivement (1,−2, 3), (0, 1,−1). Calculer ~v1 • ~v2, ~v1 ∧ ~v2,
(~v1 + ~v2) • (~v1 ∧ ~v2), le cosinus de l’angle entre ~v1, ~v2.

11. Calculer le produit scalaire des vecteurs ~u,~v dans chacun des cas suivants:
a) ~u = ~e1 + 2~e2 − ~e3 et ~v = ~e1 − 2~e2 + 3~e3.
b)

v

u =5

u

=2v

∏/3

12. Les vecteurs ~u et ~v sont dans le plan de la feuille. Représenter (géométriquement) la projection
orthogonale de ~v sur ~u (plus précisément sur la droite vectorielle déterminée par ~u). Si
~u = ~e1 − 2~e2 + 2~e3, ~v = ~e1 + ~e2, quelles sont les composantes de cette projection dans la base
{~e1, ~e2, ~e3}?

u

v

13. Dans l’espace des vecteurs libres, on fixe une base orthonormée formée des vecteurs ~e1, ~e2, ~e3

et on donne le vecteur ~u de composantes (1, 1, 0) dans cette base. On demande de caractériser
l’ensemble des vecteurs ~v dont la projection orthogonale sur la droite vectorielle déterminée par
~e3 est ~0 et dont le produit scalaire avec le vecteur ~u vaut 1. On demande aussi une représentation
géométrique de cet ensemble de vecteurs.

14. Dans l’espace des vecteurs libres, on fixe une base orthonormée formée des vecteurs ~e1, ~e2, ~e3. On
demande de déterminer les composantes d’un vecteur ~u dans cette base sachant que la mesure
de l’angle non orienté entre ~u et ~e1 vaut π/3, celle entre ~u et ~e2 vaut π/3, celle entre ~u et ~e3

vaut π/4 et sachant que le produit scalaire de ~u et du vecteur ~v de composantes (1,−1,
√

2/2)
est égal à 2.

15. Dans l’espace, on fixe un repère orthonormé formé d’un point O et de trois vecteurs orthonormés
~e1, ~e2, ~e3. On donne les points P,Q,R respectivement de coordonnées

(1, 2, 3), (−1, 0, 1), (1, 1, 0).

Dans la base {~e1, ~e2, ~e3}, calculer les composantes de la projection orthogonale du vecteur
−→
PR

sur la droite vectorielle engendrée par
−−→
PQ. Justifier vos démarches.
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16. On donne les vecteurs ~a,~b tels que

‖~a‖ = 2‖~b‖, ~a

‖~a‖ •
~b

‖~b‖
=

−1

2
.

Représenter ces vecteurs et justifier votre représentation.

17. Répondre aux questions à choix multiples suivantes.
• Le produit scalaire de deux vecteurs est un vecteur Vrai2 Faux2.
• Si ~u et ~v sont parallèles, alors ~u est un multiple de ~v Vrai2 Faux2.
• La projection orthogonale d’un vecteur sur une droite vectorielle est
un vecteur2, un nombre réel2, une droite 2, un ensemble de vecteurs 2, aucune des
réponses précédentes ne convient2.
• Le produit scalaire de deux vecteurs parallèles est toujours un nombre positif ou nul. Vrai2
Faux2

1.9.2 Géométrie analytique

1. Déterminer l’équation cartésienne du plan passant par les points A1 et A2 de coordonnées re-

spectives (1, 0,−2), (−1, 1, 1) et parallèle à la droite d d’équations

{
x − 2y = 1
x − 2z + 1 = 0.

Déterminer des équations cartésiennes de la droite orthogonale au plan π : 3x − y + z = 0 et
passant par le point de coordonnées (4, 7, 9).

2. Déterminer l’équation cartésienne du plan passant par le point A de coordonnées (1, 2, 3) et dont
deux vecteurs directeurs ont respectivement pour composantes (−1, 2, 3), (−3, 2, 0).

Déterminer des équations cartésiennes de la droite orthogonale au plan déterminé ci-dessus et
passant par le point A.

3. On donne la droite

d :

{
x + y = 4
x − 2y + z + 1 = 0

• Déterminer l’équation cartésienne du plan orthogonal à cette droite et passant par le point P0

de coordonnées (1, 1, 1).
• Déterminer des équations paramétriques de la droite parallèle à d passant par le point de
coordonnées (1, 2, 3).
• Le plan Π d’équation 3x+ y− z = 4 est-t-il parallèle à d? Si ce n’est pas le cas, déterminer les
coordonnées du point d’intersection de Π et d. Déterminer ensuite des équations cartésiennes de
la droite orthogonale à π et passant par ce point.

4. On donne le plan Π d’équation cartésienne x + y − 4z + 5 = 0.
• Déterminer des équations paramétriques de ce plan.
• Déterminer des équations cartésiennes de la droite orthogonale à ce plan et passant par le
point de coordonnées (1, 0, 2).
• Déterminer des équations paramétriques d’une droite parallèle à ce plan et passant par le point
de coordonnées (3, 1,−1).
• Déterminer l’équation cartésienne du plan parallèle à Π passant par le point de coordonnées
(3, 1, 0).
• Déterminer l’équation cartésienne d’un plan quelconque orthogonal à π et passant par le point
de coordonnées (1, 1, 1).
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5. On donne la droite d0 et le plan Π0 par leurs équations cartésiennes:

d0 :

{
x + y = 1
x − 2y + z = 0

, Π0 : x + y + z = 1.

• Quelle est l’équation cartésienne du plan Π1, orthogonal à la droite d0 et qui passe par le point
P1 de coordonnées (1, 0, 1)?
• Déterminer des équations paramétriques d’une droite d2 parallèle au plan Π0 et passant par le
point P2 de coordonnées (1, 2, 3).

6. Déterminer
• les composantes d’un vecteur directeur de la droite déterminée par l’intersection des deux plans
respectivement d’équation x − y + z − 1 = 0 et 2x + y + z = 0.
• l’équation cartésienne du plan π passant par les points de coordonnées (1, 2, 3), (2,−1, 4),
(−1, 7, 1),
• des équations cartésiennes de la droite d passant par les points de coordonnées (2, 3, 6) et
(−1, 2, 3)
• l’équation cartésienne du plan passant par le point de coordonnées (2, 1,−1) et contenant la

droite d’équation

{
x + y − z = 3
y + z = 0

• l’équation cartésienne du plan déterminé par les droites parallèles d et d′ suivantes

d :
x − 1

3
=

y + 1

2
=

z − 5

4
, d′ :

x + 3

3
=

y − 4

2
=

z

4

• l’équation cartésienne du plan orthogonal à l’axe Z et qui contient le point de coordonnées
(2, 3,−1)

7. Dans chacun des cas suivants, les plans Π et Π′ sont-ils parallèles? Si ce n’est pas le cas,
déterminer des équations paramétriques de la droite déterminée par leur intersection.
• Π : x + y + z = 4, Π′ : 2x − 3y = 0
• Π : x + 2y + z = 4, Π′ : 2x + 4y + 2z = 0
• Π : x − y + z = −1, Π′ : x − y = 6

8. Dans chacun des cas suivants, le plan Π et la droite d sont-ils parallèles? Si ce n’est pas le cas,
déterminer les coordonnées cartésiennes du point d’intersection.
• Π : x + y + z = 4, d : x−2

3 = −y+1
2 = z

5

• Π : x + 2y + z = 4, d :

{
x + 4y + 2z = 0
−x − y + 2z = 1

• Π : x − y + z = −1, d :

{
2x − 4y + z = 0
−x + y = 1

9. On donne les deux droites

d :

{
x − y + z = 2
x + y = 9

, d′ :

{
2x − y + z = 1
x − y − z = 2

Ces droites appartiennent-elles à un même plan? Si oui, en déterminer l’équation cartésienne.

10. On donne une droite d et un plan Π:

d :

{
x + y + z = 3
x − 2z = 1

, Π : 2x + y − z = 4

La droite d est-elle dans le plan Π, parallèle à Π mais d’intersection vide avec Π, non parallèle
à Π?
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11. On donne les points A,B,C respectivement de coordonnées (1, 4, 2), (4,−3,−5), (−5,−10,−8).
Ces points appartiennent-ils à une même droite? Expliquer.

12. Déterminer a, b tels que le point de coordonnées (a, b, 1) soit sur la droite passant par les points
de coordonnées (2, 5, 7), (0, 3, 2).

13. Démontrer que les points de coordonnées

(−1, 1, 1), (0, 2, 1), (0, 0,
3

2
), (13,−1, 5)

sont situés dans un même plan.

14. On donne les plans

Π1 : x − y + 2z + 1 = 0, Π2 : x + y + 2 = 0.

Expliquer pourquoi ces plans ne sont pas parallèles. Soit alors d la droite d’intersection de ces
deux plans. Déterminer l’équation cartésienne du plan Π orthogonal à la droite d et passant par
le point de coordonnées (1, 1, 1).

15. On donne les plans Πr (r est un paramètre réel)

Πr : 3r2x − r2y + rz − 2 = 0

• Démontrer que ces plans ont un même vecteur directeur.
• Déterminer des équations cartésiennes de la droite d de vecteur directeur trouvé ci-dessus et
telle que d rencontre d1 et d2, les droites d1, d2 étant données par :

d1 :

{
x + 2 = 0
y = 0

, d2 :

{
x − z = 0
y − 4 = 0

16. Déterminer des équations cartésiennes de la droite passant par le point A de coordonnées
(−1, 2, 3) et d’intersection non vide avec les deux droites

x − 1

4
=

y − 2

3
=

z − 1

5
;

x

2
= y − 3 =

z − 1

4
.

17. On donne les équations cartésiennes de trois droites:

x − 1

2
=

y − 2

3
= z;

x − 1

3
=

y

2
=

z

2
; x =

y − 1

2
=

z − 7

2
.

• Déterminer des équations cartésiennes de la droite d parallèle à la troisième et rencontrant les
deux premières.
• Déterminer des équations de la droite d′ passant par le point A de coordonnées (1, 1, 1) et
rencontrant les deux premières.

18. Dans chacun des cas suivants, déterminer la distance entre les deux ensembles donnés.
• P0 de coordonnées (1, 2, 3) et le plan Π d’équation x − y + 2z = 4
• P0 de coordonnées (−1, 2,−8) et le plan Π d’équation x − z = −1
• P0 de coordonnées (−2, 1, 0) et la droite d d’équations x−2

2 = −y+4
4 = z

• P0 de coordonnées (2, 1, 1) et la droite d d’équations

{
x − y + z = 1
x + 2z = −1

• le plan π d’équation x + y = 6 et la droite d d’équations x−1
2 = y+3

4 = z − 2

• les droites d et d′ d’équations respectives d : x−1
2 = y

3 = z−2
4 , d′ : −x−1

2 = y−1
3 = z

4

• les droites d :

{
x + y − z = 1
2x + z = 4

, d′ :

{
x − 2y − z = 1
2x + y = 0
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19. Dans chacun des cas suivants, déterminer les coordonnées cartésiennes de P0.
• P0 est la projection orthogonale du point A de coordonnées (1, 2, 3) sur le plan Π : x−y+z = 2
• P0 est la projection orthogonale du point A de coordonnées (−1, 2,−2) sur la droite d :{

x + y − z = 0
2x + y = 4

• P0 est la projection orthogonale du point A de coordonnées (−2, 0,−2) sur la droite d : x−1
2 =

y−3
−2 = z

3

20. Dans chacun des cas suivants, déterminer si les droites d et d′ sont parallèles, sécantes ou gauches.
Calculer ensuite la distance entre ces droites.

a) d :

{
x + y + z + 1 = 0
−x − y + z + 1 = 0

, d′ :

{
2x + 2y + 3z = 0
x + y − z = 0

b) d :

{
2x − y + z − 1 = 0
x + 2y − 2 = 0

, d′ :

{
x + 2y + 1 = 0
z = 0

c) d :

{
x + y + z + 1 = 0
−x − y + z + 1 = 0

, d′ :

{
x − y = 0
x + y − z − 1 = 0

21. On donne la droite d d’équations cartésiennes d : x − 1 = 4(6 − y) = 4(z − 1) et le point P0 de
coordonnées (3, 1, 4).

a) Déterminer la distance entre P0 et d.

b) Donner des équations cartésiennes des droites passant par P0 et orthogonales à d.

22. Trouver deux points sur la droite d’équations cartésiennes

x + 2

3
= −(y + 3) =

z − 2

2

qui sont à la distance 1 du plan d’équation x + 2y − 2z + 3 = 0.

23. On donne les systèmes suivants :

(a) :

{
2x − 3y + z = 0
3x + 2y = 0

, (b) :

{
x − 5z = 1
5x + y = 0

.

1) Chacun de ces systèmes représente une droite. Pourquoi?
2) Déterminer des équations paramétriques de ces droites.
3) Ces droites sont-elles parallèles? Pourquoi?
4) Ces droites sont-elles gauches? Pourquoi?
5) Calculer la distance entre ces droites.
6) Déterminer l’équation cartésienne du plan passant par le point de coordonnées (6,−30, 1) et
orthogonal à la droite (a).

24. On se place dans l’espace muni d’un repère orthonormé. On donne les équations

(a) :

{
x + 2y − z − 1 = 0
x + y + 1 = 0

, (b) :
7x − 15

2
=

7y + 34

−5
= z,

(c) : y − z = 1, (d) :

{
x + 2y − z − 1 = 0
2x + 4y − 2z − 1 = 0

,

(e) :





−x + y − z − 1 = 0
2x + 4y − 2z − 1 = 0
x + 2y − z − 1 = 0

, (f) :





−x + y − z = 0
y − 2z = 0
x + y = 0

.



1.9. EXERCICES 30

1) Dans chacun des cas (a),(b),(c),(d), (e), (f) le système représente-t-il une droite, un plan, un
point, l’ensemble vide, l’espace? Justifier vos réponses. Dans chaque cas non vide, déterminer
des équations paramétriques de l’ensemble représenté.
2) Déterminer la distance entre les ensembles donnés par (a) et (b), ainsi que celle entre les
ensembles donnés par (a) et (c).
3) Calculer l’angle entre les ensembles donnés par (a) et (b), ainsi que celui entre les ensembles
donnés par (a) et (c).
4) Si elle existe, déterminer des équations cartésiennes de la droite orthogonale au plan (c) et
qui intersecte (a) et (b).
5) Si elle existe, déterminer des équations cartésiennes de la perpendiculaire commune à (a) et
(b).
6) Déterminer une équation cartésienne du plan passant par le point de coordonnées (0, 0, 1) et
orthogonal à (a).

25. On donne le plan Π : 2x − 2y + z + 1 = 0.
a) Déterminer des équations paramétriques de ce plan.
b) Déterminer des équations cartésiennes de la droite d0 passant par l’origine O et orthogonale
à Π.
c) Déterminer des équations paramétriques de cette droite d0.
d) Déterminer la distance entre Π et le point de coordonnées (1, 1, 1).
e) On donne la droite d1 d’équations cartésiennes

{
2x − y = 1
3y − z = 0

Les droites d1 et d0 sont-elles parallèles, concourantes, gauches? Justifier. Déterminer ensuite
la distance entre ces droites.

26. Soient trois réels non tous nuls a, b, c. Déterminer l’équation cartésienne du plan contenant le
point de coordonnées (a, b, c) et orthogonal au vecteur de composantes (a, b, c).

27. Montrer que l’ensemble des points équidistants de deux points distincts donnés est un plan.

Dans le cas où les deux points donnés ont pour coordonnées (3, 1, 5) et (5,−1, 3), déterminer
l’équation cartésienne de ce plan.

28. Soit le plan Π d’équation cartésienne x − y + 2z + 1 = 0, la droite d d’équations cartésiennes{
x + y + z = 0
2x − y = 1

et le point A de coordonnées (1,−1, 1).

Déterminer les coordonnées du point qui est le symétrique (orthogonalement) de A par rapport
à Π.

Déterminer les coordonnées du point qui est le symétrique (orthogonalement) de A par rapport
à d.

29. Répondre aux questions à choix multiples suivantes

1) Dans l’espace, deux droites sont parallèles ou sécantes Vrai© Faux©
2) Deux plans non parallèles ont toujours une droite commune Vrai© Faux©
3) Etant donné deux droites gauches, il existe toujours une troisième qui est perpendicu-

laire à chacune des deux droites gauches et qui intersecte chacune de ces droites gauches
Vrai© Faux©

4) Etant donné deux droites gauches et un point P qui n’appartient à aucune de ces droites,
il existe toujours une droite qui passe par P et qui intersecte chacune des deux droites
gauches Vrai© Faux©
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5) Deux droites distinctes déterminent toujours un seul plan Vrai© Faux©
6) Etant donné un point et un plan, il existe toujours un plan unique passant par le point

donné et orthogonal au plan donné Vrai© Faux©
7) Deux plan orthogonaux ont toujours une droite d’intersection Vrai© Faux©
8) Si deux plans sont orthogonaux, tout vecteur de l’un est orthogonal à tout vecteur de l’autre

Vrai© Faux©
9) Si deux droites sont orthogonales, tout vecteur de l’une est orthogonal à tout vecteur de

l’autre Vrai© Faux©
10) Si une droite et un plan sont orthogonaux, tout vecteur de la droite est orthogonal à tout

vecteur du plan Vrai© Faux©

30. On donne la droite d d’équations cartésiennes

{
x − y = 1
y + z + 3 = 0.

a) Déterminer l’équation cartésienne du plan Π contenant la droite d et passant par le point P0

de coordonnées (1, 1, 1).

b) Déterminer l’équation cartésienne du plan Π contenant la droite d et dont un vecteur directeur
a pour composantes (1, 1, 1).

c) Même question que b) mais avec les composantes (0, 1, 1).

31. Dans chacun des cas suivants, déterminer des équations cartésiennes de la (ou des) droite(s)
(si elles existent; sinon, expliquer pourquoi elles n’existent pas) passant par le point P0 et qui
intersecte(nt) les deux droites données.

(a) P0(1, 0, 1) et

d1 :

{
2x − y = 1
3x + z = 0

d2 :

{
x + y + z + 1 = 0
2x − y = 0

(b) P0(−1, 1,−1) et d1, d2

(c) P0(1, 0, 1), d1 et

d3 :

{
x + y + z + 1 = 0
x − 2y = 1

(d) P0(−1, 1,−1) et d1, d3

(e) P0(1, 1,−3) et d1, d3

(f) P0(1, 0, 1), d1 et

d4 :

{
x + y − z + 1 = 0
2x − y = 0

(g) P0(1, 2, 0), d1, d4.

32. Dans chacun des cas suivants, déterminer des équations cartésiennes de la (ou des) droite(s) (si
elles existent; sinon, expliquer pourquoi elles n’existent pas) ayant ~v0 comme vecteur directeur
et qui intersecte(nt) les deux droites données.

On reprend les droites d1, d2, d3, d4 de l’exercice précédent.

(a) d1, d2 et ~v0(2, 4,−6)

(b) d1, d2 et ~v0(1, 2, 3)
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(c) d1, d2 et ~v0(1, 0,−1)

(d) d1, d3 et ~v0(1,−1, 0)

(e) d1, d3 et ~v0(1, 2,−3)

(f) d1, d3 et ~v0(1, 1, 1)

(g) d1, d4 et ~v0(2, 1, 0)

(h) d1, d4 et ~v0(1, 2,−9)

1.9.3 Solutions

Calcul vectoriel

1. (a)
−→
GF (0, 3, 0)

−−→
OF (0, 3, 2)

−−→
BC(−2, 0, 0)

−−→
EC(−2, 0,−2)

−−→
OB(2, 3, 0)

(b)
(c) −4
(d) (6,−4, 12)
(e) (0, 0, 0)
(f) θ = 0, 5064 rad = 2901′2′′

(g) (2, 3, 0)
(h) (−2, 0, 0)
(i) (−2, 0, 2)
(j) (−2, 3, 2)
(k) (0,−1, 0)
(l) ( 18

13
, −27

13
, 0)

(m) Ces vecteurs forment une base. Dans cette base, −→e1 a pour composantes ( 1

5
, 3

5
)

2. (a) Ces vecteurs sont linéairement indépendants.
(b)
(c) −2
(d) (a, a, b) avec a et b réels non simultanément nuls.
(e) (5,−1, 6)
(f) (−→u ∧ −→v ).−→w = −6 (−→u .−→v )−→w = (−2, 2, 2) (−→u ∧−→v ) ∧ −→w = (5, 7,−2)
(g) (2, 4, 0)
(h) (−22

19
, 16

19
, 1

19
)

3. (a) b1 = −1 et b3 est un réel quelconque
(b) b1 = 4 b3 = 0
(c) b1 = 4 et b3 est un réel quelconque

4.

5.

6.

7.

8. Les vecteurs sont linéairement dépendants si r = −s.
Ils forment une base pour r = s = 1 dans laquelle −→v a pour composantes (2,−1, 0)

9. (0, 2,−1)

10. −→v1 • −→v2 = −5, −→v1 ∧ −→v2(−1, 1, 1), (−→v1 + −→v2) • (−→v1 ∧−→v2) = 0, cos θ = − 5
√

7

14

11. (a) −6 (b) 5

12. (−1

9
, 2

9
, −2

9
)

13. −→v (a, 1 − a, 0). La représentation géométrique de cet ensemble est la droite d’équations


x + y = 1
z = 0

14. (2, 2, 2
√

2)

15. (−4

3
, −4

3
, −4

3
)

16.

17. Faux - Faux - Vecteur - Faux
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Géométrie analytique

1. Π ≡ x − 4y + 2z + 3 = 0 d ≡ x−4

3
= 7 − y = z − 9

2. Π ≡ 6x + 9y − 4z − 12 = 0 d ≡ x−1

6
= y−2

9
= z−3

−4

3. (a) Π ≡ x − y − 3z + 3 = 0

(b)

8
<
:

x = 1 + k
y = 2 − k
z = 3 − 3k

(k ∈ IR)

(c) Π et d ne sont pas parallèles. Le point d’intersection a pour coordonnées ( 7

5
, 13

5
, 14

5
) et des équations cartésiennes de la

droite orthogonale à Π sont 5x−7

15
= 5y−13

5
= 14−5z

5

4. (a)

8
<
:

x = −k + 4m − 5
y = k
z = m

(k, m ∈ IR)

(b) x − 1 = y = 2−z
4

(c)


x − y = 2
x − 2z = 5

par exemple

(d) x + y − 4z − 4 = 0
(e) 2x + 2y + z − 5 = 0

5. Π1 ≡ x − y − 3z + 2 = 0 d2 ≡

8
<
:

x = 1 + k
y = 2 + k
z = 3 − 2k

(k ∈ IR) par exemple.

6. (a) (−2, 1, 3)
(b) Π ≡ x − z + 2 = 0

(c)


x − z = −4
x − 3y = −7

(d) Π ≡ y + z = 0
(e) 30x + y − 23z + 86 = 0
(f) z + 1 = 0

7. (a) Les plans ne sont pas parallèles. La droite déterminée par leur intersection a pour équations paramétriques8
<
:

x = 3 + 3k
y = 2 + 2k
z = −1 − 5k

(k ∈ IR)

(b) Les plans sont parallèles et distincts.
(c) Les plans ne sont pas parallèles. La droite déterminée par leur intersection a pour équations paramétriques8
<
:

x = 7 + k
y = 1 + k
z = −7

(k ∈ IR)

8. (a) La droite intersecte le plan au point de coordonnées (
5

2
,
2

3
,
5

6
)

(b) La droite intersecte le plan au point de coordonnées (8,
−17

5
,
14

5
)

(c) La droite intersecte le plan au point de coordonnées (−2,−1, 0)

9. Les droites n’appartiennent pas à un même plan (droites gauches)

10. d ⊂ Π

11. Les points n’appartiennent pas à une même droite

12. a = −2

5
et b = 13

5

13.

14. x − y − z + 1 = 0

15. Un vecteur directeur commun a pour composantes (1, 3, 0) et d ≡


3x − y + 6 = 0
z = − 2

3

16.


x − 3y + z + 4 = 0
6x − 8y − z + 25 = 0

17. d ≡


2x − z = −1
y − z = 0

d′ ≡


2x − y − z = 0
y − z = 0

18.
√

6

6
4
√

2
q

509

21

5
√

3

3
0 2 30√

411
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19. P0(1, 2, 3) P0(
3

2
, 1, 5

2
) P0( 5

17
, 63

17
, −18

17
)

20. (a) Les droites sont parallèles; la distance entre ces droites vaut 1

(b) Les droites sont gauches; la distance entre ces droites vaut 3
√

5

5

(c) Les droites sont sécantes; la distance entre ces droites est donc nulle

21. (a)
√

214

3

(b)


(4a + c)x − ay − 11a − 3c = 0
cx − az − 3c + 4a = 0

avec (a, c) 6= (0, 0)

22. (−8,−1,−2) et (−14, 1,−6)

23. 1) Les plans sont sécants

2) a ≡

8
<
:

x = 2 − 2k
y = −3 + 3k
z = −13 + 13k

(k ∈ IR)

b ≡

8
<
:

x = 1 + 5k
y = −5 − 25k
z = k

(k ∈ IR)

3) Ces droites ne sont pas parallèles
4) Ces droites sont gauches

5)
7√

113298
6) 2x − 3y − 13z − 89 = 0

24. 1) (a) : droite d’équations paramétriques

8
<
:

x = −1 − k
y = k
z = −2 + k

(k ∈ IR)

(b) : droite d’équations paramétriques

8
<
:

x = 15

7
+ 2k

y = −34

7
− 5k

z = 7k

(k ∈ IR)

(c) : plan d’équations paramétriques

8
<
:

x = k
y = 1 + m
z = m

(k, m ∈ IR)

(d) Ensemble vide
(e) Ensemble vide
(f) point de coordonnées (0, 0, 0)

2) 0
√

2

2

3) π
2

0

4)


x = 1
y + z = −6

5)


x − 4z − 17 = 0
y − 3z − 10 = 0

6) x − y − z + 1 = 0

25. (a)

8
<
:

x = k
y = m
z = −1 − 2k + 2m

(k, m ∈ IR)

(b)


x − 2z = 0
y + 2z = 0

(c)

8
<
:

x = 2k
y = −2k
z = k

(k ∈ IR)

(d) 2

3

(e) Les droites sont gauches. La distance entre ces droites vaut 7√
353

26. ax + by + cz − a2 − b2 − c2 = 0

27. x − y − z = 0

28. Le point symétrique de A par rapport à Π a pour coordonnées (
−2

3
,
2

3
,
−7

3
)

Le point symétrique de A par rapport à la droite d a pour coordonnées (
−6

7
,
−5

7
,
4

7
)

29. 1) Faux 2)Vrai 3)Vrai 4)Faux 5)Faux 6)Faux 7)Vrai 8)Faux 9)Vrai 10)Vrai

30. a) Le plan a pour équation cartésienne 5x − 4y + z − 2 = 0.

b) Le plan a pour équation cartésienne x − y − 1 = 0.

c) Le plan a pour équation cartésienne 2x − y + z + 1 = 0.
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31. a) Il n’y a pas de droite répondant aux conditions imposées.

b) De nombreuses droites répondent à la question; il s’agit des droites ayant des équations du type

x + 1

a
=

y − 1

b
=

z + 1

−(a + b)

où a, b ∈ R, (a, b) 6= (0, 0) et b 6= 2a.

c) Une seule droite répond à la question; elle a pour équations cartésiennes


x − 2y = 1
6y − z = −1

d) De nombreuses droites répondent à la question; il s’agit des droites ayant des équations du type

x + 1

a
=

y − 1

b
=

z + 1

−(a + b)

où a, b ∈ R, (a, b) 6= (0, 0), 2a 6= b et 2b 6= a.

e) De nombreuses droites répondent à la question; il s’agit des droites ayant des équations du type

x − 1

a
=

y − 1

b
=

z + 3

−(a + b)

où a, b ∈ R, (a, b) 6= (0, 0) et 2b 6= a.

f) Une seule droite répond à la question; elle a pour équations cartésiennes


−5x + 4y + z + 4 = 0
−3y + 2z − 2 = 0

g) Il n’y a pas de droite répondant aux conditions imposées.

32. a) Il n’y a pas de droite répondant aux conditions imposées.

b) Il n’y a pas de droite répondant aux conditions imposées.

c) De nombreuses droites répondent à la question; il s’agit des droites ayant des équations du type


x + y + z + 1 = 0
y = b

où b ∈ R.

d) De nombreuses droites répondent à la question; il s’agit des droites ayant des équations du type


x + y + z + 1 = 0
z = c

où c ∈ R.

e) La droite d1 est l’unique droite qui répond aux conditions imposées.

f) Une seule droite répond aux conditions imposées; elle a pour équations cartésiennes


x − y − 2

3
= 0

x − z − 4

3
= 0

g) Une seule droite répond aux conditions imposées; elle a pour équations cartésiennes


x − 2y + z − 1 = 0
3x + 3y + z + 3 = 0

h) Aucune droite ne répond aux conditions imposées.



Chapitre 2

Trigonométrie sphérique

2.1 Quelques rappels sur les coniques du plan et les quadriques de
l’espace

Pour des notes relatives à cette partie, nous renvoyons aux notes du cours Mathématiques générales
A.

2.2 Trigonométrie sphérique

2.2.1 Définitions de base

1) Sphère.
L’ensemble des points de l’espace situés à une distance fixe (r > 0) d’un point fixe O est appelée

sphère de rayon r et de centre O. Si on dispose d’un repère orthonormé et si les coordonnées du centre
sont (x0, y0, z0), l’équation cartésienne de cet ensemble est

(x − x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = r2.

Si on travaille avec les coordonnées polaires dans l’espace au lieu des coordonnées cartésiennes (ceci
est à mettre en parallèle avec ce qui se passe dans le plan), on obtient la description suivante de cette
sphère 




x − x0 = r sin θ cos ϕ
y − y0 = r sin θ sin ϕ
z − z0 = r cos θ

θ ∈ [0, π] , ϕ ∈ [0, 2π[ .

O

P

r
θ

ϕ

2) Intersection d’une sphère et d’un plan-Grand cercle.
L’intersection d’une sphère et d’un plan est l’ensemble vide ou un cercle (éventuellement réduit à

un point). Lorsque le plan passe par le centre de la sphère, on parle de grand cercle.

36
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3) Trièdre.
Appelons trièdre de vecteurs la donnée de trois vecteurs linéairement indépendants. Si on les

suppose de même origine, disons O, ils permettent de définir une surface, appelée aussi trièdre: il
s’agit de l’union des trois “morceaux” de plans déterminés par les vecteurs (appelés faces du trièdre);
on appelle O le sommet du trièdre et arêtes du trièdre les demi-droites issues de O et de direction
déterminée par les vecteurs donnés.

Plus précisément, si ~v1, ~v2, ~v3 désignent les vecteurs, on forme les “morceaux de plans”

π = {P : ~OP = r~v1 + s~v2, r, s ≥ 0}, π′ = {P : ~OP = r~v2 + s~v3, r, s ≥ 0}, π′′ = {P : ~OP = r~v1 + s~v3, r, s ≥ 0}

le trièdre en question est l’union de ces trois ensembles.

v

v

v

1

2

3

3) Triangle sphérique.
On appelle

triangle sphérique

l’intersection d’un trièdre de sommet O et d’une sphère centrée en O.
Notons ~v1, ~v2, ~v3 un trièdre de vecteurs définissant la surface trièdre. Les

côtés du triangle sphérique

sont les arcs de grands cercles déterminés sur la sphère par les vecteurs ~v1 et ~v2, ~v1 et ~v3, ~v2 et ~v3;
leurs mesures sont respectivement les mesures (en radian) des angles entre les vecteurs.

Notons A1, A2, A3 les points d’intersection de la sphère et des arêtes du trièdre. A chaque point,
on associe deux vecteurs tangents aux deux grands cercles passant par le point et on considère chacun
de ces vecteurs orienté “vers le second point de l’arc”. Les

angles du triangle sphérique

sont les angles entre les vecteurs en question.
Remarquons que chacun des vecteurs associés à Ai de cette manière est orthogonal à la droite OAi

(tout vecteur tangent en une extrémité d’un rayon d’un cercle est orthogonal au vecteur joignant le centre du cercle et le point).
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O

A1

A2
A

3

On utilise fréquemment les notations suivantes

A,B,C

pour la mesure des angles et
a, b, c

pour la mesure des côtés (respectivement associés aux points A1, A2, A3 dans les définitions qui
précèdent).

O

A
1

A
2

A
3

c

a

b

angle A

angle B

angle C

A

2.2.2 Quelques propriétés et cas particuliers

2.2.3 Triangles polaires

Par le sommet d’un trièdre, on mène une demi-droite orthogonale à chaque face du trièdre, du côté du
3e sommet. Les demi-droites ainsi définies (en fait des vecteurs) définissent un trièdre (appelé trièdre
supplémentaire du premier), donc un triangle sphérique associé au premier et appelé

triangle polaire

du triangle sphérique de départ.

O

A
1

A2
A

3

A

A’1

A’
3 A’ 2

Si l’on désigne de façon naturelle par A′, B′, C ′ les (mesures des) angles du trièdre supplémentaire
et a′, b′, c′ les (mesures des) côtés respectifs, on a

a′ + A = a + A′ = b′ + B = b + B′ = c′ + C = c + C ′ = π.
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De fait, a la situation suivante (pour le dessin représenté ci-dessus)1

vecteur parallèle 
au vecteur tangent vers A 

2

vecteur parallèle 
au vecteur tangent vers A 

3

issu de A pour former l'angle A1

issu de A pour former l'angle A
1

A'3

A'2
A

a'

γ

β

ce qui donne
a′ + A = (γ + A + β) + A = (γ + A) + (β + A) = π.

De même on obtient

b′ + B = c′ + C = π.

Une construction analogue dans laquelle le triangle de départ est le triangle polaire2 donne

a + A′ = b + B′ = c + C ′ = π.

2.2.4 A propos des angles et des côtés

Vu la définition d’un triangle sphérique, la mesure des angles A,B,C et des côtés a, b, c appartiennent
à l’intervalle ]0, π[.

On démontre également les propriétés suivantes

• chaque côté est inférieur à la somme des deux autres (a < b + c)

• la somme des côtés est inférieure à 2π (a + b + c < 2π)

• la somme des angles est comprise entre deux angles droits et 6 angles droits (π < A+B+C < 3π)

• la somme de deux angles est inférieure à deux droits plus le troisième (A + B < C + π).

Citons aussi quelques cas particuliers de triangles sphériques; on les qualifie comme suit.
Un triangle sphérique est

• isocèle lorsqu’il possède deux côtés égaux (on démontre alors que les angles opposés aux côtés
égaux sont égaux et réciproquement)

• équilatéral s’il possède trois côtés égaux (on démontre alors que ses trois angles sont égaux et
réciproquement)

• rectangle s’il possède un angle égal à π
2

• birectangle s’il possède deux angles égaux à π
2

• trirectangle s’il possède trois angles égaux à π
2 .

1Le plan de la feuille est orthogonal à la droite OA1 et contient O. C’est aussi le plan formé par O, A′
2, A

′
3.

2et en notant que le triangle polaire d’un triangle polaire est le triangle de départ
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2.3 Formules fondamentales de trigonométrie sphérique

2.3.1 Cas d’un triangle plan

Dans le cas habituel du triangle situé dans un plan, rappelons que l’on a les formules suivantes:

a2 = b2 + c2 − 2bc cos A

et analogue avec les autres côtés,
a

sin A
=

b

sin B
=

c

sinC
.

2.3.2 Cas d’un triangle sphérique

Etablissons les formules associées au cas d’un triangle sphérique. Il s’agit de relations liant la mesure
des angles A,B,C et des côtés a, b, c. Considérons le triangle sphérique suivant et un repère adéquat
dont l’origine est le centre de la sphère (les autres représentations de triangles conduisent aux mêmes
formules finales). Le rayon de la sphère est R.

Z

Y

X

O

A1

A
2

A
3

M
P

Q

L’axe OX joint le centre de la sphère et A3, le plan des axes OX,OY est le plan formé par les
trois points O,A3, A2 (c’est l’un des plans du trièdre), l’axe OZ est orthogonal à ce plan.

On note M la projection orthogonale de A1 sur le plan des axes OX,OY et P la projection
orthogonale de A1 sur la droite OX (P est aussi la projection orthogonale de M sur OX). On note
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encore Q la projection orthogonale de A1 sur la droite OA2 (Q est aussi la projection orthogonale de
M sur OA2).

On a −−→
OA1 =

−−→
OP +

−−→
PM +

−−−→
MA1 =

−−→
OQ +

−−→
QM +

−−−→
MA1.

Exprimons les composantes des différents vecteurs intervenant dans les deux derniers membres dans
la base choisie (on désigne les vecteurs de cette base par −→ei , i = 1, 2, 3). Le vecteur

−−−→
MA1 sera exprimé

de deux manières différentes. On a

−−→
OP = R cos b −→e1
−−→
PM = ‖−−→PA1‖ cos C −→e2 = R sin b cos C −→e2
−−−→
MA1 = ‖−−→PA1‖ sin C −→e3 = R sin b sin C −→e3

Passons aux vecteurs du dernier membre. Notons que

‖−−→OQ‖ = R cos c, ‖−−→QM‖ = ‖−−→A1Q‖ cos B = R sin c cos B.

Remarquons aussi que si on désigne par S l’intersection de OY avec la droite MQ, l’angle entre les
vecteurs

−→
SO et

−→
SQ est a (comme angles à côtés perpendiculaires; plus correctement, ces deux vecteurs sont ramenés par

une rotation sur des vecteurs dont l’angle est a). On a

−−→
OQ = ‖−−→OQ‖ cos a −→e1 + ‖−−→OQ‖ sin a −→e2

= R cos c cos a −→e1 + R cos c sin a −→e2
−−→
QM = ‖−−→QM‖ sin a −→e1 − ‖−−→QM‖ cos a −→e2

= R sin c cos B sin a −→e1 − R sin c cos B cos a −→e2
−−−→
MA1 = ‖−−→QA1‖ sin B −→e3

= R sin c sinB −→e3

En égalant les deux expressions de la première composante, on trouve la formule fondamentale

cos b = cos c cos a + sin c sin a cos B.

En prenant un autre repère pour effectuer les calculs, on obtiendrait les formules analogues pour cos a
et cos b 3. Finalement, on appelle

relations ou formules fondamentales

les relations

cos a = cos c cos b + sin c sin b cos A
cos b = cos c cos a + sin c sin a cos B
cos c = cos a cos b + sin a sin b cos C

L’égalité entre les deux expressions des dernières composantes donne

sin b sin C = sin c sin B

donc

la formule des sinus (car analogue avec a,A)

sin b

sin B
=

sin c

sin C
=

sin a

sin A
.

3une seule formule suffit en fait car elle est indépendante de la façon dont on a désigné les angles et les côtés, en
conservant toutefois l’analogie de face à face pour a, A etc)
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Ces relations peuvent aussi se déduire des formules fondamentales (voir exercices).

En égalant les deux expressions de la deuxième composante, on trouve la

formule des cinq éléments

sin b cos C = sin a cos c − sin c cos a cos B.

Ces relations peuvent aussi se déduire des formules fondamentales (voir exercices).

En divisant par sin c et en utilisant la relation des sinus, on obtient

la relation des cotangentes

sinB cotg C = sin a cotg c − cos a cos B.

Les relations dites “des cinq éléments et des cotangentes” sont aussi valables pour un autre
réarrangement adéquat des angles et côtés. On a finalement les relations

sin b cos C = sin a cos c − sin c cos a cos B

sin a cos B = sin c cos b − sin b cos c cos A

sin c cos A = sin b cos a − sin a cos b cos C

... ... ...

et

sin B cotg C = sin a cotg c − cos a cos B

sin A cotg B = sin c cotg b − cos c cos A

sin C cotg A = sin b cotg a − cos b cos C

... ... ...

On établit aussi la forme polaire des formules fondamentales

cos A = − cos B cos C + sin B sinC cos a

cos B = − cos A cos C + sinA sin C cos b

cos C = − cos B cos A + sinB sin A cos c

Applications: repérage d’étoiles (sphère céleste), repérage et mesures sur le globe terrestre (navi-
gation,. . . )

2.4 Aire d’un fuseau, d’une zone, d’un triangle sphérique

Soit une surface de l’espace paramétrée de façon bijective (presque partout) par les fonctions réelles

f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v), (u, v) ∈ K.

On suppose que ce paramétrage est suffisamment régulier pour que les opérations suivantes aient un
sens.

L’aire de la surface

S = {~f(u, v) = (f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v)) : (u, v) ∈ K}
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est, par définition, le nombre

AS =

∫ ∫

K
‖Du

~f ∧ Dv
~f‖ dudv.

Cette définition est naturelle en vertu de l’interprétation géométrique (voir annexe).

Dans le cas d’une surface située sur une sphère, supposée centrée à l’origine et de rayon r > 0, on
peut prendre

f1(ϕ, θ) = r cos ϕ sin θ, f2(ϕ, θ) = r sin ϕ sin θ, f3(ϕ, θ) = r cos θ

où (ϕ, θ) ∈ K ⊂ [0, 2π] × [0, π]. Ce paramétrage conduit à

‖Dϕ
~f ∧ Dθ

~f‖ = r2 sin θ.

2.4.1 Aire d’un fuseau

Soit le fuseau
F = {~f(ϕ, θ) : θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [ϕ0, ϕ1]}.

Son aire est

AF = r2(ϕ1 − ϕ0)

∫ π

0
sin θ dθ = 2r2(ϕ1 − ϕ0).

En particulier, l’aire de la sphère est
4πr2.

2.4.2 Aire d’une zone

Soit la zone
Z = {~f(ϕ, θ) : θ ∈ [θ0, θ1], ϕ ∈ [0, 2π]}.

Son aire est

AF = r22π

∫ θ1

θ0

sin θ dθ = 2πr2 (cos θ0 − cos θ1).
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2.4.3 Aire d’un triangle sphérique

L’aire du triangle sphérique T d’angles A,B,C situé sur une sphère de rayon r est

AT = r2(A + B + C − π).

A

A’

B

B’

C’

C

En considérant les grands cercles déterminés par le triangle sphérique ABC et en considérant
les points A′, B′, C ′ diamétralement opposés respectivement à A,B,C, on met en évidence différents
triangles sphériques qui donnent lieu aux égalités suivantes

AABC + AA′BC = AfuseauA

AABC + AAB′C = AfuseauB

AABC + AABC′ = AfuseauC .

En additionnant membre à membre, on obtient

2AABC + (AABC + AA′BC + AAB′C + AABC′) = 2r2(A + B + C).

Comme

AABC′ = AA′B′C

AABC + AA′BC + AAB′C + AA′B′C = aire d’une demi-sphère = 2πr2

on obtient finalement

AABC =
1

2

(
2r2(A + B + C) − 2πr2

)
= r2(A + B + C − π).

2.5 Exercices

Dans tout ce qui suit, on utilise les notations4 installées précédemment (pour les angles et les côtés).

1. Etablir la formule des sinus et la formule des cotangentes à partir de la formule fondamentale
de la trigonométrie sphérique.

2. A partir des triangles polaires, établir que l’on a

cos A = − cos B cos C + sinB sin C cos a

cos B = − cos A cos C + sin A sinC cos b

cos C = − cos B cos A + sin B sin A cos c

4Les angles sont donnés par leur mesure en degrés ou en radians; parfois des conversions sont nécessaires pour rendre
les données compatibles. Bien sûr, écrire cos x avec x exprimé en degrés signifie cosinus du réel x′ où x′ est l’expression
en radian de l’angle de mesure x degrés
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3. Démontrer que, dans un triangle sphérique, on a

cos a = cos(b + c) sin2(
A

2
) + cos(b − c) cos2(

A

2
)

4. Démontrer que, dans un triangle sphérique, on a

cos2(
a

2
) = cos2(

b + c

2
) sin2(

A

2
) + cos2(

b − c

2
) cos2(

A

2
)

5. Démontrer que, dans un triangle sphérique, on a

cos A = − cos(B + C) cos2(
a

2
) − cos(B − C) sin2(

a

2
)

6. Démontrer que, dans un triangle sphérique, on a

sinA cos c − cotg B cos A =
sin c

sin b
cotg C

7. Démontrer que, dans un triangle sphérique, on a

sin a sin(B − C) + sin b sin(C − A) + sin c sin(A − B) = 0

8. Dans un triangle sphérique, si a + b + c = π, démontrer que l’on a

sin2(
A

2
) = cotg b cotg c, cos2(

A

2
) =

cos a

sin b sin c

sin2(
A

2
) + sin2(

B

2
) + sin2(

C

2
) = 1, tg(

B

2
) tg(

C

2
) = cos a

9. Dans un triangle sphérique, si A + B + C = 2π démontrer que

cos a + cos b + cos c = −1

10. Dans un triangle sphérique, on donne

a = 50◦48′20′′, b = 116◦44′20′′, c = 129◦11′40′′

On demande de calculer A,B,C (en degrés, minutes, secondes).
(Solution: A = 59◦51′04′′, B = 94◦49′43′′, C = 120◦08′56′′)

11. Dans un triangle sphérique, on donne

a = 76◦35′36′′, b = 50◦10′30′′, C = 34◦15′03′′

On demande de calculer A,B, c (en degrés, minutes, secondes).
(Solution: c = 40◦00′10′′, A = 121◦36′18′′, B = 42◦15′14′′)

12. Calculer la distance entre les deux points P1, P2 situés à la surface de la Terre et donnés de la
manière suivante:
P1 de longitude est L1 = 37◦34′18′′ et de latitude nord l1 = 55◦45′19′′,
P2 de longitude est L2 = 116◦28′54′′ et de latitude nord l2 = 39◦54′18′′

(Remarque: la longueur d’un grand cercle est 40000 kms)
(Solution: 5797 kms)
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13. Calculer la distance qui sépare
• Rio de Janeiro (23◦27′S, 43◦10′O) et le cap de Bonne-Espérance (34◦32′S, 18◦30′E)
• l’observatoire d’Uccle (50◦47′56′′N, 4◦21′45′′E) et celui de Zurich (47◦22′40′′N, 8◦33′E)
(Solution: RJ-CBE: 6027,43kms; U-Z: 487,03kms)

14. Un navire veut se rendre d’un point M1 (74◦03′ de longitude ouest et 33◦02′ de latitude sud) à
un point M2 (170◦45′ de longitude est et 43◦51′ de latitude sud) par le plus court chemin. On
demande
• la distance entre ces deux points
• l’angle de route initial (angle indiqué sur la boussole par la direction du navire au départ)
• de montrer que la latitude maximum que le navire atteint est 56◦33′42′′ sud.
(Solution: 9232,7kms et 138◦54′23′′)

2.6 Annexe

On reprend les notations introduites précédemment (cf Section2.4). Interprétons géométriquement ce
que l’on entend de façon intuitive comme l’aire d’une surface et montrons pourquoi la définition

AS =

∫ ∫

K
‖Du

~f ∧ Dv
~f‖ dudv.

est naturelle.

Afin de ne pas alourdir cette présentation nous considérons que la surface est paramétrée par

f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v)

avec (u, v) ∈ A = [a, b] × [c, d]. En fait, on a l’idée d’approcher l’aire de la surface à partir de petites
surfaces obtenues de façon naturelle après avoir partitionné le domaine A. Pour cela, on s’inspire de
ce qui se passe pour calculer la longueur d’une courbe. Cependant, ici, la partition du domaine se fait
non plus en intervalles, mais en rectangles. Les extrémités des intervalles permettaient de déterminer
des segments, qui allaient approcher la courbe; ici, les extrémités de chacun des petits rectangles vont
définir quatre points, en général pas dans un même plan, qui vont permettre de définir deux triangles
qui vont, au même titre que les segments , finalement approcher la surface. L’aire de la surface sera
ainsi approchée par une somme de surfaces de triangles.

On partitionne le rectangle A en sous-rectangles et, à chacun d’eux, on associe les deux triangles
définis comme suit à partir de la surface:

triangles T1, T2 de sommets respectivement P1, P2, P4 et P2, P3, P4

où

P1 a pour coordonnées cartésiennes ~f(u0, v0)
P2 a pour coordonnées cartésiennes ~f(u0 + h, v0)

P3 a pour coordonnées cartésiennes ~f(u0 + h, v0 + k)
P4 a pour coordonnées cartésiennes ~f(u0, v0 + k)

0(u  , v  )0

0
(u   +h,v  + k)

0
(u  ,v  + k)

0 0

(u   +h,v  )
0 0

P
1

P
2

P
3

P
4
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L’aire du triangle T1 est égale à
1

2

∥∥∥−−−→P1P2 ∧ −−−→
P1P4

∥∥∥ .

Par le théorème des accroissements finis, la première composante de
−−−→
P1P2 est égale à

f1(u0 + h, v0) − f1(u0, v0) = hDuf1(u0 + h1, v0)

où h1 est un réel de ]0, h[. En procédant de même avec les autres composantes, on obtient que les
composantes du vecteur

−−−→
P1P2 peuvent s’écrire

h




Duf1(u0 + h1, v0)
Duf2(u0 + h2, v0)
Duf3(u0 + h3, v0)




où h1, h2, h3 sont compris entre 0 et h.
De même, les composantes du vecteur

−−−→
P1P4 peuvent s’écrire

k




Dvf1(u0, v0 + k1)
Dvf2(u0, v0 + k2)
Dvf3(u0, v0 + k3)




où k1, k2, k3 appartiennent à ]0, k[.
Lorsque h, k sont petits, l’aire de ce triangle est donc proche de

hk

2

∥∥∥Du
~f(u0 + h′, v0 + k′) ∧ Dv

~f(u0 + h′, v0 + k′)
∥∥∥

où h′ est compris entre 0 et h et où k′ est compris entre 0 et k.
Par un raisonnement analogue, on obtient que l’aire du triangle T2 est aussi proche de

hk

2

∥∥∥Du
~f(u0 + h′, v0 + k′) ∧ Dv

~f(u0 + h′, v0 + k′)
∥∥∥

où h′ est compris entre 0 et h et où k′ est compris entre 0 et k.
Il s’ensuit que si on partionne le domaine de départ en n sous-rectangles (d’où des hj, kj), on

obtient que la somme des aires des 2n triangles est (approximativement) égale à

Sn =
n∑

j=1

hjkj

∥∥∥Du
~f(u0 + h′

j , v0 + k′
j) ∧ Dv

~f(u0 + k′
j , v0 + k′

j)
∥∥∥

ce qui est une “somme de Riemann” définissant l’intégrale

∫ ∫

K
‖Du

~f ∧ Dv
~f‖ dudv.



Chapitre 3

Quelques exemples d’approximations
numériques

3.1 Rappels et compléments sur les suites de réels

Nous n’envisagerons ici que des suites de nombres réels. La plupart des résultats se démontrent
également dans le cas des suites de complexes et, plus généralement des suites d’éléments de Rn (sauf,
bien sûr, ceux qui font appel à la relation d’ordre sur R!).

Pour les définitions standards relatives aux notions de suites, de convergence vers une limite finie
ou vers l’infini, ainsi que plusieurs exemples, nous renvoyons au cours Mathématiques générales A.

Toutefois, rappelons ici la définition d’une suite convergente de réels. Cette notion est celle de con-
vergence vers une limite finie. Il existe aussi la notion de convergence vers l’infini; pour les définitions
relatives à celle-ci, nous renvoyons au cours A.

Définition 3.1.1 On dit que la suite xm (m ∈ N0) est convergente (ou simplement converge) s’il
existe un réel r tel que,

∀ε > 0, ∃M ∈ N0 : |xm − r| ≤ ε,∀m ≥ M.

Autrement dit, la suite xm (m ∈ N0) est convergente (ou simplement converge) s’il existe un réel
r tel que, quel que soit ε > 0, on puisse trouver un naturel à partir duquel les éléments de la suite
soient situés dans l’intervalle fermé d’extrémités r − ε et r + ε.

On démontre facilement qu’un tel nombre r est unique et on dit alors que la suite converge vers r
ou encore que r est la limite de la suite. On écrit

r = lim
m→+∞

xm ou encore xm → r si m → +∞.

Nous allons énoncer et démontrer deux propriétés (déjà annoncées dans le cours A) et qui sont
d’une extrême utilité pour étudier la convergence de suite; en particulier, elles sont très utiles dans le
cadre de ce chapitre.

Théorème 3.1.2 (Convergence des suites bornées monotones) Si une suite de nombres réels
est croissante (resp. décroissante) et si l’ensemble de ses éléments est majoré (resp. minoré), alors
elle converge. Sa limite est la borne supérieure (resp. inférieure) de l’ensemble de ses éléments.

Preuve. Soit xm (m ∈ N0) une suite croissante de réels telle que l’ensemble E = {xm : m ∈ N0} soit
majoré. Notons S la borne supérieure de cet ensemble. Démontrons que la suite donnée converge vers
le réel S.

48
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Soit un réel strictement positif quelconque ε. Par définition des bornes supérieures, S − ε n’est
pas un majorant de E. Il existe donc un élément de cet ensemble qui est plus grand ou égal à S − ε;
autrement dit

∃M ∈ N0 : S − ε ≤ xM .

Comme la suite est croissante, on obtient directement S−ε ≤ xm quel que soit l’indice m pour autant
qu’il soit supérieur ou égal M . Puisque S est un majorant de E, on obtient ainsi

S − ε ≤ xm ≤ S ≤ S + ε, ∀m ≥ M

c’est-à-dire
|xm − S| ≤ ε, ∀m ≥ M.

On procède de manière tout à fait analogue dans le cas décroissant. 2

Définition 3.1.3 On dit que la suite xm (m ∈ N0) est de Cauchy si, quel que soit ε > 0, on peut
trouver M ∈ N0 tel que

|xp − xq| ≤ ε, ∀p, q ≥ M.

En langage imagé, cela signifie que la distance entre deux éléments de la suite est aussi petite que l’on
veut pour autant que les indices de ces éléments soient suffisamment grands.

On démontre très aisément et rapidement qu’une suite qui converge est de Cauchy. Par contre,
la réciproque est moins immédiate. C’est bien sûr ce résultat réciproque qui est très utile! De fait, il
n’exige pas de connâıtre à priori le nombre r vers lequel on souhaiterait que la suite converge!

La preuve de cette réciproque fait intervenir la notion de sous-suite d’une suite donnée. Nous en
rappelons la définition ci-dessous.

Si xm (m ∈ N0) est une suite donnée, une sous-suite de celle-ci est simplement une suite constituée
d’une “partie” de ses éléments, en prenant soin de ne considérer que les élements dont les indices
forment une suite de naturels strictement croissante.

Définition 3.1.4 Une sous-suite de xm (m ∈ N0) est une suite xk(m) (m ∈ N0) où, pour tout naturel
m, k(m) est aussi un naturel1 et où on a k(m) < k(m + 1) pour tout m.

Ainsi par exemple, la suite des naturels impairs est une sous-suite de la suite des naturels: si
xm = m pour tout m ∈ N0 alors la suite des naturels impairs , à savoir la suite 2m− 1 (m ∈ N0), peut
aussi être notée xk(m) (m ∈ N0), avec k(m) = 2m − 1 pour tout m.

Propriété 3.1.5 Une suite de Cauchy qui admet une sous-suite convergente converge vers la même
limite que la sous-suite.

Preuve. Soit xm (m ∈ N0) une suite de Cauchy et xk(m) (m ∈ N0) une sous-suite de celle-ci, que l’on
suppose convergente vers le réel r. Démontrons que la suite xm (m ∈ N0) converge aussi vers r.

Soit ε > 0. Vu la convergence de xk(m) (m ∈ N0) et vu le fait que la suite xm (m ∈ N0) est de
Cauchy, il existe un entier M tel que

|xk(m) − r| ≤ ε

2
et |xp − xq| ≤

ε

2
∀m ≥ M.

Comme la suite xk(m) (m ∈ N0) est en fait une sous-suite de la suite xm (m ∈ N0), on a k(m) ≥ m
quel que soit m donc, pour tout m ≥ M , on a

|xm − r| = |xm − xk(m) + xk(m) − r| =

∣∣∣∣
(

xm − xk(m)

)
+

(
xk(m) − r

)∣∣∣∣
≤ |xm − xk(m)| + |xk(m) − r|
≤ ε

2
+

ε

2
= ε

1mais pas nécessairement m lui-même!
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et on peut donc conclure à la convergence de la suite xm (m ∈ N0) vers r. 2

Théorème 3.1.6 (Critère de Cauchy) Une suite de Cauchy est convergente.

Preuve. Soit xm (m ∈ N0) une suite de Cauchy. Pour démontrer qu’elle converge, il suffit d’en extraire
une sous-suite convergente (en vertu du résultat précédent).

Construisons une telle sous-suite.
Soit2 k(1) un naturel strictement positif tel que

|xp − xq| ≤
1

2
, ∀p, q ≥ k(1).

Soit3 ensuite k(2) un naturel strictement plus grand que k(1) tel que

|xp − xq| ≤
1

22
, ∀p, q ≥ k(2).

Par récurrence, on construit ainsi une suite k(m) (m ∈ N0) de naturels telle que

k(m) < k(m + 1), ∀m ∈ N0 et |xp − xq| ≤
1

2m
∀p, q ≥ k(m),∀m ∈ N0.

Montrons maintenant que cette sous-suite xk(m) (m ∈ N0) de la suite xm (m ∈ N0) converge.
Tout naturel r s’écrit

r = r+ − r− avec r+ = sup{r, 0}, r− = sup{−r, 0}.

On voit directement que le nombre r+ (resp. r−) est le nombre qui est égal à r (resp. −r) si r est
positif (resp. négatif) et est égal à 0 sinon. Le réel r+ est appelé “partie positive de r” et le réel r−
est appelé “partie négative de r”; ce sont tous les deux des réels positifs, quel que soit le signe de r.
Cela étant, pour tout m, on a

xk(m) =
(
xk(m) − xk(m−1)

)
+ . . . +

(
xk(2) − xk(1)

)
+ xk(1)

donc
xk(m) = Sm,+ − Sm,−

avec

Sm,+ =
(
xk(m) − xk(m−1)

)
+

+ . . . +
(
xk(2) − xk(1)

)
+

+
(
xk(1)

)
+

Sm,− =
(
xk(m) − xk(m−1)

)
− + . . . +

(
xk(2) − xk(1)

)
− +

(
xk(1)

)
−

Pour prouver que la suite xk(m) (m ∈ N0) converge, il suffit donc de prouver que les suites

Sm,+ (m ∈ N0) et Sm,− (m ∈ N0)

convergent. C’est effectivement le cas car, comme nous allons l’établir ci-dessous, ces suites sont
croissantes et l’ensemble de leurs éléments est majoré

Etudions le cas de la suite Sm,+ (m ∈ N0); celui de Sm,− (m ∈ N0) est tout à fait analogue.
La suite Sm,+ (m ∈ N0) est croissante car, pour tout m, on a

Sm+1,+ =
(
xk(m+1) − xk(m)

)
+

+
(
xk(m) − xk(m−1)

)
+

+ . . . +
(
xk(2) − xk(1)

)
+

+
(
xk(1)

)
+

=
(
xk(m+1) − xk(m)

)
+

+ Sm,+

2Ce nombre existe car la suite est de Cauchy!
3Ce nombre existe aussi car la suite est de Cauchy!
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avec
(
xk(m+1) − xk(m)

)
+
≥ 0. De plus, par construction, pour tout m ≥ 2, on a

Sm,+ =
(
xk(m) − xk(m−1)

)
+

+ . . . +
(
xk(2) − xk(1)

)
+

+
(
xk(1)

)
+

≤
∣∣xk(m) − xk(m−1)

∣∣+ . . . +
∣∣xk(2) − xk(1)

∣∣+
∣∣xk(1)

∣∣

≤ 1

2m−1
+ . . . +

1

2
+
∣∣xk(1)

∣∣

=
∣∣xk(1)

∣∣+
m−1∑

k=1

1

2k

≤
∣∣xk(1)

∣∣+ 1.

2

3.2 Calcul de zéros de fonctions

3.2.1 Introduction

En général, les solutions d’équations du type f(x) = 0 ne peuvent pas être trouvées explicitement.
Même si f est un polynôme, des formules explicites par radicaux4 donnant les solutions n’existent que
pour une degré inférieur ou égal à 4.

Pour “résoudre” de telles équations, on utilise des méthodes approchées, souvent itératives: en
partant d’une condition initiale, on construit une suite d’approximations, que l’on espère de plus en
plus proches (en un sens qu’il convient de préciser!) de la solution cherchée.

Dans le cadre de ce cours, nous considérerons (presque) exclusivement quelques méthodes de cons-
truction de suites d’approximations. Pour une étude numérique complète, on devrait aussi étudier le
choix des conditions initiales, les conditions de convergence, la vitesse de convergence, les
critères d’arrêt et l’“effort de calcul”.

Faisons aussi le rappel fondamental suivant qui concerne la localisation des zéros d’une fonction
continue d’une variable réelle et à valeurs réelles. Ce résultat est un cas particulier du théorème des
valeurs intermédiaires.

Propriété 3.2.1 Si a, b sont réels, si f est continu sur [a, b] et si f(a)f(b) < 0 alors il existe un réel
x0 ∈]a, b[ tel que f(x0) = 0.

Même si nous ne nous éterniserons pas sur l’étude théorique des erreurs commises, nous ne voudri-
ons pas terminer cette brève introduction sans donner des définitions précises rencontrées et utilisées
de façon classique dans les méthodes d’approximations numériques.

Soit une suite de réels xk (k ∈ N) qui converge vers le réel r. Pour tout m, on appelle erreur exacte
commise à l’étape m dans l’approximation de r par la suite xk (k ∈ N) est

∆m = |xm − r|.
Cela étant, on dit que la convergence de la suite est (asymptotiquement)

• d’ordre 1 (ou linéaire) et de taux δ ∈]0, 1[ s’il existe M tel que

∆m+1 ≤ δ∆m ∀m ≥ M,

• d’ordre ρ > 1 et de taux δ > 0 s’il existe M tel que

∆m+1 ≤ δ∆ρ
m ∀m ≥ M.

Lorsque ρ = 2, on parle de convergence quadratique.

4Théorie de Galois, quelques informations: http://www.bib.ulb.ac.be/coursmath/bio/galois.htm
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3.2.2 Méthode de la bisssection

Supposons que f soit défini et continu sur l’intervalle borné fermé [a, b] et que cette fonction prenne
des valeurs de signes opposés en a et b. On sait donc qu’il existe au moins un zéro de f dans ]a, b[.

Décrivons brièvement la méthode de la bissection qui consiste à construire une suite de points de
]a, b[ qui converge vers un zéro de f dans ]a, b[. L’intérêt de cette méthode réside dans le fait qu’elle
est toujours convergente; cependant, la convergence est en général très lente (à un sens que nous
préciserons quelque peu, notamment dans une comparaison avec d’autres méthodes).

Construction

Posons a0 = a, b0 = b et c0 = a0+b0
2 . On calcule f(c0);

- si f(a0)f(c0) < 0, on pose a1 = a0 et b1 = c0;
- si f(a0)f(c0) > 0, on pose a1 = c0 et b1 = b0;
- si f(c0) = 0, le réel c0 est un zéro de f et on peut s’arrêter.

Ceci est la première étape. Les autres sont analogues: étant donné

am, bm,

on pose

cm =
am + bm

2

et on calcule f(cm);
- si f(am)f(cm) < 0, on pose am+1 = am et bm+1 = cm;
- si f(am)f(cm) > 0, on pose am+1 = cm et bm+1 = bm;
- si f(cm) = 0, le réel cm est un zéro de f et on peut s’arrêter.

Nous allons montrer que toute suite xm (m ∈ N) telle que xm ∈ [am, bm] pour tout m converge
vers un zéro de f appartenant à [a, b]. En pratique, on considère souvent xm = cm = am+bm

2 .

Propriété 3.2.2 Toute suite xm (m ∈ N) telle que xm ∈ [am, bm] pour tout m converge vers un zéro
de f appartenant à [a, b].

Preuve. Par construction, les intervalles [am, bm] sont embôıtés en décroissant et on a bm − am =
2−m(b − a) pour tout m. Il s’ensuit que si p, q ≥ M , alors xp, xq ∈ [aM , bM ] donc

|xp − xq| ≤ bM − aM =
b − a

2M
.

Dès lors la suite xm (m ∈ N) est de Cauchy donc converge. Notons r sa limite.
Soit un naturel M ; comme xm ∈ [aM , bM ] pour tout m ≥ M , on obtient r ∈ [aM , bM ]. Il s’ensuit

que

r ∈
⋃

M∈N

[aM , bM ].

Comme les longueurs des intervalles [aM , bM ] forment une suite qui converge vers 0, l’intersection de
ces intervalles est en fait réduite au seul point r.

On vient donc de démontrer que r est la limite de n’importe quelle suite xm (m ∈ N vérifiant
xm ∈ [am, bm] pour tout m. Il reste à montrer que f(r) = 0. De fait, par construction, chaque
intervalle [am, bm] contient un zéro de f ; on peut donc prendre un tel zéro en guise de xm. La fonction
f étant continue, on obtient finalement

0 = lim
m→+∞

f(xm) = f(r)

2
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-
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r

��	
b1 = c0��	

b2 = c1

Remarque sur l’erreur commise (et le test d’arrêt)

En pratique, on choisit au départ ε > 0 (qui, en un certain sens, concrétise l’erreur tolérée) et on
arrête les calculs d’approximations (si on n’est pas tombé directement sur un zéro) lorsque m est tel
que

0 ≤ bm − am ≤ ε.

L’erreur exacte commise, à savoir ∆m = |xm − r| est alors inférieure à ε.

Comme on a toujours

|xm − r| ≤ 1

2
(bm − am)

on dit que la méthode est linéaire de taux 1/2. Il faut cependant remarquer que ceci n’est qu’un
abus de language si l’on compare avec la définition mentionnée ci-dessous; on n’a en effet pas toujours
|xm+1 − r| ≤ |xm − r| pour tout m grand.

3.2.3 Méthode de la tangente (ou de Newton)

Soit f est une fonction réelle continûment dérivable sur un intervalle ouvert I de R et soit x0 un zéro
de f dans cet intervalle. Considérons une valeur approchéee xm ∈ I de x0 et la tangente au graphique
de f au point d’abscisse xm ou, ce qui revient au même, l’approximation polynomiale à l’ordre 1 de f
en xm:

P1(x) = f(xm) + Df(xm)(x − xm).

Supposons Df(xm) 6= 0. Comme P1(x) est proche de f(x) si x est proche de xm et comme f(x0) = 0,
on peut espérer que, sous certaines conditions, l’intersection du graphique de P1 avec l’axe des X soit
aussi (plus) proche du x0.

-

X

6

Y

xm

�
�
�
�
�
�
�
� P1

f

@
@

@I

(xm, f(xm))

@
@

@R

xm+1

@
@

@I

x0

Construction

La méthode de la tangente consiste donc à construire une suite d’approximations d’un zéro de f de
la manière suivante.
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On part d’un réel x1 (condition initiale) et on construit les xm suivants par récurrence: si xm est
connu et si la tangente au graphique de f en xm n’est pas parallèle à X, alors on prend en guise de
xm+1 l’abscisse du point d’intersection de cette tangente avec l’axe des X. L’équation cartésienne de
la tangente dont il est question étant y − f(xm) = Df(xm)(x − xm), à chaque étape, xm+1 est donc
défini par 0 − f(xm) = Df(xm)(xm+1 − xm) c’est-à-dire

xm+1 = xm − f(xm)

Df(xm)
.

Remarque sur la convergence et l’ordre de convergence

Contrairement au cas de la méthode de la bissection, la méthode de Newton ne fournit pas toujours de
suite convergente. Voici des résultats donnant des conditions suffisantes pour assurer effectivement la
convergence. Ils renseignent aussi sur l’ordre de convergence: la méthode de Newton est une méthode
d’ordre 2, c’est-à-dire quadratique.

Proposition 3.2.3 Soit f une fonction à valeurs réelles et soit x0 un zéro de celle-ci. Si f est deux
fois continûment dérivable au voisinage de x0 et si Df(x0) 6= 0 alors il existe r > 0 tel que la suite
définie par

x1 ∈ [x0 − r, x0 + r], xm+1 = xm − f(xm)

Df(xm)

converge vers x0 et la convergence est quadratique. De plus, si D2f(x0) 6= 0 alors

lim
m→+∞

xm+1 − x0

(xm − x0)2
=

D2f(x0)

2Df(x0)
.

On a cependant le résultat plus global suivant5.

Proposition 3.2.4 Soit f une fonction à valeurs réelles deux fois continûment dérivable sur un
intervalle contenant [a, b]. Si

• f(a)f(b) < 0

• Df(x) 6= 0 quel que soit x ∈]a, b[

• D2f ≥ 0 (resp. D2f ≤ 0) sur ]a, b[

alors, quelle que soit la condition initiale x1 ∈]a, b[ telle que f(x1) ≥ 0 (resp. f(x1) ≤ 0, la méthode
de Newton fournit une suite qui converge vers l’unique zéro de f dans [a, b]. La convergence est
quadratique.

3.2.4 Méthode de la sécante

Ici encore, on construit une suite d’approximations d’un zéro de f . Cependant, remarquons une fois
de plus que cette méthode de construction ne donne pas toujours lieu à une suite convergente vers un
zéro; la dépendance en les conditions initiales est importante.

Brièvement, on peut encore dire que la méthode de la sécante est semblable à la méthode précédente
si l’on remplace les tangentes par des sécantes. Cette méthode permet d’éviter le calcul de Df (en les
approximations), lequel peut se révéler délicat, car elle consiste en fait à remplacer le nombre Df(xm)

à chaque itération par l’approximation f(xm)−f(xm−1)
xm−xm−1

. Elle n’a cependant pas un aussi bon ordre de
convergence que la méthode de la tangente.

5Le résultat précédent donne en effet uniquement un résultat local
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Construction

Au départ, on choisit deux réels distincts x1, x2 (c’est-à-dire les conditions initiales; c’est ici que des
résulats théoriques interviendraient pour assurer la convergence de la méthode), soient x1 et x2, et on
considère la droite d passant par les points du graphique de f dont les abscisses sont x1, x2. Si cette
droite n’est pas parallèle à X, le réel x3 est défini comme l’intersection de cette droite avec l’axe X.
Puisque l’équation cartésienne de d est y − f(x2) = f(x2)−f(x1)

x2−x1
(x − x2), on a

x3 = x2 − f(x2)
x2 − x1

f(x2) − f(x1)
.

On continue la construction de la même manière: étant donné xm−1 et xm, l’équation cartésienne de
la droite passant par les points du graphique de f dont les abscisses sont ces réels est (pour autant
que xm−1 6= xm)

y − f(xm) =
f(xm) − f(xm−1)

xm − xm−1
(x − xm)

et l’on pose (pour autant que cette droite ne soit pas parallèle à X)

xm+1 = xm − f(xm)
xm − xm−1

f(xm) − f(xm−1)
.

-
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Remarque sur la convergence et l’ordre de convergence

Sous de bonnes hypothèses sur f , on obtient qu’avec des conditions initiales convenables, on a les
estimations suivantes sur l’erreur commise dans les approximations xm du zéro x0 de f : il existe une
constante C telle que

|xm+1 − x0| ≤ C|xm − x0|p

pour tout m suffisamment grand, avec

p =
1 +

√
5

2
(≃ 1.6).

La méthode est donc d’ordre 1+
√

5
2 .

Terminons cette section par l’énoncé précis de conditions sous lesquelles on a effectivement la
convergence de la méthode et des résultats sur l’ordre de convergence.

Proposition 3.2.5 Soit f une fonction à valeurs réelles deux fois continûment dérivable sur un
intervalle ouvert I de R et un réel x0 ∈ I tel que

f(x0) = 0, Df(x0) 6= 0, D2f(x0) 6= 0.
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Alors il existe r > 0 tel que, étant donné points distincts x1, x2 de [x0 − r, x0 + r] \ {x0}, la suite
xm (m ∈ N0) définie par

xm+2 = xm+1 − f(xm+1)
xm+1 − xm

f(xm+1) − f(xm)

converge vers x0 et

lim
m→+∞

|xm+1 − x0|
|xm − x0|p

=

∣∣∣∣
D2f(x0)

2Df(x0)

∣∣∣∣
1/p

avec p = 1+
√

5
2 ≃ 1.618.

3.2.5 Méthode de Stefenssen

Comme la méthode de la sécante, la méthode de Stefenssen peut être vue comme un tentative de
remplacer l’utilisation de la dérivée Df(xm) dans la méthode de Newton (c’est-à-dire de la tangente).
Comme la suite f(xm) (m ∈ N0) converge vers 0 si la suite xm (m ∈ N0) converge vers un zéro de f ,
dans cette méthode, la valeur Df(xm) est approchée par

f(xm + f(xm)) − f(xm)

f(xm)
.

Construction

La méthode itérative de Stefenssen consiste en la construction de la suite xm (m ∈ N0) à partir d’une
valeur initiale x1 et de l’expression

xm+1 = xm − f2(xm)

f(xm + f(xm)) − f(xm)
.

Remarque sur la convergence et l’ordre de convergence

La méthode de Steffensen ne fournit pas toujours de suite convergente. Des conditions suffisantes
peuvent cependant être données. Nous n’en parlerons pas dans cette brève introduction; cependant,
comme cette méthode est en fait un cas particulier de la méthode du point fixe qui va être décrite
dans la suite, on peut trouver des informations en reprenant les résultats qui vont y être décrits et en
les adaptant à ce cas particulier.

Signalons encore qu’on démontre que la méthode de Steffensen est une méthode quadratique comme
la méthode de Newton (de la tangente).

3.2.6 Méthode du point fixe

Un outil standard pour la résolution numérique d’une équation du type f(x) = 0 est l’utilisation
de méthodes itératives, à savoir la construction d’une suite d’approximations par une formule de
récurrence du type

xm+1 = F (xm) (m ∈ N0).

On vient d’ailleurs déjà d’en voir deux exemples6, présentés de manière indépendante de cette section
étant donné leurs interprétations géométriques particulièrement explicites.

Si une telle suite converge, si on note x0 sa limite et si g est continu, on obtient

x0 = F (x0)

ce qui signifie que x0, limite de la suite construite par récurrence, est un point fixe de la fonction F .

6les méthodes de Newton et de Steffensen sont de ce type!
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Un autre exemple direct de l’utilisation de la méthode du point fixe dans la recherche de zéros de
fonctions est fourni par la simple remarque suivante

f(x) = 0 ⇔ f(x) + x = x

et même, dans un cadre un peu plus général,

f(x) = 0 ⇔ f(x)h(x) + x = x

pour autant que h soit une fonction qui ne s’annule pas dans l’intervalle considéré. Ainsi, la recherche
d’un zéro de f revient à chercher un point fixe pour F où F (x) = f(x)h(x) + x. Le succès de cette
recherche étant soumis à des propriétés de F , il est utile de savoir qu’en fait, à partir d’une même
fonction f , cette métode autorise plusieurs possibilités (car plusieurs choix de F possibles!). Notons
que les exemples rappelés précédemment, à savoir les méthodes de Newton et de Steffensen, consistent
à utiliser respectivement

F (x) = x − f(x)

Df(x)
, F (x) = x − f2(x)

f(x + f(x)) − f(x)
.

Construction

La recherche pratique d’un point fixe pour une fonction F consiste en la construction d’une suite
définie par récurrence à partir d’une condition initiale. Si x1 désigne ce point de départ, la suite
xm (m ∈ N0) est définie par la récurrence suivante:

xm+1 = F (xm), m ∈ N0.

Si cette suite converge et si F est continu, alors la limite de la suite est un point fixe pour F .
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Bien sûr, la description précédente exige plusieurs précisions notamment quant aux domaines de
définitions utilisés, quant aux propriétés de F assurant la convergence et quant à la condition initiale7.
En fait, on peut donner le résultat suivant, très direct à démontrer et d’une grande utilité pratique
(même s’il ne fournit que des conditions suffisantes, certainement pas nécessaires).

Remarque sur la convergence et l’ordre de convergence

Théorème 3.2.6 (Un théorème de point fixe) Soit F : [a, b] → [a, b] une fonction continue
pour laquelle il existe θ ∈]0, 1[ tel que

|F (x) − F (y)| ≤ θ|x − y|, ∀x, y ∈ [a, b].

Alors, quel que soit le réel x1 choisi dans [a, b], la suite définie par xm+1 = F (xm) (m ∈ N0) converge
vers l’unique point fixe de F dans [a, b]. La convergence est au moins linéaire.

7Déjà sur cette représentation, on voit que si l’on tente de partir d’un point x1 situé bien plus “ à gauche” de façon
à espérer arriver au second point fixe, on voit que la méthode ne fonctionne pas



3.3. APPROXIMATION D’INTÉGRALES 58

Preuve. Démontrons l’unicité. De fait, si x0 et x′
0 sont deux points de [a, b] tels que F (x0) = x0 et

F (x′
0) = x′

0 alors

|F (x0) − F (x′
0)| = |x0 − x′

0| ≤ θ|x0 − x′
0|

ce qui implique nécessairement x0 = x′
0 étant donné le fait que θ est strictement inférieur à 1.

Cela étant, pour démontrer la convergence, il suffit de prouver que la suite est de Cauchy. On a
successivement, pour tout m ≥ 2,

|xm+1 − xm| = |F (xm) − F (xm−1)|
≤ θ|xm − xm−1| = θ |F (xm−1) − F (xm−2)|
≤ θ2|xm−1 − xm−2|
≤ . . .

≤ θm−1|x2 − x1|

donc, pou q > p,

|xp − qq| ≤ |xp − xp+1| + . . . + |xq−1 − xq|
≤

(
θp−1 + . . . + θq−2

)
|x2 − x1|

= θp−1
(
1 + θ + . . . + θq−p−1

)
|x2 − x1|

= θp−11 − θq−p

1 − θ
|x2 − x1|

≤ θp−1

1 − θ
|x2 − x1|;

dès lors, comme

lim
p→+∞

θp−1 = 0

on conclut. 2

Remarque.

La condition suffisante énoncée sur F ci-dessus est en particulier satisfaite si F est continûment
dérivable sur un intervalle contenant [a, b] est si supx∈[a,b] |DF (x)| < 1.

On vérifie en effet directement ceci en utilisant le développement limité de Taylor à l’ordre 1.

De plus, si x0 est un point fixe de F , si F est p fois continûment dérivable sur un intervalle
contenant x0 et si DkF (x0) = 0 pour les naturels k = 1, . . . , p − 1, alors la méthode du point fixe est
d’ordre p.

3.3 Approximation d’intégrales

Dans tout ce qui suit, on considère une fonction continue f : [a, b] → R. L’objectif de cette section est
de donner quelques exemples de méthodes permettant d’approcher numériquement la valeur exacte
de l’intégrale ∫ b

a
f(x) dx.

3.3.1 Méthode des rectangles

Bien sûr, on peut en tout premier lieu se référer à la définition que nous avons adoptée pour l’intégrale
d’une fonction continue sur un intervalle borné fermé [a, b] (cf cours Mathématiques générales A), à
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savoir la definition faisant intervenir les sommes de Riemann (on parle alors d’intégrale de Riemann).
Ainsi, on a ∫ b

a
f(x) dx = lim

n→+∞
S(σn, f)

avec

S(σn, f) =

n∑

k=1

f(rk) (xk − xk−1)

quelle que soit la suite de découpages σn (n ∈ N0) donnée par

x0 = a < x1 < . . . < xn−1 < xn = b, rk ∈ [xk−1, xk], k = 1, . . . n

pour autant que

Ln = sup{x1 − x0, . . . , xn−1 − xn−2, xn − xn−1} → 0 si n → +∞.

Si f est à valeurs positives, cela signifie que l’intégrale de f sur [a, b] peut être approchée à une
précision voulue par la somme des aires des rectangles de côtés de longueurs xk − xk−1 et f(rk).

X

Y

x x x x
1 2 3 4a

b
x
0

(r  , f(r  ))
11

(r , f(r ))
2 2

(r , f(r  ))
3 3

(r , f(r ))
44

En particulier, si on choisit

xk = a + k
b − a

n
, k = 0, . . . , n

on a

S(σn, f) =
b − a

n

n∑

k=1

f(rk)

donc

∫ b

a
f(x) dx = (b − a) lim

n→+∞
1

n

n∑

k=1

f(rk) = (b − a) lim
n→+∞

1

n

(
f(r1) + . . . + f(rn−1) + f(rn)

)
;
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en particulier, lorsque par exemple rk = xk,

∫ b

a
f(x) dx = (b − a) lim

n→+∞
1

n

(
f(x1) + . . . + f(xn−1) + f(b)

)
.

Remarquons (rappelons) que, quel que soit n, l’intégrale est exactement égale à b−a
n

∑n
k=1 f(rk)

pour autant que les rk soient choisis convenablement (et c’est ceci, qui n’est en fait pas pratique8).

Cela étant, quand on souhaite calculer une valeur approchée de
∫ b
a f(x) dx par la méthode des

rectangles, on calcule donc un élément de la suite S(σn, f) (n ∈ N0). Par définition, l’erreur commise
à l’étape n (ou le reste de l’approximation) est

En =

∫ b

a
f(x) dx − S(σn, f).

On a les résultats suivants quant aux estimations de ces erreurs.

Proposition 3.3.1 Si f est continûment dérivable sur un intervalle contenant [a, b] et si

xk = a + k
b − a

n
, rk = xk−1 + δ

b − a

n
, k = 1, . . . , n

pour un δ ∈ [0, 1], alors

|En| =

∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx − S(σn, f)

∣∣∣∣ ≤
b − a

n
sup

x∈[a,b]
|Df(x)|, ∀n ∈ N0.

En outre, si δ = 1
2 et si f est deux fois continûment dérivable, on a même

|En| =

∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx − S(σn, f)

∣∣∣∣ ≤
(b − a)2

24n2
sup

x∈[a,b]
|D2f(x)|, ∀n ∈ N0.

3.3.2 Méthode des trapèzes

Si f est à valeurs positives, la méthode des trapèzes consiste en fait à approcher l’intégrale de f sur
[a, b] à une précision voulue par la somme des aires des trapèzes de sommets de coordonnées (xk−1, 0),
(xk, 0), (xk−1, f(xk−1), (xk, f(xk)) c’est-à-dire par

T (σn, f) =

n∑

k=1

(xk − xk−1)
f(xk) + f(xk−1)

2
.

8En effet, rappelons qu’étant donné a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b, en utilisant le théorème des accroissements
finis sur chaque intervalle [xk−1, xk] appliqué à la fonction F : x 7→

R x

a
f(t)dt, primitive de f sur [a, b], on obtient qu’il

existe r1 ∈ [x0, x1], . . . rn ∈ [xn−1, xn] tels que

Z b

a

f(x)dx =

n
X

k=1

Z xk

xk−1

f(x)dx =

n
X

k=1

„

F (xk−1) − F (xk)

«

)dx =

n
X

k=1

(xk−1) − xk)f(rk)

ce qui donne exactement
Z b

a

f(x)dx =
b − a

n

n
X

k=1

f(rk)

lorsque xk = a + k b−a
n

, k = 0, . . . , n.
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X

Y

x x x x
1 2 3 4a

b
x
0

(x ,f(x ))
44(x ,f(x ))

3 3

(x ,f(x ))
22

(x ,f(x ))
11

Si l’on prend soin de prendre une suite de découpages dont la suite des largeurs tend vers 0,
c’est-à-dire tels que

Ln = sup{x1 − x0, . . . , xn−1 − xn−2, xn − xn−1} → 0 si n → +∞

alors on a effectivement

lim
n→+∞

T (σn, f) = lim
n→+∞

n∑

k=1

(xk − xk−1)
f(xk) + f(xk−1)

2

=
1

2
lim

n→+∞

n∑

k=1

(xk − xk−1)f(xk) +
1

2
lim

n→+∞

n∑

k=1

(xk − xk−1)f(xk−1)

=
1

2

∫ b

a
f(x) dx +

1

2

∫ b

a
f(x) dx

=

∫ b

a
f(x) dx

en vertu de la définition de l’intégrale (définition de l’intégrale de Riemann).

Lorsque

xk = a + k
b − a

n
, k = 0, . . . , n

on obtient

T (σn, f) =
b − a

2n

(
f(a) + 2f(x1) + . . . + 2f(xn−1) + f(b)

)
.

Cela étant, quand on souhaite calculer une valeur approchée de
∫ b
a f(x) dx par la méthode des

trapèzes, on calcule donc un élément de la suite T (σn, f) (n ∈ N0). Par définition, l’erreur commise à
l’étape n (ou le reste de l’approximation) est

En =

∫ b

a
f(x) dx − T (σn, f).

On a les résultats suivants quant aux estimations de ces erreurs.
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Proposition 3.3.2 On considère les découpages σn (n ∈ N0) de [a, b] définis à partir des réels xk =
a + k b−a

n , k = 0, . . . , n.
Si f est deux fois continûment dérivable sur un intervalle contenant [a, b], on a

|En| =

∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx − T (σn, f)

∣∣∣∣ ≤
(b − a)3

12n2
sup

x∈[a,b]
|D2f(x)|, ∀n ∈ N0.

On remarque donc que cette méthode donne en général moins de précision que la méthode des rect-
angles dans le cas δ = 1

2 .
Cependant, la méthode des trapèzes est avantageuse car elle permet de diminuer le nombre de

certains calculs intermédiaires.
En effet, d’une part, en posant

h =
b − a

n

pour la clarté de la présentation, on a successivement

T (σ2n, f)

=
b − a

4n

(
f(a) + 2f(x1) + 2f(x2) + 2f(x3) + 2f(x4) + . . . + 2f(x2n−1) + f(b)

)

=
h

4

(
f(a) + 2f(a +

h

2
) + 2f(a + h) + 2f(a + 3

h

2
) + 2f(a + 2h) . . . + 2f(a + (n − 1)h +

h

2
) + f(b)

)

=
h

4

(
f(a) + 2f(a + h) + 2f(a + 2h) . . . + f(b)

)

+
h

4

(
2f(a +

h

2
) + 2f(a + 3

h

2
) + . . . + 2f(a + (n − 1)h +

h

2
)

)

=
T (σn, f)

2
+

h

2

(
f(a +

h

2
) + f(a + 3

h

2
) + . . . + f(a + (n − 1)h +

h

2
)

)
.

On peut donc calculer T (σ2n, f) à partir de T (σn, f) grâce à une multiplication, deux divisions, n
additions et n évaluations de f .

D’autre part, pour n = 2 et h = b−a
2 par exemple, on a

S(σ4, f) =
b − a

4

(
f(a +

1

2

h

2
) + f(a +

3

2

h

2
) + f(a +

5

2

h

2
) + f(a +

7

2

h

2
) + f(b)

)

et

S(σ2, f) =
b − a

2

(
f(a +

1

2
h) + f(a +

3

2
h) + +f(b)

)
.

De même, en toute généralité, on ne peut exploiter le calcul de S(σn, f) pour celui de S(σ2n, f): pour
obtenir ce dernier, on a besoin de 2n évaluations de f et de 2n additions.

3.3.3 Méthode de Simpson

La méthode des rectangles et la méthode des trapèzes pour le calcul d’approximations de l’intégrale
d’une fonction continue sur un intervalle borné fermé viennent d’être introduites. Dans le cas d’une
fonction continue à valeurs positives, leur interprétation géométrique est claire: sur un intervalle
[xk−1, xk]
- la méthode des rectangles consiste à “remplacer” f par la constante f(rk) et à considérer l’aire de
ce rectangle en guise d’approximation de l’intégrale de f :

∫ xk

xk−1

f(x) dx approché par

∫ xk

xk−1

f(rk) dx = f(rk) (xk − xk−1)
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- la méthode des trapèzes consiste à “remplacer” f par le polynôme du premier degré (en général) qui
prend les mêmes valeurs que f aux extrémités de l’intervalle et à considérer l’intégrale de ce polynôme
en guise d’approximation de l’intégrale de f :
∫ xk

xk−1

f(x) dx

approché par

∫ xk

xk−1

(
f(xk−1) +

f(xk) − f(xk−1)

xk − xk−1
(x − xk−1)

)
dx = (xk − xk−1)

f(xk−1) + f(xk)

2

A l’étape n, l’approximation de l’intégrale de f sur [a, b] est alors obtenue en faisant la somme de
chacune des approximations sur chacun des intervalles [xk−1, xk], k = 1, . . . , n.

La méthode de Simpson peut être présentée comme étant un processus analogue (voir aussi remar-
ques terminant cette section à propos des méthodes de Newton-Cotes): sur chacun des sous-intervalles
considérés, elle consiste à remplacer f par le polynôme de degré 2 (en général) qui prend les mêmes
valeurs que f aux extrémités et au milieu de cet intervalle: le polynôme9 du second degré (en général)
qui interpole10 f aux points11 a1, a1 + h = (a1 + b1)/2, b1 est

p2(x) = f(a1) +
f(a1 + h) − f(a1)

h
(x − a1) +

f(a1) − 2f(a1 + h) + f(b1)

2h2
(x − a1) (x − b1)

et son intégrale sur l’intervalle [a1, b1] est
∫ b1

a1

p2(x) dx =
h

3

(
f(a1) + 4f(a1 + h) + f(b1)

)
.

Ainsi, pour n naturel pair, en considérant le découpage σn de [a, b] déterminé par les points xk = a +
k b−a

n (k = 0, . . . , n), on “découpe” l’intervalle [a, b] en n/2 sous-intervalles [x2k, x2k+2] (k = 0, . . . , n/2−
1) et on applique ce qui vient d’être décrit à chacun de ces sous-intervalles (par construction, le point
milieu de [x2k, x2k+2] est le point x2k+1); l’approximation de l’intégrale de f à l’étape n est donc définie
par

P (σn, f) =

∫ x2

x0

p
(0)
2 (x) dx +

∫ x4

x2

p
(1)
2 (x) dx + . . . +

∫ xn

xn−2

p
(n/2−1)
2 (x) dx

=
h

3

(
f(x0) + 4f(x1) + f(x2)

)
+

h

3

(
f(x2) + 4f(x3) + f(x4)

)
+

. . . +
h

3

(
f(xn−2) + 4f(xn−1) + f(xn)

)

=
h

3

(
f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + 2f(x4) + . . . + 4f(xn−1) + f(xn)

)

avec h = b−a
n .

Montrons effectivement que la suite P (σn, f) (n ∈ 2N0) converge vers l’intégrale de f sur [a, b]. De
fait, on a en regroupant les termes de manière appropriée, on obtient dans le cas où n = 4,

h

3

(
f(a) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + f(b)

)

=
h

3

(
f(x1) + f(x1) + f(x3) + f(x3)

)
+

h

3

(
f(a) + f(x1) + f(x2) + f(x3)

)

+
h

3

(
f(x1) + f(x2) + f(x3) + f(b)

)
.

9on démontre aisément, par des méthodes de base d’analyse et d’algèbre linéaire, l’existence et l’unicité de ce polynôme
10c’est-à-dire qui prend les mêmes valeurs que
11h = (b1 − a1)/2
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Cette répartition de la somme totale en une somme de trois termes permettant chacun de se ramener
à une expression de type S(σ′

4, f) s’effectue dans le cas général d’un naturel n pair et conduit à

lim
n→+∞

P (σn, f) =
1

3

∫ b

a
f(x) dx +

1

3

∫ b

a
f(x) dx +

1

3

∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx.

On a les résultats suivants quant aux estimations des erreurs d’approximation

En =

∫ b

a
f(x)dx − P (σn, f).

Proposition 3.3.3 On reprend les notations introduites ci-dessus. Si f est quatre fois continûment
dérivable sur un intervalle contenant [a, b], on a

|En| =

∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx − T (σn, f)

∣∣∣∣ ≤
(b − a)3

2880n4
sup

x∈[a,b]
|D4f(x)|, ∀n ∈ N0.

3.3.4 Remarque: introduction des méthodes de Newton-Cotes

Présentation générale

Bien souvent, l’intégration d’une fonction continue sur un intervalle de R n’est pas possible explicite-
ment. Du point de vue numérique, les intégrales sont le plus souvent approchées par des combinaisons
linéaire de valeurs de la fonction à intégrer.

Les méthodes de Newton-Cotes consistent à approcher l’intégrale de f sur [a, b] par l’approximation

m∑

k=0

cjf(xj)

avec

xj = a + j
b − a

m
, j = 0, . . . ,m

en imposant que cette expression soit exactement égale à l’intégrale de f sur [a, b] pour tous les
polynômes de degré au plus m. La détermination des coefficients cj se ramène à la résolution12 d’un
système linéaire de dimension m + 1.

On montre qu’en fait, l’approximation ainsi obtenue est l’intégrale du polynôme d’interpolation de
f aux points x0, . . . , xm. Plus précisément, le polynôme qui interpole f aux points x0, . . . , xm est

m∑

j=0

f(xj)Lj(x)

où les LJ sont appelés les polynômes de Lagrange et sont donnés par

Lj(x) =
∏

k=1,...,m; k 6=j

x − xk

xj − xk
,

et ∫ b

a

m∑

j=0

f(xj)Lj(x) dx =
m∑

j=0

∫ b

a
LJ(x)dx f(xj)

et par suite

cj =

∫ b

a
Lj(x)dx.

12on obtient par la même occasion l’unicité des cj ayant ces propriétés
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Exemples

En écrivant

cj =
b − a

s
dj ,

on obtient le tableau suivant

m dj s

1 1 1 2

2 1 4 1 6

3 1 3 3 1 8

4 7 32 12 32 7 90

5 19 75 50 50 75 19 288

6 41 216 27 272 27 216 41 840

Ainsi, pour m = 1, on retrouve la méthode du trapèze:

∫ b

a
f(x) dx approché par

1∑

j=0

cjf(xj) =
b − a

2

(
f(a) + f(b)

)

Pour m = 2, on retrouve la méthode de Simpson:

∫ b

a
f(x) dx approché par

2∑

j=0

cjf(xj) =
b − a

6

(
f(a) + 4f(

a + b

2
) + f(b)

)
.

Propriétés générales

On démontre également la propriété suivante, un peu surprenante à priori: si m est pair, la méthode
de Newton-Cotes donne lieu à ∫ b

a
f(x)dx =

m∑

j=0

cjf(xj)

pour tout polynôme de degré inférieur ou égal à m + 1. Ainsi, “gratuitement”, une formule exacte
pour tout polynôme de degré au plus m l’est aussi pour tout polynôme de degré m + 1, pour autant
que m soit pair!

C’est en fait cette propriété qui peut expliquer pourquoi, de façon assez surprenante à priori, on a
une estimation de l’erreur en 1/n2 dans le cas de la méthode des trapèzes et une estimation en 1/n4

dans le cas de la méthode de Simpson! On s’attendrait plutôt à voir une estimation en 1/n3 étant
donné l’utilisation de polynômes de degré 1 puis 2.
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3.4 Exercices

UTILISATION DE LA CALCULATRICE

3.4.1 Calcul de zéros

1. Justifier graphiquement le fait que l’équation

(x

2

)2
− sin x = 0

possède trois solutions distinctes: 0, r,−r avec r > 0. Déterminer une approximation de r.

2. Utiliser des représentations graphiques pour déterminer les zéros des fonctions suivantes, avec
une erreur d’une décimale au plus.

a) 4 sin x + 1 − x, b) 1 − x − e−2x, c) x4 − 4x3 + 2x2 − 8.

3. Utiliser la méthode de la bissection pour approcher un zéro de f avec une erreur de moins de
1/16.

a) f(x) = x2 − 2, b) f(x) = x2 − 7, c) f(x) = x3 + x − 3, d) f(x) = x3 − 3.

4. Montrer que les équations suivantes ont toutes une solution dans l’intervalle ]0, 1.6[. Déterminer
cette solution avec une erreur inférieure à 0.02 en utilisant la méthode de la bissection.

a) x cos x = ln x, b) 2x − e−x, c) e−2x = 1 − x

5. Montrer graphiquement que l’équation x = 1 − e−2x possède une solution non nulle (bien sûr 0
est solution). Utiliser la méthode de la tangente pour en donner une approximation avec une
erreur d’au plus 10−4.

6. Utiliser la méthode de la tangente pour trouver des approximations (à 10−5) des zéros de

f(x) = x4 + 2x2 − x − 1

4
.

7. Utiliser la méthode de la sécante pour déterminer les solutions des équations suivantes avec une
erreur d’au plus 0.0001.

a) 2x = e−x, b) tg x + ch x = 0, c) x3 − x − 5.

8. Utiliser la méthode du point fixe pour résoudre l’équation

x − e−x = 0.

9. Résoudre f(x) = 0 avec

a) f(x) = cos x − x, b) f(x) =
3

2
− cos(2x)

2
− x, c) f(x) = x3 + x2 − x.
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3.4.2 Approximation d’intégrales

1. Déterminer N qui donne une erreur inférieure à 10−6 dans le calcul de l’approximation de
l’intégrale

∫ 2
1 x−1 dx par la méthode du trapèze (resp. de Simpson).

2. Déterminer une approximation de l’intégrale
∫ 1
0

√
1 + x4 dx par la méthode du trapèze (resp. de

Simpson) avec N = 2, 4.

3. Déterminer une valeur approchée de
∫
IR exp(−x2) dx (pour rappel, la valeur exacte de cette

intégrale est
√

π, cf Chapitre 7 (A))

4. Par la méthode du trapèze et par la méthode de Simpson, déterminer une approximation des
intégrales suivantes (n désigne chaque fois le nombre de sous-intervalles à utiliser).

a)

∫ 3

1

1

x
dx, n = 6; b)

∫ 1

0
e−x2

dx, n = 10, n = 40; c)

∫ 1

0
sin(x2)dx, n = 10.

5. Pour chacune des intégrales suivantes, déterminer une borne d’erreur de l’approximation calculée
avec la méthode et le nombre (n) de sous-intervalles demandés.

a)

∫ 3

1

1

x
dx, trapèze, n = 10; b)

∫ 1

0

√
1 + x2dx, trapèze, n = 10;

c)

∫ 2

−1

1

3 + x
dx,Simpson, n = 210; d)

∫ 4

1
x ln x dx,Simpson, n = 20.



Chapitre 4

Transformations et séries
trigonométriques de Fourier

4.1 Rappels sur le calcul intégral

4.1.1 Critères d’intégrabilité

Par définition, une fonction définie presque partout sur ]a, b[⊂ R (intervalle non nécessairement borné)
est intégrable en a+ s’il existe un réel a′ ∈]a, b[ tel que f soit intégrable sur ]a, a′[. De même, f est
intégrable en b− s’il existe un réel b′ ∈]a, b[ tel que f soit intégrable sur ]b′, b[. De la sorte, lorsque f
est continu sur ]a, b[, son intégrabilité sur ]a, b[ est équivalente à son intégrabilité en a+ et en b−.

Citons tout d’abord deux cas très utiles où il est aisé de vérifier l’intégrabilité d’une fonction
continue f sur ]a, b[:
(i) si F est intégrable sur ]a, b[ et si |f | ≤ F presque partout sur ]a, b[ alors f est intégrable sur ]a, b[;
(ii) si a est réel et si f admet une limite finie en a+, alors f est intégrable en a+; de même en b−.

De même, on obtient aisément le résultat suivant:
(iii) si f est une fonction mesurable, réelle et de signe constant sur ]a, b[ et si elle est intégrable sur tout
intervalle du type ]a′, b[ (a′ ∈]a, b[)1, alors f est intégrable sur ]a, b[ si et seulement s’il existe une suite

décroissante am (m ∈ N) de l’intervalle ]a, b[ telle am → a+ et telle que la suite
∫ b
am

f(x) dx (m ∈ N)

converge vers une limite finie. Analogue en b−, avec une suite croissante bm (m ∈ N) de l’intervalle
]a, b[, bm → b−.

Les critères pratiques d’intégrabilité suivants sont basés sur le premier résultat (i) rappelé ci-dessus
et sur l’intégrabilité de2 x 7→ 1

xs en 0+ ou en +∞.
Soit f une fonction continue sur ]a, b[.

- Si a ∈ R, alors f est intégrable en a+ s’il existe s < 1 tel que

lim
x→a+

(x − a)s|f(x)| existe et est fini.

- Si a = −∞, alors f est intégrable en −∞ s’il existe s > 1 tel que

lim
x→−∞

|x|s|f(x)| existe et est fini.

- Si b ∈ R, alors f est intégrable en b− s’il existe s < 1 tel que

lim
x→a+

(b − x)s|f(x)| existe et est fini.

1ce qui arrive notamment si f est continu sur l’intervalle ]a, b[ et intégrable en b−
2rappelons que cette fonction est intégrable en 0+ si et seulement si s < 1 et est intégrable en +∞ si et seulement si

s > 1; ce résultat est aisément démontré en utilisant (iii)

68
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- Si b = +∞, alors f est intégrable en +∞ s’il existe s > 1 tel que

lim
x→+∞

xs|f(x)| existe et est fini.

De même, on obtient des critères de non-intégrabilité sur ]a, b[: si f ∈ C0(]a, b[), alors f n’est pas
intégrable sur cet intervalle dans les cas suivants:
- a ∈ R et limx→a+(x − a)f(x) existe et diffère de 0
- a = −∞ et limx→−∞ |x|f(x) existe et diffère de 0
- b ∈ R et limx→a+(b − x)f(x) existe et diffère de 0
- b = +∞ et limx→+∞ xf(x) existe et diffère de 0

4.1.2 Changement de variables

Voir le fascicule du cours “Mathématiques générales, A”

4.1.3 Un calcul d’intégrale fléchée

Voir le fascicule du cours “Mathématiques générales, A”

4.2 La transformation de Fourier

La transformation de Fourier est une technique mathématique permettant de déterminer le spectre de
fréquences d’un signal (par exemple un son). La définition mathématique de la transformée de Fourier
d’une fonction intégrable f est la suivante :

Fyf =

∫

R

e−ityf(t)dt, y ∈ R

(f est le signal d’entrée (fonction du temps), y la fréquence).
Le signal d’entrée peut être à valeurs réelles ou complexes. En revanche, la transformée de Fourier

est un nombre complexe. Pour chaque fréquence y, le module de Fyf représente l’énergie associée à
cette fréquence. La représentation de ce module en fonction de y constitue le spectre de fréquences
du signal.

Le cadre le plus naturel pour définir les transformées de Fourier est celui des fonctions intégrables.
Toutefois, de nombreuses opérations (dérivations, transformée de Fourier inverse) ne peuvent être
écrites en toute généralité. On doit à Plancherel l’introduction de la transformation de Fourier pour
les fonctions de carré intégrable, pour lesquelles la formule d’inversion est vraie. C’est en fait la théorie
des distributions de Schwartz qui donne un cadre parfaitement adapté.

4.2.1 Transformation de Fourier des fonctions intégrables

Rappelons que l’ensemble des fonctions intégrables sur un sous-ensemble A de R est noté

L1(A).

Définition 4.2.1 Si f est intégrable dans R, la transformée de Fourier (négative) de f est la fonction

f̂(y) = F−
y f :=

∫

R

e−ixyf(x) dx, y ∈ R.

On définit aussi la transformée positive

F+
y f := F−

−yf =

∫

R

eixyf(x) dx, y ∈ R.
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On est fréquemment amené à préciser les notations comme suit (pour la bonne compréhension des
développements des calculs)

F−
y f = F−

x→yf(x) = F−
t→yf(t), . . .

Il faut noter que certains auteurs utilisent e±2iπxy ou aussi un facteur 1√
2π

devant l’intégrale; il

est donc important de vérifier la définition utilisée car les formules associées s’expriment alors un peu
différemment (voir suite).

Cette application transforme en fait une fonction intégrable en une fonction bornée, mais qui n’est
pas toujours intégrable (voir exemples); ceci sera à comparer avec la transformée des fonctions de
carré intégrable (voir suite). La transformée de Fourier d’une fonction intégrable jouit cependant
d’autres propriétés remarquables; par exemple, on va voir que “la dérivation et la multiplication par
une puissance” sont en quelque sorte des “opérations duales”. Nous verrons que ces propriétés se
traduisent aussi par des résultats analogues dans le cadre des séries trigonométriques de Fourier.

Exemple 4.2.2 Si a est un réel strictement positif, alors

F−
y χ[−a,a] =

{
2a si y = 0
2 sin(ay)

y si y 6= 0

et

F−
x→ye

−ax2

=

√
π

a
e−

y2

4a .

Remarquer que le deuxième exemple exprime que la transformée de Fourier d’une fonction gaussienne
est encore une fonction gaussienne.

Enonçons à présent quelques propriétés fondamentales de la transformation de Fourier.

Proposition 4.2.3 - La transformation de Fourier est une application linéaire.
- Si f est intégrable et si a ∈ R0, b ∈ R, on a

F−
x→y

(
f(ax + b)

)
=

1

|a|e
i b

a
yFy/af

- Si f ∈ C1(R) et si f,Df sont intégrables, alors

F−
y Df = iyF−

y f

- Si f et x 7→ xf(x) sont intégrables, alors

DF−
y f = −iF−

x→y

(
xf(x)

)

Ces résultats s’étendent bien sûr au cas des dérivées multiples.

Signalons également que les propriétés précédentes se généralisent au cas des fonctions de carré
intégrable et de leur transformée de Fourier.

Quant aux propriétés fonctionnelles fondamentales de la transformée de Fourier des fonctions
intégrables, elles s’énoncent comme suit.

Théorème 4.2.4 Si f est intégrable, alors sa transformée de Fourier F−f est une fonction
- uniformément continue sur R, c’est-à-dire telle que

lim
h→0

sup
y∈R

|F−
y+h −F−

y f | = 0
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- bornée, c’est-à-dire qu’il existe C > 0 tel que

sup
y∈R

∣∣F−
y f
∣∣ ≤ C

- qui tend vers 0 à l’infini, c’est-à-dire

lim
y→∞

F−
y f = 0

Pour terminer cette introduction à la transformation de Fourier, énonçons deux résultats fonda-
mentaux (théorème de transfert et théorème de Fourier) qu’il sera utile aussi de comparer avec les
résultats analogues dans le cas des fonctions de carré intégrable.

Théorème 4.2.5 (Transfert) Si f et g sont des fonctions intégrables, alors

∫

R

F±
y f g(y) dy =

∫

R

f(y) F±
y g dy

Théorème 4.2.6 (Théorème de Fourier) Si f est intégrable et si sa transformée de Fourier est
intégrable, alors

F±
y

(
F∓f

)
= 2πf(y)

pour presque tout y et pour tout y de chaque intervalle où f est continu.

4.2.2 Transformation de Fourier des fonctions de carré intégrable

Si A est une partie (mesurable) de R, l’ensemble des fonctions (mesurables) de carré intégrable sur A
est noté

L2(A).

On sait que le produit de deux fonctions intégrables n’est pas nécessairement intégrable; on a cependant
le résultat fort intéressant suivant quant aux fonctions de carré intégrable: si f, g sont de carré
intégrable, alors leur produit est une fonction intégrable. (Cela se justifie directement par l’inégalité 2|fg| ≤
|f |2 + |g|2).

Remarquons (voir exemples) que les espaces L1(A) et L2(A) diffèrent. Cependant, comme on a

|f | ≤ |f |2+1
2 , on obtient l’inclusion L2(A) ⊂ L1(A) lorsque A est un ensemble borné.

Sans entrer dans les détails, donnons quelques propriétés fondamentales de cet espace. Il se revèle
en effet être de toute première importance dans le domaine des sciences (et particulièrement dans
celui de l’analyse des signaux). On peut en effet qualifier cet espace “d’espace de la physique” car
sa structure d’espace de Hilbert (voir ci-dessous) en fait un outil privilégié pour la modélisation de
nombreux phénomènes.

L’espace L2(A) est un espace vectoriel (complexe) dans lequel on définit de façon naturelle l’ap-
plication suivante, appelée produit scalaire et qui jouit des propriétés analogues au produit scalaire
connu entre vecteurs

< f, g >=

∫

A
f(x)g(x) dx, f, g ∈ L2(A).

On pose également

‖f‖ =

√∫

A
|f(x)|2dx, f ∈ L2(A).

On démontre alors l’inégalité de Schwarz

∣∣ < f, g >
∣∣ ≤ ‖f‖ ‖g‖, f, g ∈ L2(A).
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L’application ‖.‖ est appelée norme sur L2(A) en raison des propriétés qu’elle possède et qui sont les
mêmes que celles de la norme des vecteurs “géométriques”:

‖cf‖ = |c| ‖f‖, ‖f‖ = 0 si et seulement si f = 0, ‖f + g‖ ≤ ‖f‖ + ‖g‖

quels que soient f, g ∈ L2(A) et c ∈ C.

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire s’appelle un espace pré-hilbertien. Lorsque les suites
de Cauchy de cet espace convergent (pour la norme définie à partir du produit scalaire), on dit que
l’on a affaire à un espace de Hilbert. En fait, les espaces de HIlbert peuvent être considérés comme
la généralisation naturelle en dimension infinie de l’espace des vecteurs (cf cours A par exemple et
l’introduction aux espaces vectoriels de dimension finie); on y définit des bases orthonormées, des
projections orthogonales, . . . . La section consacrée aux séries trigonométriques de Fourier reviendra
sur ces notions.

Faute de temps, il n’est pas question ici de donner les éléments et preuves mathématiques précis
concernant les espaces L2(R) permettant une introduction complète et générale de la transformation
de Fourier dans le cas des fonctions de carré intégrable. Nous nous contenterons d’une introduction
et de résultats pratiques.

Le but est de donner une définition qui se rapproche du cas des fonctions intégrables, car celui-ci
en constitue un cas particulier et est vraiment un cadre idéal pour les développements techniques, les
preuves (vu les expressions explicites sous forme d’intégrales).

Définition 4.2.7 Soit f une fonction de L2(R). Pour y ∈ R, on considère la limite

lim
m→+∞

∫ m

−m
e−ixyf(x) dx.

Si cette limite existe pour presque tout y, on définit alors la fonction

y 7→ F−
y f = lim

m→+∞

∫ m

−m
e−ixyf(x) dx

et on appelle cette fonction la transformée de Fourier négative de f

Remarquons tout de suite que lorsque f est intégrable, on retrouve

F−
y f = F−

y f.

Bien sûr, on adopte une définition analogue dans le cas des “transformées +”.

Les propriétés relatives à la dérivation (cf transformation de Fourier dans L1) sont conservées dans
ce cadre. La propriété de transfert et le théorème de Fourier prennent ici la forme tout à fait générale
suivante.

Théorème 4.2.8 (Théorème de Fourier) Si f est de carré intégrable alors sa transformée de
Fourier dans L2 est aussi de carré intégrable et on a

F±
y

(
F∓f

)
= 2πf(y)

pour presque tout y.

Théorème 4.2.9 (Transfert) Si f et g sont des fonctions de carré intégrable, alors
∫

R

F±
y f g(y) dy =

∫

R

f(y) F±
y g dy

En particulier
< F±f,F±g >= 2π < f, g >, ‖F±f‖ =

√
2π‖f‖.
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En guise de premiers exemples, on demande de calculer les transformées de Fourier des fonctions
suivantes, en spécifiant s’il s’agit d’une transformée dans L1 ou dans L2.

x 7→
{

sinx
x si x 6= 0

1 si x = 0

e−|x|, x ∈ R.

On demande aussi de calculer les intégrales suivantes

∫

R

(
sin x

x

)2

dx,

∫ +∞

0

1

(4x2 + 1) (x2 + 9)
dx.

4.3 Les séries trigonométriques de Fourier

4.3.1 Définitions et propriétés de base

Le développement en série trigonométrique de Fourier consiste à développer une fonction3 de carré
intégrable sur un intervalle borné I =]a, b[, c’est-à-dire un élément de l’espace L2(]a, b[), selon une
base orthonormée de cet espace.

Nous utilisons les notations suivantes pour les fonctions trigonométriques (exponentielles)

em(x) =
1√

b − a
e

2iπmx
b−a , m ∈ Z.

Elles sont orthonormées pour le produit scalaire de L2(I)

< f, g >=

∫ b

a
f(x)g(x)dx.

Les coefficients de Fourier de f ∈ L2(I) relatifs à cette base sont les complexes

cm =< f, em >=

∫ b

a
f(x)em(x)dx, m ∈ Z.

On a les résultats suivants.

Théorème 4.3.1 (Développement en série trigonométrique de Fourier dans la base em (m ∈ Z))
Si f, g ∈ L2(I), on a

lim
M→+∞

∫ b

a

∣∣∣∣∣f(x) −
M∑

m=−M

cmem(x)

∣∣∣∣∣

2

= 0 (convergence en norme L2),

f(x) = lim
M→+∞

M∑

m=−M

cmem(x) pour presque tout x ∈ I

et

< f, g >=

∫ b

a
f(x)g(x)dx = lim

M→+∞

M∑

m=−M

cmc′m

si les cm (resp. c′m) désignent les coefficients de Fourier de f (resp. g). 2

3mesurable
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Etant donné une fonction f ∈ L2(]a, b[), on utilise souvent la notation suivante pour désigner les
sommes partielles de sa série trigonométrique de Fourier

SM (f, x) =

M∑

m=−M

< f, em > em(x), M ∈ N.

Comme cas particulier de la dernière formule, on obtient

‖f‖2 =

∫ b

a
|f(x)|2dx =

+∞∑

m=−∞
|cm|2.

En utilisant les fonctions sin et cos on en déduit le résultat ci-dessous.

Propriété 4.3.2 Si f ∈ L2(I) et si on utilise les notations

u0(x) =
1√

b − a
, um(x) =

√
2

b − a
cos(

2πmx

b − a
), vm(x) =

√
2

b − a
sin(

2πmx

b − a
)

alors les fonctions u0, um, vm (m ∈ N0) forment une base orthonormée de L2(I) et, avec rm =<
f, um >, sm =< f, vm >, on a

lim
M→+∞

∫ b

a

∣∣∣∣∣f(x) − r0u0(x) −
M∑

m=1

(
rmum(x) + smvm(x)

)∣∣∣∣∣

2

= 0

f(x) = r0u0(x) + lim
M→+∞

M∑

m=1

(
rmum(x) + smvm(x)

)
pour presque tout x ∈ I

et

< f, g >=

∫ b

a
f(x)g(x)dx = r0r

′
0 + lim

M→+∞

M∑

m=1

(rmr′m + sms′m)

si les r′m, s′m désignent les coefficients de Fourier de g relatifs aux fonctions cosinus et sinus. 2

Comme dans le cas des exponentielles, on définit aussi les sommes partielles associées à la série.
La convergence des séries de Fourier est une convergence en norme L2, donc une convergence

d’intégrales et pas une convergence en tout point du domaine de définition (de manière imagée, c’est
“une convergence d’aires” et pas une convergence de suites numériques). Dans de nombreuses situa-
tions pratiques, il est cependant possible de préciser ces notions de convergence et aussi de connâıtre
la relation qui existe entre les valeurs de f et la somme de la série de Fourier. Ainsi, des compléments
aux résultats précédents peuvent être énoncés.

4.3.2 Propriétés relatives à la convergence

Examinons des résultats “optimistes”, en ce sens qu’ils fournissent des réponses précises et complémentaires
en ce qui concerne la convergence dans plusieurs cas usuels.

Propriété 4.3.3 (Convergence ponctuelle) (i) Si f est continu sur [a, b] et si la série de ses
coefficients de Fourier cm (resp. rm, sm) est absolument convergente, alors

f(x) =
+∞∑

m=−∞
cmem(x) ∀x ∈ [a, b] (resp. f(x) = r0u0(x) +

+∞∑

m=1

(rmum(x) + smvm(x)) ∀x ∈ [a, b])
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(ii) Si f est continu sur ]a, b[, de carré intégrable sur ]a, b[ et si la série de ses coefficients de
Fourier cm (resp. rm, sm) est absolument convergente, alors

f(x) =

+∞∑

m=−∞
cmem(x) ∀x ∈]a, b[ (resp. f(x) = r0u0(x) +

+∞∑

m=1

(rmum(x) + smvm(x)) ∀x ∈]a, b[)

(iii) Il existe d’autres résultats ne faisant intervenir que la semi-convergence des séries (notamment
dans le cas des séries alternées).

Propriété 4.3.4 (Convergence ponctuelle) Si f est une fonction bornée et monotone4 sur ]a, b[
alors elle est intégrable, de carré intégrable sur ]a, b[ et on a

lim
M→+∞

SM (x) =





f(x+) + f(x−)

2
, ∀x ∈]a, b[

f(a+) + f(b−)

2
, x ∈ {a, b}

avec

SM (x) = r0u0(x) +

M∑

m=1

(
rmum(x) + smvm(x)

)
, M ∈ N0

et

f(r+) = lim
t→r,t>r

f(t), f(r−) = lim
t→r,t<r

f(t).

2

4.3.3 Le phénomène de Gibbs

Gibbs.. En bref...

Au niveau d’un point de discontinuité de f , Sn subit une forte oscillation, une sorte de “sursaut”.
Les images laissent soupçonner et le calcul montre effectivement que l’amplitude de ce sursaut tend
vers une constante. Précisément si la fonction a une discontinuité d’amplitude ∆y, alors Sn, tout en
restant continue, connâıtra un “saut” en ordonnée valant de l’ordre de 18% de plus.

Voici une illustration du phénomène de Gibbs.

On part de l’exemple du développement de f(x) = x en série trigonométrique de Fourier dans
L1([0, 1]), à savoir

x =
1

2
− 1

π

+∞∑

m=1

sin(2πmx)

m
.

On pose

SM (x) =
1

2
− 1

π

M∑

m=1

sin(2πmx)

m
, M ∈ N0.

Vu ce qui précède, on a

lim
M→+∞

∫ 1

0
|SM (x) − x|2 dx = 0 (convergence dans L2([0, 1]))

4ou combinaison linéaire de telles fonctions; il est aussi possible d’utiliser d’autres hypothèses-cf cours pour une
première approche
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et

lim
M→+∞

SM (x) =
1

2
− 1

π

+∞∑

m=1

sin(2πmx)

m
= x ∀x ∈]0, 1[

lim
M→+∞

SM (x) =
1

2
− 1

π

+∞∑

m=1

sin(2πmx)

m
=

0 + 1

2
=

1

2
pour x = 0, x = 1.

Voici quelques représentations: f et S2, f périodisée et S2, f et S10, f et S64.
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Illustration du phénomène de Gibbs à partir de cet exemple (résumé)

Le phénomène de Gibbs décrit le comportement des sommes partielles SM au voisinage des points
de discontinuité (de la fonction f périodisée). Ici, les points considérés sont donc 0 et 1.

On a

lim
M→+∞

SM

(
1 − 1

2M

)
=

1

2
+

1

π

∫ π

0

sin x

x
dx

lim
M→+∞

SM

(
1

2M

)
=

1

2
− 1

π

∫ π

0

sin x

x
dx.

Démontrons par exemple la première égalité. L’autre cas se traite exactement de la même manière.
On a successivement

SM

(
1 − 1

2M

)
=

1

2
+

1

π

M∑

m=1

sin(πm/M)

m

=
1

2
+

1

π

M∑

m=1

1

M

sin(πm/M)

m/M
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=
1

2
+

1

π

M∑

m=1

1

M
F (xm)

=
1

2
+

1

π

M∑

m=1

(xm − xm−1)F (xm)

→ 1

2
+

1

π

∫ 1

0
F (x)dx

=
1

2
+

1

π

∫ 1

0

sin(πx)

x
dx =

1

2
+

1

π

∫ π

0

sin x

x
dx

en utilisant la définition de l’intégrale (de Riemann) pour le prolonongement continu sur [0, 1] de

F (x) = sin(πx)
x et le découpage xm = m

M , m = 0, . . . ,M de [0, 1].

En utilisant des inégalités et approximations de séries, on démontre alors que

2

π

∫ π

0

sin x

x
dx ≥ 1 + δ

avec 0, 17 = δ > 0. Il s’ensuit l’explication du “saut” quand on s’approche des points de discontinuité:

SM

(
1 − 1

2M

)
→ 1

2
+

1

π

∫ π

0

sin x

x
dx >

1

2
+

1

2
+

δ

2
= 1 +

δ

2
.

Ici, démontrons simplement l’existence de δ > 0, sans préciser sa valeur. Le but est donc de
prouver que ∫ π

0

sin x

x
dx >

π

2
.

Or, on sait que

π

2
=

∫ →+∞

0

sin x

x
dx =

∫ π

0

sin x

x
dx +

∫ 3π

π

sinx

x
dx + lim

m→+∞

∫ mπ

3π

sin x

x
dx

donc ∫ π

0

sinx

x
dx =

π

2
−
∫ 3π

π

sin x

x
dx − lim

m→+∞

∫ mπ

3π

sin x

x
dx.

Pour conclure, il suffit donc de prouver que

(a)

∫ 3π

π

sin x

x
dx < 0 et (b)

∫ mπ

3π

sin x

x
dx ≤ 0 ∀m ≥ 3.

On a (a) car

∫ 3π

π

sinx

x
dx =

∫ 2π

π

sinx

x
dx +

∫ 3π

2π

sin x

x
dx

=

∫ 3π

2π
sinx

(
1

x
− 1

x − π

)
dx

< 0.

Démontrons (b).
Si m = 5, on a

∫ 5π

3π

sin x

x
dx =

∫ 4π

3π

sin x

x
dx +

∫ 5π

4π

sin x

x
dx =

∫ 5π

4π
sin x

(
1

x
− 1

x − π

)
dx < 0
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et, en groupant de la même manière les termes deux par deux, on obtient aussi (b) pour tous les
naturels impairs m ≥ 3.

Si m = 4 on a directement
∫ 4π
3π

sinx
x dx < 0. Si m = 6, alors

∫ 6π

3π

sin x

x
dx =

∫ 5π

3π

sin x

x
dx +

∫ 6π

5π

sin x

x
dx

qui est la somme de deux nombres négatifs, donc est négatif. On procède de même pour les autres
nombres pairs: on a ∫ mπ

3π

sin x

x
dx =

∫ (m−1)π

3π

sin x

x
dx +

∫ mπ

(m−1)π

sin x

x
dx,

ce qui est en fait la somme de deux nombres négatifs (le premier correspond au cas “impair puisque
m est pair et le second est négatif puisque sin est négatif sur l’intervalle [(m − 1)π,mπ].

4.3.4 Le théorème de Shannon

Le théorème d’échantillonnage de Shannon est un résultat fondamental de la théorie du signal. Il
exprime qu’un signal limité en fréquence est entièrement déterminé à partir d’un échantillonnage
de ce signal correspondant à deux échantillons par période (dans le langage de l’analyse du signal:
échantillonnage deux fois par cycle de la plus haute fréquence). (Dans les notations ci-dessous: période T = 2π

ν
;

pas d’échantillonnage= π
ν

= T
2

: la fonction est évaluée “deux fois” par période.)
Ce théorème peut aussi être démontré en utilisant la théorie des distributions (ici les distributions

de Dirac). Cette preuve fait ressortir davantage les aspects de la théorie du signal mais nous ne la
présentons pas ici car l’acquis mathématique n’est pas suffisant à ce stade.

Théorème 4.3.5 (Théorème d’échantillonnage de Shannon) Soir ν un réel strictement positif.
Si f est une fonction définie sur R, continue sur R, appartenant à L2(R) et dont le support de la
transformée de Fourier (négative) est inclus dans [−ν, ν], alors, dans L2(R), on a

f(x) = lim
M→+∞

M∑

m=−M

f
(mπ

ν

) sin(νx − mπ)

νx − mπ

Preuve. Le développement en série trigonométrique de Fourier de f̂ dans L2([−ν, ν]) donne

f̂(y) =
1

2ν

+∞∑

m=−∞

(∫ ν

−ν
f̂(u)eimπu/νdu

)
e−imπy/ν

=
1

2ν

+∞∑

m=−∞

(
F+

mπ
ν

f̂
)

e−imπy/ν

=
π

ν

+∞∑

m=−∞
f
(mπ

ν

)
e−imπy/ν .

En prenant la transformée de Fourier des deux membres5 et en tenant compte du fait que
∫ ν

−ν
eixye−imπy/νdy = 2

sin(νx − mπ)

x − mπ/ν

on obtient

f(x) =

+∞∑

m=−∞
f
(mπ

ν

) sin(νx − mπ)

νx − mπ
.

5l’intégrale se fait uniquement sur [−ν, ν] étant donné la propriété de support
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2

Remarques
En étudiant plus précisément la convergence des séries obtenues, on peut directement obtenir des

résultats de convergence autres que ceux en norme L2 et presque partout.
Ainsi, les séries du type

+∞∑

m=0

am cos(mx),
+∞∑

m=1

bm sin(mx)

définissent des fonctions 2π−périodiques sur R et continues sur ]0, 2π[ pour autant que la suite am (m ∈
N) (resp. bm (m ∈ N0)) soit une suite de réels décroissante qui converge vers6 0.

Si cette série est le développement d’une fonction régulière7, on peut aussi immédiatement obtenir
des estimations des coefficients du type supm |am|mr ≤ R (resp. supm |bm|mr ≤ R).

4.3.5 Autres bases orthonormées

Dans de nombreuses situations liées à la résolution d’équations différentielles (par exemple), on est
amené à introduire d’autres fonctions (formant des bases orthonormées) particulièrement utiles.

Les polynômes de Legendre

Les polynômes

P0(x) =

√
2

2
, Pm(x) =

√
m + 1/2

2mm!
Dm(x2 − 1)m, m ∈ N0

sont appelés polynômes de Legendre; ils forment une base orthonormée de L2([−1, 1]).

Les fonctions de Laguerre

Les fonctions

L0(x) = e−x/2, Lm(x) =
1

m!
ex/2Dm(xme−x), m ∈ N0

sont appelés fonctions de Laguerre; elles forment une base orthonormée de L2([0,+∞[).

Les fonctions de Hermite

Les fonctions

H0(x) = π−1/4e−x2

, Hm(x) =
1

π1/4
√

2mm!
ex2/2Dme−x2

, m ∈ N0

sont appelés fonctions de Hermite; elles forment une base orthonormée de L2(] −∞,+∞[).

6cela résulte du fait que sous cette hypothèse, la convergence de la série est uniforme dans tout compact du
complémentaire des multiples entiers de 2π

7c’est-à-dire avec des propriétés de dérivabilité sur R













Chapitre 5

Compléments à l’étude des fonctions
de plusieurs variables

5.1 Le théorème des accroissements finis et le développement limité
de Taylor

5.1.1 Résultats dans R

Rappelons que pour une fonction réelle d’une variable réelle, le théorème des accroissements finis
(TAF) et développement limité de Taylor s’énoncent comme suit.

Théorème 5.1.1 1) (TAF) Soit f une fonction dérivable dans I = ]a, b[ et soit x0 ∈ ]a, b[. Pour tout
x ∈ I, il existe u compris entre x0 et x tel que

f(x) = f(x0) + (x − x0)Df(u).

2) (Développement limité de Taylor) Soient I = ]a, b[, f une fonction p fois dérivable dans I et
x0 ∈ I. Pour tout x ∈ I il existe u compris entre x0 et x tel que

f(x) = f(x0) + (x − x0)Df(x0) + . . . +
(x − x0)

p−1

(p − 1)!
Dp−1f(x0) +

(x − x0)
p

p!
Dpf(u).

Ces résultats se généralisent aisément au cas de plusieurs variables réelles. Prenons le cas de deux
variables; pour plus de deux variables, on procède exactement de manière analogue.

On se contentera aussi d’énoncer les résultats dans le cas de rectangle ]a, b[×]c, d[ (on pose I = ]a, b[
et J = ]c, d[). Ces résulats s’étendent facilement au cas d’ouverts plus généraux. Il faudra simplement
veiller à travailler localement, de façon à ce que les segments joignant les différents points considérés
restent inclus dans l’ensemble où la fonction est régulière.

5.1.2 TAF

Théorème 5.1.2 (TAF) Soit f une fonction dérivable dans I ×J et soient x0 ∈ I, y0 ∈ J . Pour tous
x ∈ I, y ∈ J , il existe u compris entre x0 et x et v compris entre y0 et y tels que

f(x, y) = f(x0, y0) + (x − x0)D1f(u, y0) + (y − y0)D2f(x, v).

80
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-
X

6
Y

a b

c

d

•(x, y)

•(x0, y0) •(x, y0)×@@I

(u, y0)
× -(x, v)

Preuve. Ce résultat résulte simplement de l’application du TAF dans IR à deux reprises. En effet,
on a

f(x, y) = f(x, y) − f(x, y0) + f(x, y0) − f(x0, y0) + f(x0, y0);

de plus, il existe u compris entre x et x0, v compris entre y et y0 tels que

f(x, y0) − f(x0, y0) = (x − x0)D1f(u, y0), f(x, y) − f(x, y0) = (y − y0)D2f(x, v).

Dès lors
f(x, y) = f(x0, y0) + (x − x0)D1f(u, y0) + (y − y0)D2f(x, v).

2

A une variable, on sait (cf Chapitre 2 du cours Mathématiques générales A) qu’une fonction
dérivable est toujours continue. A plusieurs variables, des exemples montrent que ce résultat n’est
plus vrai. Cependant, si f est dérivable et si ses dérivées partielles sont continues, alors f est continu
dans U ; ce résultat est une conséquence du théorème des accroissements finis.

Corollaire 5.1.3 Si f est dérivable dans un ouvert U de R2 et si ses dérivées partielles sont continues
U alors f est continu dans U .

Preuve. Fixons (x0, y0) ∈ U . Si (x, y) est voisin de (x0, y0), par le théorème des accroissemnts finis, il
existe des réels u et v respectivement compris entre x et x0, y et y0 tels que

f(x, y) = f(x0, y0) + (x − x0)D1f(u, y0) + (y − y0)D2f(x, v).

Vu la continuité des dérivées partielles de f , on obtient

lim
x→x0,y→y0

D1f(u, y0) = D1f(x0, y0), lim
x→x0,y→y0

D2f(x, v) = D2f(x0, y0)

donc
lim

x→x0,y→y0

f(x, y) = f(x0, y0).

2

Il s’ensuit que l’ensemble Cp(U) est en fait l’ensemble des fonctions dont toutes les dérivées par-
tielles jusqu’à l’ordre p existent dans U et dont les dérivées d’ordre p sont continues dans U .

Signalons sans démonstration un résultat très important de la théorie des fonctions de plusieurs
variables (nous l’énonçons dans le cas de deux variables mais il se généralise bien sûr de façon naturelle
au cas de plus de deux variables).

Théorème 5.1.4 Si f est une fonction définie sur un ouvert U de IR2 et si les dérivées D1f , D2f ,
D2D1f existent et si D2D1f est continu dans U , alors D1D2f existe et est égal à D2D1f dans U .

En particulier, si f appartient à C2(U), alors D1D2f = D2D1f dans U .
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5.1.3 Développement limité de Taylor

Théorème 5.1.5 (Développement limité de Taylor) Soient (x0, y0), (x, y) ∈ I × J .
Si f ∈ C1(I × J), il existe t0 ∈ ]0, 1[ tel que

f(x, y) = f(x0, y0) + (x − x0)D1f(u0, v0) + (y − y0)D2f(u0, v0)

où on a posé u0 = x0 + t0(x − x0), v0 = y0 + t0(y − y0).
Si f ∈ C2(I × J), il existe t0 ∈ ]0, 1[ tel que

f(x, y) = f(x0, y0) + (x − x0)D1f(x0, y0) + (y − y0)D2f(x0, y0)

+
1

2

(
(x − x0)

2D2
1f(u0, v0) + 2(x − x0)(y − y0)D1D2f(u0, v0) + (y − y0)

2D2
2f(u0, v0)

)

où on a posé u0 = x0 + t0(x − x0), v0 = y0 + t0(y − y0).
Le résultat se généralise au cas de f ∈ Cp(I × J); la formule est assez longue mais est la

généralisation naturelle des précédentes.

-
X

6
Y

a b

c

d

•(x, y)

•(x0, y0) ���������
×

@@R
(x0 + t(x − x0), y0 + t(y − y0))

Les points du segment de droite joignant les points de coordonnées (x0, y0)
et (x, y) ont pour coordonnées (x0 + t(x − x0), y0 + t(y − y0)), t ∈ [0, 1].

Preuve. Considérons le cas p = 2. Définissons la fonction

F (t) = f(x0 + t(x − x0), y0 + t(y − y0)).

Cette fonction est définie et deux fois continûment dérivable dans un intervalle du type ]−δ, 1 + δ[ où
δ est un réel strictement positif. 1 Cela signifie que l’on considère la fonction de deux variables en des
points d’un segment un peu plus long que celui joignant les points (x0, y0) et (x, y). Pour alléger les
notations, posons

f1(t) = x0 + t(x − x0), f2(t) = y0 + t(y − y0).

Une application du développement de Taylor à la fonction F à l’ordre 2 dans cet intervalle de IR
fournit alors t0 ∈ [0, 1] tel que

F (1) = F (0) + DF (0) +
1

2
D2F (t0).

On a
DF (t) = (x − x0)D1f |(f1(t),f2(t)) + (y − y0)D2f |(f1(t),f2(t)),

D2F (t) = (x − x0)
2D2

1f |(f1(t),f2(t)) + 2(x − x0)(y − y0)D2D1f |(f1(t),f2(t)) + (y − y0)
2D2

2f |(f1(t),f2(t))

1En effet, il existe δ > 0 tel que x0 + t(x − x0) ∈ I, y0 + t(y − y0) ∈ J pour tout t ∈ ]−δ, 1 + δ[; le théorème de
dérivation des fonctions composées peut alors s’appliquer.
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et
F (1) = f(x, y), F (0) = f(x0, y0).

En posant

u0 = f1(t0) = x0 + t0(x − x0), v0 = f2(t0) = y0 + t0(y − y0)

on obtient la formule annoncée.2

Interprétation

1) Rappelons encore que, dans le cas d’une variable, lorsque f est dérivable en x0, ces résultats
traduisent le fait que les points de la tangente au graphique de f en x0 donnent une approximation
à l’ordre 1 de f en x0. En effet, la tangente au graphique de f en x0 est la droite d’équation
y = f(x0) + Df(x0)(x − x0) et on a

approx = f(x0) + Df(x0)(x − x0)

lim
x→x0

f(x) − approx

x − x0
= lim

x→x0

f(x) − [f(x0) + Df(x0)(x − x0)]

x − x0
= 0.

Lorsque f appartient à C1(]a, b[), on a une bonne approximation du reste (et c’est ce qui est utile dans
les applications):

f(x) − approx = f(x) − [f(x0) + Df(x0)(x − x0)] = (x − x0)[Df(u) − Df(x0)]

où u est donné par le développement de Taylor. On a

lim
x→x0

(Df(u) − Df(x0)) = 0.

2) Prenons maintenant le cas de f ∈ C1(U), (x0, y0) ∈ U . La représentation graphique de f est la
surface S d’équation cartésienne

z = f(x, y) ou encore G(x, y, z) = 0

avec G(x, y, z) = f(x, y) − z. Le point de coordonnées (x0, y0, z0), où z0 = f(x0, y0) est un point du
graphique de f . Le plan d’équation cartésienne

z = f(x0, y0) + (x − x0)D1f(x0, y0) + (y − y0)D2f(x0, y0)

est appelé plan tangent au graphique de f en (x0, y0) (ou plan tangent à la surface S au point de
coordonnées (x0, y0, z0). Les points de ce plan donnent une approximation à l’ordre 1 de f en (x0, y0).
En effet on a

approx = f(x0, y0) + (x − x0)D1f(x0, y0) + (y − y0)D2f(x0, y0)

f(x, y) − approx = f(x, y) − [f(x0, y0) + (x − x0)D1f(x0, y0) + (y − y0)D2f(x0, y0)]

= (x − x0)[D1f(u0, v0) − D1f(x0, y0)] + (y − y0)[D2f(u0, v0) − D2f(x0, y0)].

Comme

lim
x→x0,y→y0

[D1f(u0, v0) − D1f(x0, y0)] = 0, lim
x→x0,y→y0

[D2f(u0, v0) − D2f(x0, y0)] = 0

et comme

|x − x0| ≤
√

(x − x0)2 + (y − y0)2, |y − y0| ≤
√

(x − x0)2 + (y − y0)2
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on obtient

lim
x→x0,y→y0

f(x, y) − approx√
(x − x0)2 + (y − y0)2

= lim
x→x0,y→y0

(x − x0)[D1f(u0, v0) − D1f(x0, y0)]√
(x − x0)2 + (y − y0)2

+ lim
x→x0,y→y0

(y − y0)[D2f(u0, v0) − D2f(x0, y0)]√
(x − x0)2 + (y − y0)2

= 0

Vu la définition du plan tangent, le vecteur de composantes

(D1(fx0, y0),D2f(x0, y0),−1) = gradG|(x,0,y0,z0)

est une vecteur normal au plan tangent à la surface d’équation G(x, y, z) = 0 au point (x0, y0, z0).

Voici deux illustrations. La première représente une demi-sphère (équation de la sphère centrée à
l’origine et de rayon 1: x2 + y2 + z2 = 1; on a représenté les points de cote positive) et le plan tangent
au point (0, 0, 1). Comme l’équation de la sphère est G(x, y, z) = 0 avec G(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1,
on a

gradG|(x,y,z) = (2x, 2y, 2z)

et le plan en question a donc pour équation

0 = gradG|(0,0,1) • (x, y, z − 1) = z − 1.
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La seconde représente les points du parabolöıde elliptique d’équation z = 4−x2−y−2 dont la cote
est positive et le plan tangent au point de coordonnées (1, 0, 3). Comme G(x, y, z) = z − 4 + x2 + y2,
on a ici

gradG|(x,y,z) = (2x, 2y, 1)

et le plan tangent au point de coordonnées (1, 0, 3) a donc pour équation

0 = gradG|(1,0,3) • (x − 1, y, z − 3) = z + 2x − 5.
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De nombreuses autres illustrations figurent par exemple dans le livre “Calculus, with analytic
geometry”, R. Ellis, D. Gulick.

3) Une autre interprétation justifiant le nom “plan tangent” à la surface S pour le plan

z = f(x0, y0) + (x − x0)D1f(x0, y0) + (y − y0)D2f(x0, y0)

ou plus généralement pour le plan

(z − z0)D3G(x0, y0, z0) + (y − y0)D2G(x0, y0, z0) + (z − z0)D3f(x0, y0, z0) = 0

est celle-ci: si (f1(t), f2(t), f3(t)), t ∈ I est une courbe régulière incluse dans S passant par (x0, y0, z0)
en t = t0, on a

G(f1(t), f2(t), f3(t)) = 0, t ∈ I

donc, en dérivant les deux membres par rapport à t et en considérant l’égalité obtenue pour t = t0,
on obtient

Df1(t0)D3G(x0, y0, z0) + Df2(t0)D2G(x0, y0, z0) + Df3(t0)D3f(x0, y0, z0)

= gradG|(x,0,y0,z0) • (Df1(t0),Df2(t0),Df3(t0)) = 0.

Le plan (vectoriel) dont il est question ci-dessus contient donc la tangente à toute courbe incluse dans
la surface.

5.2 Extrema libres

On introduit la notion de maximum, de minimum (local ou global) comme dans les cas des fonctions
d’une variable réelle (et à valeurs réelles). Considérons le cas de deux variables; celui de trois variables
ou même plus se traite de même.

Définition 5.2.1 Si f est défini dans A et si (x0, y0) ∈ A, on dit que (x0, y0) correspond à un
maximum local des valeurs de f s’il existe ε > 0 tel que

f(x, y) ≤ f(x0, y0) ∀(x, y) ∈ A, |x − x0| ≤ ε, |y − y0| ≤ ε.
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Si, dans l’inégalité précédente entre les valeurs de f , on peut prendre tous les points de A, on dit que
le maximum est global. De plus, si l’inégalité est stricte pour (x, y) 6= (x0, y0) on ajoute le qualificatif
strict au terme maximum.

Une définition analogue existe bien sûr pour un minimum.
On dit que (x0, y0) est un extremum de f s’il est minimum ou maximum.

Comme dans le cas des fonctions d’une variable réelle encore, on donne des conditions (nécessaires,
suffisantes) pour qu’un point donne lieu à un extremum. Ces conditions font intervenir ici les dérivées
partielles. Bien sûr, si la fonction n’est pas dérivable, seule une étude directe (repassant à la définition)
est possible.

Propriété 5.2.2 Soit f défini et dérivable dans un ouvert U de IR2 et soit (x0, y0) ∈ U . Si (x0, y0)
est un extremum de f , alors

D1f(x0, y0) = D2f(x0, y0) = 0.

Preuve. Cela se démontre comme dans le cas d’une variable.2

Définition 5.2.3 Un point où toutes les dérivées partielles de f sont nulles est appelé point station-
naire pour f .

Signalons encore que si on désigne (quel que soit le nombre de variables) par gradf(x,y,z) le vecteur des
dérivées partielles de f , un point stationnaire correspond à un point où le gradient de f est nul.

Comme dans le cas des fonctions d’une variable, il ne suffit pas qu’un point soit stationnaire pour
qu’il soit extremum. La condition suffisante pratique pour rechercher les extrema d’une fonction d’une
variable (à savoir f deux fois continûment dérivable, Df(x0) = 0, D2f(x0) > 0 ou D2f(x0) < 0) se
traduit ici par l’étude des valeurs propres d’une matrice réelle symétrique, appelée matrice hessienne
de f . Introduisons cette matrice et une égalité fondamentale dans laquelle elle intervient.

Dans le cas d’une fonction de deux variables, deux fois continûment dérivable dans U , en utilisant
le développement limité de Taylor, rappelons que l’on a

f(x, y) = f(x0, y0)

+
1

2

(
(x − x0)

2D2
1f(u0, v0) + 2(x − x0)(y − y0)D1D2f(u0, v0) + (y − y0)

2D2
2f(u0, v0)

)

ou encore

f(x, y) = f(x0, y0) + 1
2(x − x0, y − y0)Hf (u0, v0)

(
x − x0

y − y0

)

si (x0, y0) est un point stationnaire pour f , si (x, y) est proche de (x0, y0) et si on a défini la

matrice hessienne de f

par

Hf (x, y) =

(
D2

1f(x, y) D2D1f(x, y)
D1D2f(x, y) D2

2f(x, y)

)
=

(
D2

1f(x, y) D2D1f(x, y)
D2D1f(x, y) D2

2f(x, y)

)
.

Réécrivons

f(x, y) = f(x0, y0) +
1

2
Ef (x, y)

où

Ef (x, y) = (x − x0, y − y0)Hf (u0, v0)

(
x − x0

y − y0

)
.
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On voit donc directement que, selon le signe de Ef (x, y) au voisinage de (x0, y0), on pourra donner
des informations quant au caractère extremal de (x0, y0) pour f . Cette expression s’étudie au moyen
d’outils relevant de l’algèbre linéaire. En effet, pour tout (x, y), la matrice hessienne de f en (x, y) est
hermitienne et réelle (autrement dit réelle symétrique); ses valeurs propres sont donc toujours réelles
et le signe de la fonction Ef (x, y) au voisinage de (x0, y0) est conditionné par la répartition en signes
différents de ces valeurs propres.

L’intérêt de la présentation ci-dessus et de l’étude générale des matrices hermitiennes réelles réside
dans le fait que les résultats sont généralisables à n variables sans aucune difficulté. Dans le cas de
deux variables, de nombreuses simplifications apparaissent (dans les résultats d’algèbre linéaire). Nous
commençons par étudier ce cas.

Exemple 1 Considérons la fonction f(x, y) = 3 − x2 + 2x − y2 − 4y et recherchons ses extrema
éventuels.

Cette fonction est indéfiniment continûment dérivable dans IR2 et à valeurs réelles. Sa représentation
graphique est une surface quadrique. On peut voir assez directement que sa représentation graphique est un parabolöıde

elliptique et donc déjà deviner le résultat.
Recherchons ses points stationnaires. Pour cela, on doit résoudre le système

{
D1f(x, y) = 0
D2f(x, y) = 0.

Ici, cela donne directement x = 1, y = −2 comme unique solution.
La matrice hessienne Hf (x, y) est constante et même diagonale; en tout (x, y), elle est égale à

(
−2 0
0 −2

)
.

On obtient donc

f(x, y) = f(1,−2) +
(
−(x − 1)2 − (y + 2)2

)
= 8 − (x − 1)2 − (y + 2)2

pour tout (x, y) ∈ IR2. On obtient donc facilement

Ef (x, y) < 0, ∀(x, y) 6= (1,−2)

donc

f(x, y) = f(1,−2) +
1

2
Ef (x, y) < f(1,−2)

et (1,−2) donne lieu à un maximum strict global de f dans IR2.

Exemple 2 Considérons la fonction f(x, y) = x2 − y2 et recherchons ses extrema éventuels.
Cette fonction est indéfiniment continûment dérivable dans IR2 et à valeurs réelles. Sa représentation

graphique est une surface quadrique; on voit directement qu’il s’agit d’un parabolöıde hyperbolique.
Recherchons ses points stationnaires. Pour cela, on doit résoudre le système

{
D1f(x, y) = 0
D2f(x, y) = 0.

Ici, cela donne directement x = 0, y = 0 comme unique solution.
On voit directement que ce point ne donne pas lieu à un extremum car, si y = 0, x 6= 0, on a

f(x, 0) = f(0, 0) + x2 = x2 > 0

et, si x = 0, y 6= 0, on a
f(x, 0) = f(0, 0) − y2 = −y2 < 0.
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Remarquons que, dans ce cas, la matrice hessienne Hf (x, y) est constante et même diagonale; en
tout (x, y), elle est égale à (

2 0
0 −2

)
.

Elle donne lieu à

Ef (x, y) = 2x2 − 2y2.

-2
-1

0

1

2-2

-1

0

1

2

-4
-2
0
2
4

-2
-1

0

1

Représentation de f(x, y) = x2 − y2

Dans ces exemples, l’étude du signe de Ef (x, y) est très simple car la matrice hessienne est diagonale
ET constante. Cela ne se passe bien sûr pas toujours aussi bien.

Enonçons les résultats permettant une étude plus générale dans le cas d’une fonction de deux
variables.

Propriété 5.2.4 Considérons un ouvert U de IR2, une fonction f ∈ C2(U) et un point stationnaire
(x0, y0) ∈ U de f .

1) Si det (Hf (x0, y0)) > 0 et si D2
1f(x0, y0) > 0 alors (x0, y0) est un minimum local strict de f

dans U .

2) Si det (Hf (x0, y0)) > 0 et si D2
1f(x0, y0) < 0 alors (x0, y0) est un maximum local strict de f

dans U .

3) Si det (Hf (x0, y0)) < 0 alors (x0, y0) n’est pas extremum de f dans U .

Preuve. A compléter.

Remarquons que dans si det
`
Hf (x0, y0)

´
> 0 et si D2

1
f(x0, y0) > 0 (resp. D2

2
f(x0, y0) > 0) alors D2

2
f(x0, y0) > 0 (resp.

D2
1f(x0, y0) > 0). La propriété pourrait donc tout aussi bien s’exprimer à l’aide de la dérivée seconde par rapport à y.

Exemple 3 Considérons la fonction f(x, y) = x2−2xy+ 1
3y3−3y et recherchons ses extrema éventuels.

Cette fonction est indéfiniment continûment dérivable dans IR2 et à valeurs réelles.

Recherchons ses points stationnaires. Pour cela, on doit résoudre le système

{
D1f(x, y) = 0
D2f(x, y) = 0.

Après quelques calculs, on obtient les solutions (3, 3) et (−1,−1).
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On a
det (Hf (3, 3)) = 8, D2

1f(3, 3) = 2

donc (3, 3) correspond à un minimum local strict.
On a

det (Hf (−1,−1)) = −8

donc (−1,−1) n’est pas un extremum.
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5.3 Application: la régression linéaire

Il s’agit d’une application de l’étude des extrema des fonctions dites “quadratiques”.

5.3.1 Généralités

Une fonction de deux variables réelles2 du type

f(x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2b1x + 2b2y + c

où les coefficients des variables x, y sont des réels et où les aij ne sont pas tous nuls est appelée
fonction quadratique. On les a déjà rencontrées précédemment dans le cadre de ce cours car elles sont
intimement liées aux coniques et aux quadriques: dans le plan muni d’un repère, une équation du type
f(x, y) = 0 est l’équation cartésienne d’une conique (en toute généralité) et dans l’espace muni d’un
repère, une équation du type z = f(x, y) est l’équation d’une quadrique3.

Dans ce cas simple, le système permettant de déterminer les points stationnaires de f s’écrit
{

Dxf(x, y) = 2a11x + 2a12y + 2b1 = 0
Dyf(x, y) = 2a22y + 2a12x + 2b2 = 0

et la matrice hessienne

Hf =

(
D2

xf(x, y) DxDyf(x, y)
DxDyf(x, y) D2

yf(x, y)

)
= 2

(
a11 a12

a12 a22

)

est constante. En un point stationnaire (x0, y0), on a ainsi

f(x, y) = f(x0, y0) +
1

2
(x − x0 y − y0)Hf

(
x − x0

y − y0

)
, ∀x, y ∈ R.

On en déduit donc la propriété suivante (dans CE cas de fonction f).

2cela s’étend à plus de deux variables réelles
3de type ‘parabolöıde’. Il s’agit en effet d’un cas particulier d’une équation du type F (x, y, z) = 0 où F est une

fonction quadratique de trois variables réelles.
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Propriété 5.3.1 a) Si le déterminant de la matrice hessienne est non nul, alors il existe un point
stationnaire unique.

b) Un extremum est toujours global.

2

5.3.2 La régression linéaire

En guise d’application, examinons le problème de la régression linéaire.

Dans le plan muni d’un repère orthonormé, on donne un nombre fini de points distincts Pj(j =
1, . . . , J) par leurs coordonnées cartésiennes (xj , yj)(j = 1, . . . , J). Dans le cas où les xj ne sont pas
tous égaux, on demande de chercher la droite4 d (dite droite de régression) d’équation cartésienne
y = mx + b telle que

E(m, b) =
J∑

j=1

(yj − (mxj + b))2

soit minimum.

-

X

6

Y

0

•P1

•P2

•P3

������������������

Comme |yj − (mxj + b)| est la valeur absolue de la différence entre l’ordonnée du point Pj et celle
du point de d dont l’abscisse est xj , l’expression E(m, b) mesure d’une certaine manière la façon dont
les ponts Pj sont répartis autour de5 d. La fonction E définie ci-dessus s’appelle l’erreur quadratique
totale.

Le problème est donc celui de la recherche des extema (libres) éventuels d’une fonction quadratique,
notée ici E et dont les variables sont notées m et b.

Dans ce cas particulier6, l’expression de E permet de conclure immédiatement à l’existence d’un
minimum (que l’on sait donc aussi être global). La recherche de l’équation cartésienne de d (corre-
spondant à la recherche du minimum de E) consiste donc en la détermination de ou des solutions du
système caractérisant les points stationnaires.

En utilisant les notations de la section précédente, les coefficients de m2, b2, 2mb dans l’expression
de E, sont respectivement

a11 =

J∑

j=1

x2
j , a22 = J, a12 =

J∑

j=1

xj

4existence et unicité aussi
5remarquons que dans le cas où les points ont tous la même abscisse r, la droite verticale d’équation x = r contient

tous les points Pj
6bien sûr si l’on s’attache à la méthode générale, c’est l’examen de la matrice hessienne qui permet de conclure au

fait que l’on a affaire à un minimum
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ce qui correspond à la matrice hessienne

HE = 2




J∑

j=1

x2
j

J∑

j=1

xj

J∑

j=1

xj J




.

En utilisant les hypothèses sur les abscisses xj et la propriété ci-dessous, on en déduit qu’il existe un
point stationnaire unique et que celui-ci donne lieu à un minimum strict global.

Propriété. Par récurrence (sur J), montrons que, quel que soit J ∈ N0 et quels que soient les réels
xj (j = 1, . . . , J), on a 


J∑

j=1

xj




2

≤ J

J∑

j=1

x2
j .

De plus, on a l’égalité si et seulement si tous les xj sont égaux.
De fait, pour J = 1 et aussi pour J = 2 c’est clair. Supposons à présent la propriété correcte pour J . On obtient successivement

0
@

J+1X

j=1

xj

1
A

2

=

0
@

JX

j=1

xj + xJ+1

1
A

2

=

0
@

JX

j=1

xj

1
A

2

+ x2
J+1 + 2xJ+1

0
@

JX

j=1

xj

1
A

≤ J
JX

j=1

x2
j + x2

J+1 + 2xJ+1

0
@

JX

j=1

xj

1
A

≤ J
JX

j=1

x2
j + x2

J+1 +

0
@

JX

j=1

(x2
j + x2

J+1)

1
A

= (J + 1)

J+1X

j=1

x2
j

Le cas de l’égalité se démontre en affinant un peu la preuve ci-dessus.2

5.4 Extrema dans des ensembles bornés fermés

5.5 Extrema liés: la méthode des multiplicateurs de Lagrange
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5.6 Exercices

1. Déterminer l’équation cartésienne du plan tangent à la surface d’équation z = f(x, y) au point
d’abscisse et d’ordonnée (x0, y0) dans chacun des cas ci-dessous.

1) f(x, y) = 6−3x2−y2, (1, 2); 2) f(x, y) = y2+x sin(x2y), (1, π); 3) f(x, y) =
x + 2

y + 1
, (2, 3).

2. Déterminer l’équation cartésienne du plan tangent à la surface d’équation f(x, y, z) = 0 au point
de coordonnées (x0, y0, z0) dans chacun des cas suivants.

1) x2 + y2 + z2 = 1, (
1

2
,
−1

2
,
−1√

2
); 2) yexy + z2 = 0, (0,−1, 1).

3. Soit un plan π non parallèle à l’axe Z. Montrer qu’il y a exactement un plan tangent au
parabolöıde d’équation z = x2 + y2 parallèle à π.

4. Déterminer l’approximation polynomiale à l’ordre 2 de la fonction f(x, y) = ex cos y au point de
coordonnées (0, 0).

5. Déterminer l’approximation polynomiale à l’ordre 1 de la fonction f(x, y) = x+1
3xy+y2+2

au point

de coordonnées (1, 1). En déduire une approximation de f(1
2 , 1

2). Comparer ce résultat avec la
valeur exacte de f(1

2 , 1
2).

6. Soit f(x, y) = x2

y+1 . Déterminer l’équation du plan tangent à la surface d’équation z = f(x, y) au
point d’abscisse et d’ordonnée (3, 2). Utiliser cette expression pour obtenir une approximation
de f(5

2 , 5
2 ).

7. Soit une bôıte parallélépipédique de dimensions extérieures 14cm × 14cm × 28cm. Si les parois
ont une épaisseur de 1/8cm, déterminer une approximation du volume de la bôıte.

8. Soit f(x, y) = xy. Trouver les points stationnaires de f et déterminer s’il s’agit d’extrema.

9. Soit f(x, y) = x3

3 + y3

3 − 2xy. Trouver les points stationnaires de f et déterminer s’il s’agit
d’extrema.

10. Soit f(x, y) = x4 − x2 + 2xy + y2. Trouver les points stationnaires de f et déterminer s’il s’agit
d’extrema.

11. Déterminer les extrema des fonctions suivantes définies sur IR2

1) f(x, y) = x2 + 6xy + 2y2 − 6x + 10y − 2 2) f(x, y) = x2 − xy − 2y2 + 7x − 8y + 3

3) f(x, y) = x2y − 2xy + 2y2 − 15y 4) f(x, y) = x2 − ey2

5) f(x, y) = ex sin y 6) f(x, y) = |x| + |y|
7) f(x, y) = (x2 + y2 − 1)2 8) f(x, y) = 4xy + 2x2y − xy2

9) f(x, y) = x4 − x2 + 2xy + y2 10) f(x, y) = 3x2 − 3xy2 + y3 + 3y2

11) f(x, y) = x3 + y3 + 3x2 − 8 12) f(x, y) = x2 + xy + y2 + x − 4y + 5.

12. Déterminer les extrema de la fonction

f(x, y) = sin x + sin y + sin(x + y), x, y ∈]0, π[.

13. Déterminer les extrema de la fonction

f(x, y) = xy +
1

x
+

1

y
, (x, y) ∈ {(x, y) ∈ IR2 : xy 6= 0}.
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14. Déterminer les extrema des fonctions suivantes

f(x, y) = y4−x4, (x, y) ∈ IR2, g(x, y) = x4+y4, (x, y) ∈ IR2, h(x, y) = x5+x3+y3, (x, y) ∈ IR2.

15. Soit la fonction

f(x, y) = e−y2

(2x3 − 3x2 + 1) + e−y(2x3 − 3x2), (x, y) ∈ IR2.

Montrer que f a un seul point stationnaire et qu’il donne lieu à un maximum local.
Montrer ensuite que cet extremum n’est pas global. (Ce résultat montre encore une différence entre les

fonctions d’une et de plusieurs variables. En effet, si f ∈ C1(]a, b[) possède un extremum local unique, alors cet extremum

est global.)

16. Déterminer les extrema de f sur A dans chacun des cas suivants.
• f(x, y) = x2 − y2, A = {(x, y) ∈ IR2 : x2 + y2 ≤ 1}
• f(x, y) = ye−x, A est le rectangle de sommets de coordonnées (0, 0), (ln 2, 0), (ln 2, 3), (0, 3).

17. Une bôıte parallélépipédique sans couvercle doit avoir un volume de 32m3. Déterminer les
dimensions de cette bôıte de telle sorte que la surface latérale soit minimale.

18. Déterminer trois nombres positifs dont la somme est 48 et dont le produit est maximal. Calculer
ce produit.

19. Déterminer trois nombres positifs dont le produit est 48 et dont la somme est minimale. Calculer
cette somme.

20. Pour quelles coordonnées (x, y) la fonction f(x, y) = x + 2y admet-elle un extremum lorsque
x2 + y2 = 5?

21. Déterminer les extrema éventuels de la fonction f(x, y) = xy sous la contrainte x + y = 3 (resp.
sous la contrainte x2 + y2 = 1).

22. Déterminer les extrema éventuels de la fonction f(x, y) = 3x+2y sous la contrainte x2/4+y2/8 =
1.

23. Déterminer le point de la courbe d’équation x2y = 2 le plus proche de l’origine des axes.

24. Les colis postaux parallélipipédiques doivent être de format x, y, z avec 2(x + y) + z ≤ 100.
Déterminer le volume maximal d’un envoi qui répond aux contraintes imposées.

25. Dans chacun des cas suivants, déterminer la droite de régression linéaire pour les points dont on
donne les coordonnées. Représenter ces points ainsi que la droite trouvée.
• (1, 1), (2, 3), (3, 4)
• (0, 0), (1,−1), (−2, 1)
• (0, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 2), (4, 5).

Que se passe-t-il si on donne seulement deux points?

































Chapitre 6

Compléments de calcul matriciel

6.1 Une application de la diagonalisation

Nous allons expliquer comment la diagonalisation peut être utile dans la résolution d’équations
différentielles couplées.

6.1.1 Introduction

Considérons 3 masses vibrantes situées sur l’axe X (on peut voir cette situation comme celle de trois
atomes vibrant entre eux). On repère les masses par leur déplacement par rapport à leur position
d’équilibre, x1, x2, x3. La physique indique que ce sytème est régi par les équations différentielles
suivantes (t=variable temporelle, m,M, k constantes strictement positives)





D2
t x1 = − k

M (x1 − x2)

D2
t x2 = − k

m(x2 − x1) − k
m(x2 − x3)

D2
t x3 = − k

M (x3 − x2).

M Mm

k k

x
1

x
2

x
3

Le but est de déterminer la manière dont les masses vibrent entre elles, c’est-à-dire la forme des
solutions x1(t), x2(t), x3(t), t étant la variable temporelle.

6.1.2 Résolution

Le système précédent peut s’écrire sous la forme

D2
t




x1

x2

x3


 =




− k
M

k
M 0

k
m −2k

m
k
m

0 k
M − k

M






x1

x2

x3


 . (6.1)

Posons

A =




− k
M

k
M 0

k
m −2k

m
k
m

0 k
M − k

M


 .

Essayons de diagonaliser cette matrice (cela conduira à un découplage des équations).

94
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On a
∣∣∣∣∣∣

− k
M − λ k

M 0
k
m −2k

m − λ k
m

0 k
M − k

M − λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−λ k
M 0

−λ −2k
m − λ k

m

−λ k
M − k

M − λ

∣∣∣∣∣∣
(C ′

1 = C1 + C2 + C3)

= −λ

∣∣∣∣∣∣

1 k
M 0

1 −2k
m − λ k

m

1 k
M − k

M − λ

∣∣∣∣∣∣

= −λ

∣∣∣∣∣∣

1 k
M 0

0 −2k
m − k

M − λ k
m

0 0 − k
M − λ

∣∣∣∣∣∣

= −λ

(
k

M
+ λ

) (
λ +

2k

m
+

k

M

)
.

Les valeurs propres de cette matrice sont donc

0,− k

M
,− k

M
− 2k

m
.

Comme ces valeurs propres sont distinctes, la matrice est diagonalisable.
Les vecteurs propres X relatifs à la valeur propre 0 vérifient




− k
M

k
M 0

k
m −2k

m
k
m

0 k
M − k

M


X = 0.

Si

X =




x
y
z




cette équation est équivalente au système




x = y
x − 2y + z = 0
y = z

ou encore au système {
x = y
y = z

Les vecteurs propres relatifs à la valeur propre 0 s’écrivent donc

c




1
1
1


 , c = constante 6= 0.

Les vecteurs propres X relatifs à la valeur propre − k
M vérifient




0 k
M 0

k
m −2k

m + k
M

k
m

0 k
M 0


X = 0.

Si

X =




x
y
z



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cette équation est équivalente au système

{
y = 0
k
mx + (−2k

m + k
M )y + k

mz = 0

ou encore au système {
y = 0
z = −x

Les vecteurs propres s’écrivent donc

c




1
0
−1


 , c = constante 6= 0.

Les vecteurs propres X relatifs à la valeur propre − k
M − 2k

m vérifient




2k
m

k
M 0

k
m

k
M

k
m

0 k
M

2k
m


X = 0.

Si

X =




x
y
z




cette équation est équivalente au système





2k
m x + k

M y = 0
k
mx + k

M y + k
mz = 0

k
M y + 2k

m z = 0

ou encore au système {
x = z

y = −2M
m x

Les vecteurs propres s’écrivent donc

c




1

−2M
m
1


 , c = constante 6= 0.

On a donc

∆ := S−1AS =




0 0 0

0 − k
M 0

0 0 −k
M − 2k

m




avec

S =




1 1 1

1 0 −2M
m

1 −1 1


 .

Si on pose 


y1

y2

y3


 = S−1




x1

x2

x3



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le système (6.1) est alors équivalent au système

D2
t




y1

y2

y3


 = ∆




y1

y2

y3




lequel s’écrit encore




D2
t y1 = 0

D2
t y2 = − k

M y2

D2
t y3 = −( k

M + 2k
m )y3.

On constate donc que les équations sont maintenant découplées et que chacune d’entre elles se résoud
aisément (puisque c’est une équation différentielle linéaire à coefficients constants homogène d’ordre
deux).

Résolution de D2
t y1 = 0.

L’ensemble des solutions réelles de cette équation est l’ensemble des fonctions qui s’écrivent

y1(t) = r1t + r2, r1, r2 ∈ R.

Résolution de D2
t y2 = − k

M y2.

L’ensemble des solutions de cette équation est l’ensemble des fonctions qui s’écrivent

y2(t) = c1e
i
√

k/Mt + c2e
−i
√

k/Mt, c1, c2 ∈ C

et l’ensemble des solutions réelles est l’ensemble des fonctions qui s’écrivent

y2(t) = r1 cos(
√

k/Mt) + r2 sin(
√

k/Mt), r1, r2 ∈ R.

Résolution de D2
t y3 = −( k

M + 2k
m )y3.

Ce cas est analogue au précédent. L’ensemble des solutions réelles est l’ensemble des fonctions qui
s’écrivent

y3(t) = r1 cos(
√

k/M + 2k/mt) + r2 sin(
√

k/M + 2k/mt), r1, r2 ∈ R.

Finalement, les solutions x1, x2, x3 sont données par




x1

x2

x3


 = S




y1

y2

y3




=




1 1 1

1 0 −2M
m

1 −1 1






y1

y2

y3




= y1




1
1
1


+ y2




1
0
−1


+ y3




1
−2M/m

1




où y1 ne fait intervenir que la fréquence nulle, y2 ne fait intervenir que la fréquence
√

k/M et y3 ne
fait intervenir que la fréquence

√
k/M + 2k/m. Ces fréquences sont appelées modes normaux de

vibration.
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6.1.3 Conclusion

Le mouvement des trois masses, déterminé par le vecteur de fonctions (du temps)



x1

x2

x3




apparâıt donc comme une superposition de trois “mouvements fondamentaux”, chacun faisant inter-
venir un mode normal:

(a) y1(t)




1
1
1


 , (b) y2




1
0
−1


 , (c) y3




1
−2M/m

1




qui correspondent respectivement aux mouvements suivants

(a) x1(t) = x2(t) = x3(t):
les masses bougent sans vibration entre elles

(b) x1(t) = −x3(t), x2(t) = 0:
immobilité de la masse centrale et mouvement opposé des masses extrêmes

(c) x1(t) = x3(t), x2(t) = −2M/m x3(t):
même mouvement pour les masses extrêmes et mouvement opposé pour la masse centrale.

6.2 Matrices réelles orthogonales

Voir notamment les notes du cours Mathématiques générales A.

6.3 Matrices réelles symétriques

Rappelons qu’une matrice A
- est réelle symétrique lorsque tous ses éléments sont réels et qu’elle vérifie Ã = A (ce qui implique
nécessairement qu’elle est carrée)
- est hermitienne lorsque A = A∗ (ce qui implique nécessairement qu’elle est carrée); on voit donc
qu’une matrice réelle symétrique n’est rien d’autre qu’une matrice hermitienne réelle
- est une matrice unitaire lorsque A∗A = I = AA∗ (ce qui implique nécessairement qu’elle est carrée);
on voit donc qu’une matrice réelle orthogonale n’est rien d’autre qu’une matrice réelle unitaire.

6.3.1 A propos des valeurs propres

Proposition 6.3.1 Les valeurs propres d’une matrice hermitienne sont toujours réelles.

Preuve. Soient H une matrice hermitienne, λ une valeur propre de H et X un vecteur propre relatif
à cette valeur prore. Comme on a

HX = λX

on obtient
X∗HX = X∗(HX) = λ X∗X

et aussi
X∗HX = (HX)∗X = λ X∗X.

Comme X∗X > 0, on obtient finalement
λ = λ.

2
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6.3.2 Diagonalisation

Proposition 6.3.2 Soit H est une matrice hermitienne. Si X1,X2 sont respectivement des vecteurs
propres de H de valeur propre λ1, λ2, avec λ1 6= λ2, alors

X∗
1X2 = 0.

En particulier, si H est une matrice réelle symétrique et si X1,X2 sont respectivement des vecteurs
propres réels de H de valeur propre λ1, λ2, avec λ1 6= λ2, alors

X̃1X2 = 0.

Remarquons que la thèse signifie que les vecteurs propres X1,X2 sont orthogonaux.

Preuve. On a en effet

X∗
1HX2 = X∗

1 (HX2) = λ2X
∗
1X2

= (HX1)X2 = λ1X
∗
1X2

donc

(λ1 − λ2) X∗
1X2 = 0.

Comme les deux valeurs propres sont différentes, on obtient finalement

X∗
1X2 = 0.

2

Propriété 6.3.3 Soient X1,X2 deux vecteurs colonnes avec X1 6= 0. Alors le vecteur

Y2 = X2 −
X∗

2X1

X∗
1X1

X1

vérifie

X∗
1Y2.

Dans le cas réel, ce résultat s’énonce comme suit.
Soient X1,X2 deux vecteurs colonnes réels avec X1 6= 0. Alors le vecteur

Y2 = X2 −
X̃2X1

X̃1X1

X1

vérifie

X̃1Y2.

L’interprétation géométrique de ce résultat est la suivante: Y2 est le tableau des composantes du
vecteur égal à la différence entre le vecteur de composantes X2 et la projection orthogonale celui-ci
sur la droite vectorielle déterminée par le vecteur de composantes X1.

Preuve. A compléter.

Théorème 6.3.4 Une matrice hermitienne est toujours diagonalisable par une matrice unitaire.
En particulier, une matrice réelle symétrique est toujours diagonalisable par une matrice orthogo-

nale.

Preuve. A compléter.
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6.3.3 Propriétés pour la recherche des extrema

Nous n’envisageons ici que le cas d’une matrice de dimension 2.

Soit une matrice réelle symétrique

H =

(
a c
c b

)

où a, b, c ∈ R. Notons

λ1, λ2

les valeurs propres de cette matrice. Vu ce qui précède, on sait que ce sont des nombres réels.

Cela étant, on a les résultats suivants.

Théorème 6.3.5 a) Les propriétés suivantes sont équivalentes
(i) a > 0 et det(H) > 0
(ii) X̃HX > 0 pour tout vecteur colonne réel non nul X
(iii) λ1 > 0 et λ2 > 0.

b) Les propriétés suivantes sont équivalentes
(i) a < 0 et det(H) > 0
(ii) X̃HX < 0 pour tout vecteur colonne réel non nul X
(iii) λ1 < 0 et λ2 < 0.

c) Les propriétés suivantes sont équivalentes
(i) det(H) < 0
(ii) X̃HX peut prendre des valeurs strictement positives et strictement négatives
(iii) λ1λ2 < 0.

Preuve. A compléter.

Notons que l’on a encore les résultats suivants.

Proposition 6.3.6 On a X̃HX ≥ 0 (resp ≤ 0) pour tout vecteur colonne réel X si et seulement si
λ1 ≥ 0 et λ2 ≥ 0 (resp. λ1 ≤ 0 et λ2 ≤ 0).

6.4 Matrices et formule de changement de base

6.4.1 Introduction

Nous renvoyons aux notes du cours de Mathématiques générales A pour un rappel concernant deux
exemples fondamentaux de changement de repère du plan: la translation et la rotation.

6.4.2 Changement de base

En fait, un changement de repère (dans le plan ou dans l’espace) consiste à changer de vecteurs de
base et à changer l’origine. On montre que tout changement de base est caractérisé par une matrice
S (de dimension deux si on travaille avec les vecteurs du plan, de dimension trois si on travaille avec
les vecteurs de l’espace), appelée matrice de changement de base, dont les colonnes sont formées par
les composantes des vecteurs de la nouvelle base dans l’ancienne. Elle est aussi caractérisée par la
formule de changement de base

(
x
y

)
= S

(
x′

y′

)
, resp. (




x
y
z


 = S




x′

y′

z′


)
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où les tableaux
(

x
y

)
,

(
x′

y′

)
(resp.




x
y
z


 ,




x′

y′

z′


)

représentent les composantes d’un même vecteur −→u respectivement dans l’ancienne et dans la nouvelle
base.

6.4.3 Exemples

1) Ainsi, dans le cas d’une rotation des axes du repère d’amplitude θ, nous avons (cf cours
Mathématiques générales A)

e1

e'1

Y

X

θ

e2
e'2

X'

Y'

(
x
y

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

) (
x′

y′

)
.

2) Dans le cas où la nouvelle base est

−→e ′
1 = −−→e 1, −→e ′

2 = −→e 2

Y

X
e
1

e
2

e'
2

e'
1

=

(symétrie orthogonale par rapport à l’axe Y ), on a

(
x
y

)
=

(
−1 0
0 1

) (
x′

y′

)
.

Sous forme non matricielle, on a simplement

x = −x′, y = y′.

3) Dans le cas où la nouvelle base est

−→
e′ 1 = −→e 1,

−→
e′ 2 = 2−→e 1 + −→e 2
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e’
1

e
1

e’
2

e
2

on a (
x
y

)
=

(
1 2
0 1

) (
x′

y′

)
.

6.4.4 Changement de base orthonormée

Sur les deux exemples qui ne font intervenir que des bases orthonormées, nous voyons que la matrice
de changement de base est une matrice orthogonale. En fait, il s’agit d’une propriété générale.

Propriété 6.4.1 Dans le plan (ou dans l’espace), étant donné une base orthonormée, une nouvelle
base est orthonormée aussi si et seulement si la matrice de changement de base est orthogonale.

Preuve. Cela est dû au fait que les colonnes de la matrice de changement de base sont formées des
composantes des vecteurs de la nouvelle base dans l’ancienne et de l’expression du produit scalaire de
deux vecteurs à l’aide des composantes de ces vecteurs dans une base orthonormée.2

En dimension deux, remarquons que la matrice de changement de base s’écrit alors
(

a b
−b a

)
ou

(
a b
b −a

)

avec a2 + b2 = 1.
Etant donné a, b ∈ IR, a2 + b2 = 1 = a2 + (−b)2, on sait qu’il existe un unique θ ∈ [0, 2π[ (ou tout

autre intervalle de longueur 2π) tel que

a = cos θ, −b = sin θ.

La matrice (
a b
−b a

)

s’écrit donc (
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

et représente donc toujours une rotation.
On a aussi

(
a b
b −a

)
=

(
1 0
0 −1

) (
a b
−b a

)
=

(
−a b
−b −a

) (
−1 0
0 1

)
.

Cela signifie que le changement de base qui correspond à la matrice orthogonale
(

a b
b −a

)

est en fait la composée d’une rotation et d’une symétrie par rapport à l’un des axes.
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6.5 Matrices réelles orthogonales de déterminant égal à 1

Nous envisageons uniquement le cas des matrices de dimension 2 et 3.
Par définition, un matrice orthogonale de déterminant égal à 1 est appelée une matrice de rotation.

6.5.1 Dimension 2

Nous renvoyons au notes du cours Mathématiques générales A.

6.5.2 Dimension 3

Dans ce cas, la forme canonique de ces matrices n’est pas aussi simple. Leur description peut s’effectuer
par le biais de l’interprétation géométrique à l’aide des angles d’Euler.

A compléter.

6.6 Matrices et applications linéaires

Dans ce qui suit, on travaille dans le plan et on se ramène au cas des vecteurs liés en un point. Pour
traiter les vecteurs libres, il suffit de les déplacer tous sur des représentants ayant comme origine un
point donné et d’effectuer les transformations à partir de ceux-ci.

Une transformation (ou encore opérateur, ou encore application) linéaire est une application qui
est telle que l’image d’une somme de multiples de vecteurs est égale à la somme des multiples des
images des vecteurs. Autrement dit, si T désigne l’opérateur1:

T (r~u + s~v) = r T~u + s T~v

pour tous réels (ou complexes) r, s et tous vecteurs ~u,~v.

6.6.1 Exemples

La rotation comme transformation linéaire

Au sein de l’ensemble des vecteurs du plan liés en un point, considérons la rotation d’amplitude θ.

Θ

Fixons un repère orthonormé.
Tout vecteur −→u s’écrit

−→u = x−→e 1 + y−→e 2

où x, y sont les composantes de −→u dans la base orthonormée −→e 1,−→e 2. Désignons par R l’opérateur
rotation. Comme cette application est linéaire, on a

R−→u = xR−→e 1 + yR−→e 2.

Donc pour trouver les composantes de l’image de −→u , il suffit de trouver les composantes de l’image
de −→e 1 et de −→e 2.

1On peut effectivement uniquement considérer le cas de deux vecteurs
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e1

image dee1

Y

X

θ

e2
image de

Y

X

e2 θ

Comme
R−→e 1 = cos θ−→e 1 + sin θ−→e 2, R−→e 2 = − sin θ−→e 1 + cos θ−→e 2

si on désigne par xi, yi les composantes du vecteur R−→u , on a

R−→u = xi
−→e 1 + yi

−→e 2

= xR−→e 1 + yR−→e 2

= x(cos θ−→e 1 + sin θ−→e 2) + y(− sin θ−→e 1 + cos θ−→e 2)

= (x cos θ − y sin θ)−→e 1 + (x sin θ + y cos θ)−→e 2

ou encore (
xi

yi

)
=

(
x cos θ − y sin θ
x sin θ + y cos θ

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

) (
x
y

)
.

On dit que la matrice (
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

représente l’opérateur dans la base choisie. Les colonnes de cette matrice sont formées par les com-
posantes des images des vecteurs de base par l’opérateur.

Projection orthogonale sur une droite

Soit une droite d. On considère la projection orthogonale sur d.

d

Fixons un repère orthonormé de telle sorte que l’axe X soit la droite d.
Tout vecteur −→u s’écrit

−→u = x−→e 1 + y−→e 2

où x, y sont les composantes de −→u dans la base orthonormée −→e 1,−→e 2. Désignons par P l’opérateur
projection dont il est question ici. Comme cette application est linéaire, on a

P−→u = xP−→e 1 + yP−→e 2.

Donc pour trouver les composantes de l’image de −→u , il suffit de trouver les composantes de l’image
de −→e 1 et −→e 2.

Y

X

e
2

e
1
= image de e

1

O = image de e
2



6.6. MATRICES ET APPLICATIONS LINÉAIRES 105

Comme
P−→e 1 = −→e 1, P−→e 2 = ~0

on a
P−→u = x−→e 1.

Si l’on désigne par xi, yi les composantes de l’image de −→u , on a donc

(
xi

yi

)
=

(
1 0
0 0

) (
x
y

.

)
.

On dit que la matrice (
1 0
0 0

)

représente l’opérateur dans la base choisie. Les colonnes de cette matrice sont formées par les com-
posantes des images des vecteurs de base par l’opérateur.

6.6.2 Cas général

Dans le plan (des vecteurs), si on a un opérateur linéaire L et une base orthonormée fixée, alors les
composantes xi, yi de l’image d’un vecteur −→u de composantes x, y sont données par

(
xi

yi

)
= A

(
x
y

)

où A est une matrice de format 2 × 2 dont les colonnes sont formées par les composantes des images
par L des vecteurs de base.

Une formule analogue existe bien sûr pour les vecteurs de l’espace.

6.6.3 Changement de base et matrice qui représente un opérateur linéaire

Propriété générale

Quand une base est fixée, on représente un opérateur linéaire par une matrice, disons A, comme on
vient de le voir ci-dessus. Si on change de base, on peut bien sûr encore représenter l’opérateur linéaire
par une matrice, disons A′. Comme les deux matrices A,A′ représentent le même opérateur linéaire,
il est naturel qu’une relation existe entre ces deux matrices. Si S est la matrice de changement de
base, on montre que l’on a

A′ = S−1AS.

Considérons l’exemple de la projection orthogonale présenté ci-dessus. Si on choisit autrement
les axes du repère, par exemple en prenant Y comme étant la droite d et en fixant le repère comme
ci-dessous,

Y

e
2

e
1

X =Y'

=e'
2

X'

e'
1
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on a

A′ =

(
0 0
0 1

)
.

Cela étant, la matrice qui permet de passer de la première base à la seconde s’écrit

S =

(
0 1
−1 0

)
.

On vérifie directement que
S−1AS = A′.

Forme diagonale

A présent, on peut donner une interprétation de la diagonalisation.
Soit un opérateur linéaire et une base dans laquelle il se représente par une matrice carrée A.

Rappelons que diagonaliser A, c’est trouver une matrice inversible S telle que S−1AS soit une matrice
diagonale (et cette matrice est diagonale si et seulement si les colonnes de S sont des vecteurs propres
de la matrice A). Traduisons cela en termes de bases et de matrice qui représente l’opérateur: si on
considère la nouvelle base formée à partir des vecteurs dont les composantes (dans l’ancienne base)
sont données par les colonnes de S, diagonaliser A, c’est trouver une base (c’est-à-dire c’est trouver
une matrice de changement de base S) dans laquelle la matrice qui représente l’opérateur (c’est-à-dire
la matrice S−1AS) est diagonale. Diagonaliser A, c’est donc trouver une base dont les éléments sont
des vecteurs propres (pour l’opérateur).

Remarquons que si A est une matrice hermitienne réelle, on peut la diagonaliser par une matrice
réelle orthogonale. Cela signifie donc que l’on peut représenter l’opérateur linéaire par une matrice
diagonale dans une base orthonormée aussi.

6.6.4 Cas des applications linéaires dites orthogonales
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6.7 Exercices

Pour rappel (cf notes cours A, chapitre 8): une matrice carrée A est

• normale si AA∗ = A∗A

• unitaire si A∗A = I = AA∗ (I désigne la matrice identité)

• hermitienne si A∗ = A

• symétrique si Ã = A

• antisymétrique si Ã = −A

Une matrice orthogonale est une matrice réelle unitaire c’est-à-dire une matrice réelle telle que
ÃA = I = AÃ.

Remarquons qu’une matrice réelle est hermitienne si et seulement si elle est symétrique.

1. Compléter (si possible) les tableaux suivants pour obtenir des matrices orthogonales

1)




1 ? 0
0 ? −1
0 ? 0


 , 2)




1 ? 0
−1 ? −1
0 ? 0


 , 3)




1/
√

3 1/
√

2 ?

1/
√

3 0 ?

1/
√

3 −1/
√

2 ?




4)




2/7 3/7 6/7
? ? ?

3/
√

13 −2/
√

13 0


 .

2. Le produit de deux matrices orthogonales est-il toujours une matrice orthogonale? Justifier.

Une somme de multiples réels de deux matrices orthogonales est-elle toujours une matrice or-
thogonale? Justifier.

3. Soit A une matrice réelle de dimension n telle que (̃AX)AY = X̃Y pour tous vecteurs colonnes
X,Y de dimension n. Montrer alors que A est une matrice orthogonale.

4. Soit X un vecteur colonne non nul de dimension n. Montrer que la matrice S = I − 2
eXX

XX̃ est
une matrice orthogonale.

5. Le produit de deux matrices hermitiennes est-il toujours une matrice hermitienne? Justifier.

Une somme de multiples complexes de deux matrices hermitiennes est-elle toujours une matrice
hermitienne? Justifier.

6. Démontrer que la trace du produit d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique
est nulle.

7. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que le produit de deux matrices hermitiennes
soit encore une matrice hermitienne.

8. Donner des exemples de matrices réelles qui sont à la fois orthogonales et symétriques.

Déterminer tous les cas qui peuvent se présenter pour les valeurs propres d’une matrice réelle de
dimension 3 à la fois orthogonale et symétrique.
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9. On donne les vecteurs ~u,~v de composantes respectives (1, 1, 1) et (1/3, 1/3,−2/3). Construire
une base orthonormée du plan vectoriel engendré par ces deux vecteurs.

Même question pour les composantes
• (2,−5, 1), (4,−1, 2)
• (0, 4, 2), (5, 6,−7).

10. Diagonaliser les matrices suivantes par une matrice orthogonale.

1)

(
7 2
2 4

)
, 2)




6 −2 −1
−2 6 −1
−1 −1 5


 , 3)




3 −2 4
−2 6 2
4 2 3




4)




1 0 0
0 0 1
0 1 0


 , 5)




1 1 1
1 1 1
1 1 1


 , 6)




1 −1 −1
−1 1 −1
−1 −1 1


 .

11. On considère l’espace muni d’un repère orthonormé, d’origine O et de base orthonormée ~e1, ~e2, ~e3.
a) Dans l’ensemble des vecteurs de l’espace liés en O, on considère la projection orthogonale sur
la droite d’équations cartésiennes x = y = z. Quelle est la représentation matricielle de cette ap-
plication? Déterminer ensuite les composantes de la projection du vecteur ~u = −

√
2~e1 +~e2+2~e3.

b) Dans l’ensemble des vecteurs liées en 0, on considère la projection orthogonale sur le plan
d’équation cartésienne x = y. Quelle est la représentation matricielle de cette application?
Déterminer ensuite les composantes de la projection du vecteur ~v =

√
3~e1 + 3~e2 − ~e3.

12. Dans l’espace vectoriel des vecteurs colonnes réels, noté E, on considère les applications suivantes

T1 :

(
x
y

)
→
(

y
x

)
, T2 :

(
x
y

)
→
(

2x
y

)

T3 :

(
x
y

)
→
(

x2

x

)
, T4 :

(
x
y

)
→
(

y
y

)
.

Ces applications sont-elles linéaires? Si oui, en donner une représentation matricielle dans la

base

(
1
0

)
,

(
0
1

)
de E. Ces applications sont-elles orthogonales?

13. Dans l’espace vectoriel P2 des polynômes à coefficients et variable réels de degré inférieur où
égal à 2 muni de la base 1, x, x2, on considère les applications suivantes

T1 : P (x) → DP (x)+2P (x), T2 : P (x) → −P (x)+DP (x)+D2P (x), T3 : P (x) → P (x− 1).

Ces applications sont-elles linéaires? Si oui, en donner une représentation matricielle.

14. Répondre par Vrai ou Faux à chacune des questions suivantes.
• Une matrice qui est diagonalisable par une matrice réelle orthogonale est une matrice symétrique.
• Une matrice orthogonale réelle est toujours diagonalisable par une matrice orthogonale réelle.
• Une matrice réelle symétrique de dimension 3 a toujours 3 valeurs propres distinctes.
• Si A = BDB̃ et si D est une matrice diagonale, alors A est une matrice symétrique.
• Si A est une matrice carrée dont la transposée est orthogonale, alors la matrice A est ortho-
gonale.
• Si A est une matrice orthogonale et symétrique, alors son carré est égal à la matrice identité.
• Si A est une matrice carrée réelle dont le carré est l’identité, alors A est une matrice orthogo-
nale.
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• Si A est une matrice réelle symétrique dont le carré est l’identité alors A est une matrice
orthogonale.
• Une matrice dont toutes les valeurs propres sont nulles est la matrice nulle.
• Une matrice symétrique réelle dont toutes les valeurs propres sont nulles est la matrice nulle.
• L’inverse d’une matrice orthogonale est une matrice orthogonale.
• L’inverse d’une matrice hermitienne existe toujours.
• L’inverse d’une matrice hermitienne inversible est une matrice hermitienne.
• L’inverse d’une matrice symétrique inversible est une matrice symétrique.
• Le produit de deux matrices hermitiennes est commutatif.
• Le produit de deux matrices orthogonales est commutatif.
• Le produit de deux matrices orthogonales de dimension 2 et de déterminant égal à 1 est com-
mutatif. (Interpréter géométriquement le résultat.)
• Le produit de deux matrices orthogonales de dimension 2 et de déterminant égal à −1 est
commutatif.
• Le produit de deux matrices orthogonales de dimension 3 et de déterminant égal à 1 est com-
mutatif. (Interpréter géométriquement le résultat.)
• Le produit de deux matrices orthogonales de dimension 3 et de déterminant égal à −1 est
commutatif.
• Si une matrice carrée réelle a un déterminant égal à 1, alors la matrice est orthogonale.



Chapitre 7

Exercices types-TD-Examens

7.1 Exemples de questions d’examens écrits (2003-2006)

Examen partiel du 12 janvier 2004
2ème candi géométrologie

1. (4 points) On fixe une base orthonormée de l’espace et les vecteurs ~x, ~u,~v respectivement de
composantes (1, 2, 2), (0, 0,−2), (1, 0,−1). Déterminer les composantes de la projection orthog-
onale ~w de ~x sur la droite vectorielle engendrée par ~v et celles de la projection orthogonale ~t de
~x sur le plan vectoriel engendré par ~u et ~v. Représenter ~x,~v, ~w,~t.

2. (8 points) On se place dans l’espace (ensemble de points) muni d’un repère orthonormé et on
donne une droite d0 et un plan Π0 par l’intermédiaire de leurs équations cartésiennes

d0 :

{
2x − 3y + z = 0
3x + 2y + 1 = 0

Π0 : x + y + z = 2.

a) La droite d0 et le plan Π0 sont-ils parallèles? Pourquoi? Si ce n’est pas le cas, déterminer les
coordonnées cartésiennes du point d’intersection de d0 et Π0.
b) Déterminer des équations cartésiennes d’une droite parallèle à Π0 passant par l’origine.
c) Déterminer des équations cartésiennes de la droite orthogonale à Π0 et passant par l’origine.
d) Déterminer des équations paramétriques cartésiennes de Π0.

3. (8 points) Calculer la distance (en km) entre les villes A et B dont les latitude et longitude
respectives sont données ci-dessous (on considère que la longueur d’un grand cercle est 40 000
kms).
A: 50◦39′ latitude nord, 5◦30′ longitude est
B: 23◦08′ latitude nord, 82◦22′ longitude ouest.

4. (10 points) Enoncer et démontrer une propriété permettant de calculer de façon pratique la
distance entre un point et un plan.

Ci-dessous, les notations a, b, c et A,B,C représentent respectivement les côtés et les angles d’un
triangle sphérique.

cos a = cos c cos b+sin c sin b cos A,
sin b

sin B
=

sin c

sin C
=

sin a

sinA
, sin b cos C = sin a cos c−sin c cos a cos B

110
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Examen du 10 juin 2004

2ème candi géométrologie

1. (7 points) On donne la matrice

A =




0 3 4
3 0 0
4 0 0


 .

1.1) Déterminer les valeurs propres de A, les vecteurs propres associés.
1.2) Diagonaliser cette matrice par une matrice réelle orthogonale.

2. (7 points) Soit f(x, y) = x2 + 2xy + y2, x, y ∈ R.
2.1) Déterminer les éventuels extrema libres de f .
2.2) Existe-t-il des extrema globaux de f sous la contrainte x2 + y2 = 1? Pourquoi? Si ces
extrema existent, les déterminer.

3. (6 points) Montrer que ∫ +∞

0

cos(xy)

y2 + 1
dy =

π

2
e−|x|, x ∈ R.

(Suggestion: utiliser la transformée de Fourier et ses propriétés.)
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Examen du 30 août 2004

2ème candi géométrologie

1. (7 points) On donne la matrice

A =




2 4 2
4 0 4
2 4 2


 .

3.1) Déterminer les valeurs propres de A, les vecteurs propres associés.
3.2) Diagonaliser cette matrice par une matrice réelle orthogonale.

2. (7 points) Soit f(x, y) = x3 + 3xy + y3, x, y ∈ R.
2.1) Déterminer les éventuels extrema libres de f .
2.2) Existe-t-il des extrema globaux de f sous la contrainte xy = 1? Pourquoi? Si ces extrema
existent, les déterminer.

3. (6 points) Montrer que

∫ +∞

0
cos(xy)

1 − cos y

y2
dy =

π

2

{
1 − |x| si |x| ≤ 1
0 si |x| > 1.

(Suggestion: utiliser la transformée de Fourier et ses propriétés.)
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Examen partiel du 10 janvier 2005

2ème candi géomatique-géométrologie

1. (7 points) On fixe une base orthonormée de l’espace et on donne la droite d d’équations cartésiennes

{
αx + βy + γz + δ = 0
α′x + β′y + γ′z + δ′ = 0

(les vecteurs de composantes (α, β, γ) et (α′, β′, γ′) sont linéairement indépendants) ainsi qu’un
plan Π contenant la droite d. Quelle est l’expression de l’équation cartésienne de Π? Justifier
votre réponse.

2. (8 points) On se place dans l’espace muni d’un repère orthonormé et on donne la droite d et,
pour tout réel r le plan Πr par l’intermédiaire des équations cartésiennes

d :

{
x + y + z = 2
2x + 3z = 0

Πr : x + r2y + rz + 1 = 0.

2.1) Déterminer des équations paramétriques vectorielles de d et de Πr.
2.2) Déterminer le ou les réel(s) r tel(s) que Πr et d soient parallèles.
2.3) Déterminer le ou les réel(s) r tel(s) que Πr contienne d.
2.4) Déterminer le ou les réel(s) r tel(s) que Πr et d soient orthogonaux.
2.5) Pour r = 2, déterminer l’équation cartésienne du plan Π′ orthogonal à Π2 et contenant la
droite d.

3. (5 points) Calculer la distance (en km) entre les villes A et B dont les latitude et longitude
respectives sont données ci-dessous (on considère que la longueur d’un grand cercle est 40 000
kms).
A: 50◦39′ latitude nord, 5◦30′ longitude est
B: 23◦08′ latitude nord, 82◦22′ longitude ouest.

Ci-dessous, les notations a, b, c et A,B,C représentent respectivement les côtés et les angles d’un
triangle sphérique.

cos a = cos c cos b+sin c sin b cos A,
sin b

sin B
=

sin c

sin C
=

sin a

sinA
, sin b cos C = sin a cos c−sin c cos a cos B
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Examen partiel du 10 janvier 2005

2ème candi informatique

1. (10 points) 1.1) Enoncer et démontrer le théorème de Steinitz.

1.2) Définir ce que l’on entend par “mesure de l’angle entre deux droites”.

2. (10 points) On se place dans l’espace muni d’un repère orthonormé et on donne la droite d et,
pour tout réel r le plan Πr par l’intermédiaire de leurs équations cartésiennes

d :

{
x + y + z = 2
2x + 3z = 0

Πr : x + r2y + rz + 1 = 0.

2.1) Déterminer des équations paramétriques vectorielles de d et de Πr.
2.2) Déterminer le ou les réel(s) r tel(s) que Πr et d soient parallèles.
2.3) Déterminer le ou les réel(s) r tel(s) que Πr contienne d.
2.4) Déterminer le ou les réel(s) r tel(s) que Πr et d soient orthogonaux.
2.5) Pour r = 2, déterminer l’équation cartésienne du plan Π′ orthogonal à Π2 et contenant la
droite d.
2.6) Pour r = 3 et r = −3, déterminer la distance entre Πr et d.
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Examen du 6 juin 2005

2eme candidature en informatique et en géomatique-géométrologie

1. (6 points) On donne la fonction

f(x) =
sin2 x cos x

x2
, x ∈]0,+∞[.

Montrer qu’elle est intégrable sur ]0,+∞[ et calculer son intégrale.

2. (7 points) On considère la fonction f(x) = x2, x ∈ R. Développer cette fonction en série
trigonométrique de Fourier dans L2([−π, π]). En déduire la valeur des sommes suivantes

S1 =
+∞∑

m=1

1

m2
, S2 =

+∞∑

m=1

(−1)m+1

m2
, S3 =

+∞∑

m=1

1

m4
.

3. (7 points) On donne la fonction f(x, y) = 2x2 + y2 + 4y − 3, x, y ∈ R.
(i) Déterminer ses éventuels extrema libres dans R2.
(ii) Déterminer ses éventuels extrema libres dans l’ouvert Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 4}.
(iii) Déterminer ses éventuels extrema sous la contrainte x2 + y2 = 4.
(iv) Déterminer ses éventuels extrema libres dans le fermé borné {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4}.
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Examen du 16 août 2005

2e candidature en géométrologie-géomatique et en informatique

1. (4 points) On demande de déterminer des équations paramétriques cartésiennes et l’équation
cartésienne du plan Π contenant la droite d’intersection des plans Π1 : x − y + z = 1, Π2 :
2x + y + z = 0 et passant par le point de coordonnées (1, 1, 1).

2. (2C GEOM SEULEMENT) (4 points) Un voyageur liégeois décide de faire le tour du monde en
demeurant sur le même parallèle. Quelle distance va-t-il parcourir? (Liège 50◦30’N et 5◦3’E).

3. (4 points) Déterminer la transformée de Fourier F+f de la fonction f donnée par

f(x) =

{
x si x ∈ [−1, 1]
0 si x 6∈ [−1, 1]

4. (4 points) Déterminer la valeur de

∫ 1

→0

sin x + sin( 1
x)

x
dx.

5. (2C INFO SEULEMENT) (4 points) Développer la fonction x 7→ sin x en série trigonométrique
de Fourier dans L2([0, 2π]) et dans L2([0, π]).

6. (4 points) On donne les fonctions f, g par

f(x, y) = x2 − 3xy − y2, g(x, y) = x + y.

i) Déterminer les extréma éventuels de la fonction f sur R2. Sont-ils globaux? Justifier.
ii) Déterminer les extréma éventuels de f sous la contrainte g(x, y) = 0. Sont-ils globaux?
Justifier.

Ci-dessous, les notations a, b, c et A,B,C représentent respectivement les côtés et les angles d’un
triangle sphérique.

cos a = cos c cos b+sin c sin b cos A,
sin b

sin B
=

sin c

sin C
=

sin a

sinA
, sin b cos C = sin a cos c−sin c cos a cos B
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Examen partiel du 23 janvier 2006

2e année du baccalauréat en géomatique-géométrologie

1. (5 points)
a) Si d est une droite de l’espace, qu’appelle-t-on faisceau de plan d’axe d? Enoncer le résultat
donnant la forme de l’équation cartésienne d’un plan quelconque du faisceau, connaissant des
équations cartésiennes de d.
b) On donne un repère orthonormé du plan et, dans celui-ci, on considère la courbe C d’équation
cartésienne

x2

9
+

y2

25
= 1.

Quel est le nom de cette courbe? Que vaut son excentricité? Quelles sont les coordonnées
cartésiennes des foyers? Représenter C, ainsi que les foyers.

2. (6 points) On se place dans l’espace muni d’un repère orthonormé et on donne la droite d et les
plans Π,Π′ suivants

d :

{
x + y + z = 1
y − 2z = 0

, Π : 2x − y + z + 1 = 0, Π′ : −x +
y

2
− z

2
+ 1 = 0.

a) Déterminer des équations paramétriques cartésiennes de d et de Π.
b) Déterminer la distance entre Π et Π′.
c) Déterminer l’équation cartésienne du plan contenant d et orthogonal à Π.
d) Déterminer des équations cartésiennes de la droite parallèle à d et contenant l’origine.

3. (4 points) Calculer la distance (en km) entre les villes A et B dont les latitude et longitude
respectives sont données ci-dessous (on considère que la longueur d’un grand cercle est 40 000
kms).
A: 50◦39′ latitude nord, 5◦30′ longitude est
B: 23◦08′ latitude nord, 82◦22′ longitude ouest.

Ci-dessous, les notations a, b, c et A,B,C représentent respectivement les côtés et les angles d’un
triangle sphérique.

cos a = cos c cos b+sin c sin b cos A,
sin b

sin B
=

sin c

sin C
=

sin a

sinA
, sin b cos C = sin a cos c−sin c cos a cos B
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Examen partiel du 23 janvier 2006

2e année du baccalauréat en informatique

1. (5 points)
a) Si d est une droite de l’espace, qu’appelle-t-on faisceau de plan d’axe d? Enoncer le résultat
donnant la forme de l’équation cartésienne d’un plan quelconque du faisceau, connaissant des
équations cartésiennes de d.
b) Enoncer et démontrer le théorème de Steinitz.

2. (6 points) On se place dans l’espace muni d’un repère orthonormé et on donne la droite d et les
plans Π,Π′ suivants

d :

{
x + y + z = 1
y − 2z = 0

, Π : 2x − y + z + 1 = 0, Π′ : −x +
y

2
− z

2
+ 1 = 0.

a) Déterminer des équations paramétriques cartésiennes de d et de Π.
b) Déterminer la distance entre Π et Π′.
c) Déterminer l’équation cartésienne du plan contenant d et orthogonal à Π.
d) Déterminer des équations cartésiennes de la droite parallèle à d et contenant l’origine.

3. (4 points) On donne les vecteurs ~u,~v, ~w et on définit

~x = ~u + ~v, ~y = ~v − ~w.

a) Supposons que ~u,~v, ~w sont linéairement indépendants. Les vecteurs ~x, ~y sont-ils nécessairement
linéairement dépendants? Sont-ils nécessairement linéairement indépendants? Pourquoi?
b) Supposons ~x, ~y linéairement indépendants. Les vecteurs ~u,~v, ~w sont-ils nécessairement linéairement
dépendants? Sont-ils nécessairement linéairement indépendants? Pourquoi?
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Examen du 29 mai 2006

2ème année de bachelier en informatique et en géométrologie

1. (5 points) Calculer l’intégrale de f(x, y) = e−2|x|−y sur A où A est l’ensemble hachuré donné
ci-dessous. Donner aussi une représentation analytique de A.

-
X

6Y

0 1

1

−1

−1

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
y = x + 1

2. (8 points) Pour tout naturel positif ou nul m, on pose um(x) = cos(mx), x ∈ R; pour tout
naturel strictement positif m, on pose vm(x) = sin(mx), x ∈ R.
2.1) Montrer que les fonctions um et un sont orthogonales pour le produit scalaire de L2([−π, π])
si et seulement si les naturels strictement positifs m,n sont différents.
2.2) Développer les fonctions f, g suivantes en série trigonométrique de Fourier dans L2([−π, π])
en vous servant des fonctions de base um(m ≥ 0) et vm(m > 0)

f(x) = 1, x ∈ [−π, π]; g(x) =

{
1 si x ∈ [0, π]
−1 si x ∈ [−π, 0[

2.3) Sachant que les égalités obtenues au point précédent sont également valables au sens ponctuel
dans l’intervalle ]0, π[ (c’est-à-dire en n’importe quel réel de cet intervalle), en déduire la valeur
de la somme suivante

+∞∑

m=0

(−1)m

2m + 1
.

3. (7 points) On donne les fonctions f, g par

f(x, y) = (y − x2)2 + x5, g(x, y) = x2 − 3xy + y2.

3.1) Déterminer l’équation cartésienne du plan tangent à la surface S d’équation z = g(x, y)
(c’est-à-dire à la surface qui représente graphiquement la fonction g) au point de coordonnées
(0, 0, 0).
3.2) Déterminer les extréma eventuels de ces fonctions. Sont-ils globaux? Justifier.
3.3) Déterminer les extréma éventuels de g sous la contrainte xy = 1. Sont-ils globaux? Justifier.
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Examen du 21 août 2006, 08:30-10:30
Projet

2ème année de bachelier en informatique et en géométrologie

1. (7 points) Déterminer la transformée de Fourier (négative) des fonctions f et g suivantes, en
précisant s’il s’agit d’une transformée dans l’espace des fonctions intégrables ou des fonctions de
carré intégrable

f(x) = e−|x|, x ∈ R, g(x) =

{
sinx

x si x 6 0
0 si x = 0

2. (8 points) On se place dans L2([0, π]).
2.1) Déterminer le développement en série trigonométrique de Fourier de f(x) = sin2 x. Exprimer
le résultat en utilisant uniquement des fonctions sin et cos.
2.2) Déterminer le développement en série trigonométrique de Fourier de g(x) = sinx. Exprimer
le résultat en utilisant uniquement des fonctions sin et cos.
2.3) Sachant que la série obtenue au point précédent converge en tout point de l’intervalle [0, π],
montrer que

π

2
= 1 − 2

+∞∑

m=1

(−1)m

4m2 − 1
.

3. (5 points) On donne les fonctions f, g par

f(x, y) = x2 − 3xy − y2, g(x, y) = x + y.

3.1) Déterminer les extréma éventuels de la fonction f sur R2. Sont-ils globaux? Justifier.
3.2) Déterminer les extréma éventuels de f sous la contrainte g(x, y) = 0. Sont-ils globaux?
Justifier.

Rappel: pour tout réel λ > 0 on a

∫ →+∞

0

sin(λt)

t
dt =

π

2
.
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7.2 2006-2007

Année académique 2006-2007

• Exercices “types”

• Exercices proposés en classe (cours)

• Exercices proposés aux séances de travaux dirigés

• Examens
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7.2.1 Exercices “types” , 2006-2007

Mathématiques générales B-Compléments au cours A

Exercices “types”, 2006-2007, Chapitre 1

Remarque. Cette liste est complétée par les exemples de questions d’examens s’y rapportant (voir
suite de cette section).

Il s’agit essentiellement d’exercices “de base”, i.e. qui concernent la matière (minimum) à connâıtre
absolument et qui doivent pouvoir être résolus par l’étudiant seul.

Des exercices du type présentés ici seront résolus aux séances de répétition, ainsi que d’autres.

1. Soit l’espace (des vecteurs libres) muni d’une base orthonormée ~e1, ~e2, ~e3. On donne les vecteurs
~u,~v, ~w respectivement de composantes (1, 1, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 1).
a) Ces vecteurs forment-ils une base de l’espace? Si la réponse est affirmative, déterminer
les composantes des vecteurs ~e1, ~e2 + ~e3, ~e1 − ~e2 dans cette base. Représenter les vecteurs
~e1, ~e2, ~e3, ~u,~v, ~w,~e2 + ~e3, ~e1 − ~e2.
b) Dans la base ~e1, ~e2, ~e3, déterminer
- les composantes de la projection orthogonale de ~v sur le plan vectoriel L engendré par ~u et ~w
- les composantes de la projection orthogonale de ~v sur la droite vectorielle engendrée par ~u+ ~w
- les composantes de la projection orthogonale de ~v sur la droite vectorielle orthogonale à L
- une base orthonormée de L.

2. Dans un repère orthonormé de l’espace, quel ensemble représentent respectivement les systèmes
suivants? (a est un paramètre réel) Justifier.

a)

{
2x − y + z = 1
−x + y − z = 1

b)

{
2x − y + z = 1
−2x + y − z = −1

c)





2x − y + z = 1
−x + y − z = 1
x + z = 0

d)





2x − y + z = 1
−x + y − z = 1
y − z = 3

e)





2x − y + z = 1
−x + y − z = 1
y − z = 2

f)





2x − y + z = 1
−x + y − z = 1
x − y + z = 0

g)





2x − y + z = 1
−x + y − z = 1
−x + 2y − 2z = 4

h) ax + ay + az + 1 = 0

3. Dans l’espace muni d’un repère orthonormé, déterminer des équations paramétriques cartésiennes
des ensembles dont des équations cartésiennes sont fournies respectivement par les dexpressions
a), b) suivantes

a) 2x − y + z = 1, b)

{
2x − y + z = 1
−x + y − z = 1

4. On se place dans l’espace muni d’un repère orthonormé et on donne une droite d0 et un plan Π0

par l’intermédiaire de leurs équations cartésiennes

d0 :

{
2x − 3y + z = 0
3x + 2y + 1 = 0

Π0 : x + y + z = 2.

a) La droite d0 et le plan Π0 sont-ils parallèles? Pourquoi?

Si ce n’est pas le cas, déterminer les coordonnées cartésiennes du point d’intersection de d0 et
Π0.
b) Déterminer des équations cartésiennes d’une droite parallèle à Π0 passant par l’origine.
c) Déterminer des equations cartésiennes de la droite orthogonale à Π0 et passant par l’origine.
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5. On se place dans l’espace muni d’un repère orthonormé et on donne les points A,B,C respec-
tivement de coordonnées (3, 1, 1), (2,−1, 0), (1, 0, 1).
a) Ces points appartiennent-ils à une même droite d (resp. à un même plan Π)? Si c’est le cas,
déterminer des équations cartésiennes de d (resp. de Π).
b) On donne le point D de coordonnées (1, 1, 1). Appartient-il à d (resp. à Π)?

6. On se place dans l’espace muni d’un repère orthonormé.
a) Déterminer la distance entre le point de coordonnées (1,−1, 1) et le plan Π d’équation
cartésienne x − y + z = 2.
b) Déterminer la distance entre le point de coordonnées cartésiennes (1, 0, 3) et la droite d’équations

cartésiennes

{
2x + 2y = 3
x − 3z = 1

7. On se place dans l’espace muni d’un repère orthonormé. On donne les droites d1, d2 respective-
ment d’équations cartésiennes

d1 :

{
2x + 2y = 3
x − 3z = 1

, d2 :

{
x + y + z = 1
x − y + 2 = 0

- Sont-elles parallèles, sécantes, gauches? Justifier.
- Si elles sont gauches, déterminer des équations cartésiennes de la perpendiculaire commune à
ces deux droites. Si elles définissent un plan, déterminer l’équation cartésienne de celui-ci.
- Déterminer la distance entre ces deux droites.
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Mathématiques générales B-Compléments de mathématiques

Exercices “types”, 2006-2007, Chapitre 4

Remarque. Cette liste est complétée par les exemples de questions d’examens s’y rapportant (voir
suite des présentes notes).

Il s’agit essentiellement d’exercices “de base”, i.e. qui concernent la matière (minimum) à connâıtre
absolument et qui doivent pouvoir être résolus par l’étudiant seul.

Des exercices du type présentés ici seront résolus aux séances de répétition, ainsi que d’autres.

1. Lorsque a est un réel strictement positif, calculer (si possible)

∫ +∞

0
e−axdx,

∫ +∞

0
e−ax2

dx.

La seconde intégrale porte le nom d’“intégrale de Poisson”. On peut la calculer en passant à une intégrale double et en

effectuant un changement de variables en coordonnées polaires. Ceci est effectué dans les notes de théorie du cours A.

2. Calculer le volume du corps situé entre les sphères centrées à l’origine, de rayon respectifs 2,3, à
l’intérieur du cône d’équation z2 = x2 + y2 et dont les points ont une cote négative. Représenter
ce corps.

3. On définit la fonction Γ (intégrale eulérienne) par

Γ(x) =

∫ +∞

0
tx−1e−tdt, x > 0.

• Montrer que cette définition a bien un sens.

• Calculer la valeur de cette fonction en 1 et en 1/2.

• Montrer que Γ(x + 1) = xΓ(x) pour tout x > 0; en déduire que Γ(m + 1) = m! pour tout
m ∈ N.

4. Calculer les transformées de Fourier de la fonction dont la représentation graphique est la suiv-
ante.

Préciser s’il s’agit d’une transformée dans L1(R) ou dans L2(R).

5. Calculer la transformée de Fourier positive de la fonction f : x 7→ sin x cos(2x)
x . Préciser s’il s’agit

d’une transformée dans L1(R) ou dans L2(R).

6. Déterminer le développement en série trigonométrique de Fourier dans L2([0, π]) de f : x 7→ sin2 x
et de g (π-périodique) dont la représentation graphique est donnée ci-dessous.
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7. Déterminer le développemnt en série trigonométrique de Fourier dans L2([0, 2π]) de f : x 7→
3x2 − 6πx + 2π2. En déduire la valeur des sommes des séries suivantes

+∞∑

m=1

1

m2
,

+∞∑

m=1

1

m4
.
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Mathématiques générales B-Compléments de mathématiques

Exercices “types”, 2006-2007, Chapitre 5

Remarque. Cette liste est complétée par les exemples de questions d’examens s’y rapportant (voir
suite des présentes notes).

Il s’agit essentiellement d’exercices “de base”, i.e. qui concernent la matière (minimum) à connâıtre
absolument et qui doivent pouvoir être résolus par l’étudiant seul.

Des exercices du type présentés ici seront résolus aux séances de répétition, ainsi que d’autres.

1. Représenter graphiquement les courbes de niveau −2,−1, 0, 1, 2, 3 des surfaces d’équation cartésienne
z = f(x, y) pour

a)f(x, y) = xy, b)f(x, y) = x2 + y2 − 1, c)f(x, y) = x2 − y2

2. Déterminer le domaine de définition et l’image de la fonction donnée par

f(x, y) = ln

(
1 +

√
x2 + y2

1 −
√

x2 + y2

)
.

Quelles sont ses courbes de niveau? En donner une représentation.

3. Soit n un naturel strictement positif. On suppose que f est une fonction continûment dérivable
sur R2 et telle1 que f(tx, ty) = tnf(x, y) pour tous x, y, t ∈ R. Montrer que dans ce cas, on a

xDxf(x, y) + yDyf(x, y) = nf(x, y), (x, y) ∈ R2.

Suggestion: utiliser la dérivation des fonctions composées en posant F (t) = f(tx, ty) lorsque x et y sont fixés.

4. Montrer que les surfaces d’équation cartésienne z = xy− 2 et x2 + y2 + z2 = 3 ont le même plan
tangent au point de coordonnées (1, 1,−1).

5. Dans chacun des cas suivants, déterminer l’équation cartésienne du plan tangent à la surface
d’équation z = f(x, y) au point P ; dans le cas a), esquisser une représentation graphique de la
surface et du plan tangent.

a)f(x, y) = 3x2 + 4y2, P (0, 1); b)f(x, y) =

∫ x2+y2

0
e−t2dt, P (1, 1).

Suggestion pour b): la fonction F définie par F (u) =
R u

0
e−t2dt (u ∈ R) est une primitive de t 7→ e−t2 donc DF (u) =

e−u2

, u ∈ R. Remarquer alors que f(x, y) = F (x2 + y2) et utiliser la dérivation des fonctions composées.

6. Déterminer l’approximation de Taylor à l’ordre 1 et 2 au point P (0, 0) pour f dans chacun des
cas suivants

a) f(x, y) = arctg

(
y

x2 + 1

)
, b) f(x, y) = cosh x sinh y.

Remarque: par définition, cosh x = ex+e−x

2 et sinh x = ex−e−x

2 ; ces fonctions sont appelées
respectivement cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique. Elles apparaissent de façon naturelle
(notamment) dans la résolution de certaines équations différentielles.

7. Soit une bôıte parallélépipédique de dimensions extérieures 14cm × 14cm × 28cm. Si les parois
ont une épaisseur de 1/8cm, déterminer une approximation de l’emballage de la bôıte.

Suggestion. Utiliser le développement de Taylor à l’ordre 1.

1on dit que f est homogène de degré n
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8. Déterminer les points stationnaires de f(x, y) = cos(x + y) + sin(x − y).

9. Soit f(x, y) = 2x3 + (x − y)2 − 6y, (x, y) ∈ R2. Déterminer les extrema éventuels de cette
fonction. Sont-ils globaux?

Même question pour f(x, y) =
√

x2 + y2, (x, y) ∈ R2.

10. Minimiser la fonction f donnée par f(x, y) = x2y2 sous la contrainte x + y = 1.

Même question avec f(x, y) = xy sous la contrainte x2 + y2 = 1.

11. Déterminer la distance entre l’ellipse d’équation cartésienne x2/4+y2 = 1 et la droite d’équation
cartésienne x + y = 4.

12. Montrer que le rectangle d’aire maximale contenu dans une boule du plan est un carré. En
déterminer la longueur des côtés.

13. Déterminer les extrema de f(x, y) = x2 + 4y3 sous la contrainte x2 + 2y2 = 1. Donner une
interprétation graphique de la contrainte.

14. Déterminer les extrema de f(x, y) = 3x2 +2y2−4y+1 sous la contrainte x2+y2 ≤ 16. Visualiser
la situation en représentant graphiquement f et la contrainte.

15. Déterminer l’équation cartésienne (et représenter) la droite de régression linéaire pour les points
P1, P2 respectivement de coordonnées (1, 0) et (0, 1) en procédant de la manière la plus rapide
possible et en justifiant vos démarches.

Même question pour P1, P2, P3, P4 respectivement de coordonnées (1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0,−1).

16. Déterminer l’équation cartésienne (et représenter) la droite de régression linéaire pour les points
P1, P2, P3 respectivement de coordonnées (1, 1), (2, 3), (3, 4)
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7.2.2 En plus...

Quelques exercices proposés au cours (en plus de ceux résolus au cours)

1. L’intégrale suivante a-t-elle un sens? Si oui, la calculer.

∫ +∞

0

e−x − e−2x

x
dx.

2. Calculer ∫ →+∞

0

sin(rx)

x
dx

pour toutes les valeurs du réel r.

3. Soit A la surface fermée du plan bornée par les cercles de rayon respectivement 1, 2 centrés à
l’origine et l’axe X. Calculer l’intégrale de f(x, y) = 1 + 3x + 8y2 sur A.

4. Pour toutes les valeurs de x, déterminer l’intégrale de la fonction f donnée par f(y) = eixye−|y|.

5. Si f et g sont des fonctions définies sur R, on pose

(f ∗ g)(x) =

∫

R

f(y)g(x − y)dy

pour autant que la fonction y 7→ f(y)g(x − y) soit intégrable sur R.

• Montrer que si (f ∗ g)(x) existe alors (g ∗ f)(x) existe et que (f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x)

• On considère f = χ[0,1].

Déterminer (f ∗ f)(x), x ∈ R, (f ∗ f) ∗ f(x), x ∈ R et représenter ces fonctions.
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7.2.3 Travaux dirigés

2ème année de bachelier en informatique et géométrologie
Compléments de mathématique, 2006-2007

TD de décembre 2006

1. Déterminer les transformées de Fourier (+,−) des fonctions fa suivantes (a est un paramètre
réel strictement positif) en précisant s’il s’agit de transformation dans L1 ou L2

fa(x) = e−a|x|, x ∈ R.

En déduire que l’on a

∫ +∞

0

1

(x2 + a2) (x2 + b2)
dx =

π

2ab(a + b)
, a, b > 0.

2. Déterminer les transformées de Fourier (+,−) de la fonction suivante en précisant s’il s’agit de
transformation dans L1 ou L2

f(x) =
1 − cos x

x
(x 6= 0), f(0) = 0.

3. Diagonaliser la matrice

(
5 −3
−3 5

)
par une matrice orthogonale.

4. Soit la fonction f donnée par

f(x, y) = 5x2 − 6xy + 5y2, (x, y) ∈ R2.

On fixe un repère orthonormé du plan et on donne la courbe C d’équation cartésienne f(x, y) = 4.

(a) Esquisser C.
(b) Déterminer les extrema libres éventuels de f .
(c) Déterminer le ou les points P de C pour lesquels la distance entre la tangente à C en P et
l’origine est maximale (resp. minimale).

5. On fixe un repère orthonormé de l’espace. Quelle est la distance entre le point de coordonnées

cartésiennes (x0, y0, z0) et l’ellipsöıde d’équation x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1?

6. On donne la fonction f par
f(x, y) = arcsin(1 − xy).

- Déterminer les éventuels extrema de f dans son domaine de continuité.
- Déterminer les extrema de f sous la contrainte x2 + y2 = 1.

7. Si f est une fonction de L2(R) telle que x 7→ xf(x) soit de carré intégrable, on pose

∆f =

∫

R

x2|f(x)|2dx.

(i) Pour f(x) = e−x2/4, montrer que ∆f =
√

2π.
(ii) En déduire l’égalité suivante (principe d’incertitude d’Heinsenberg dans le cas d’une Gaussi-
enne)

∆f∆ bf = π2
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pour f(x) = e−x2/4 et en utilisant la notation f̂ pour la transformée de Fourier négative de f . 2

8. Soit f une fonction continue sur R, telle que x 7→ x2f(x) soit borné sur R. En supposant que
l’on peut permuter séries et intégrales, démontrer que

+∞∑

m=−∞
f(x + m) =

+∞∑

m=−∞
F−

2πmf e2iπmx.

En déduire que
+∞∑

m=−∞

1

(x + m)2
=

π2

sin2(πx)
, x 6∈ Z.

2Pour rappel: F
±
y ga =

p

π
a
e−

y2

4a pour ga(x) = e−ax2

, a > 0.
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2ème année de bachelier en informatique
Mathématiques générales B, 2006-2007 - TD de mai 2007

1. On se place dans l’espace muni d’un repère orthonormé. On donne la droite d et, pour tout réel
r, on donne le plan Πr par l’intermédiaire des équations cartésiennes

d :

{
x + y + z = 2
2x + 3z = 0

Πr : x + r2y + rz + 1 = 0.

- Déterminer des équations paramétriques vectorielles de d et de Πr.
- Déterminer le ou les réel(s) r tel(s) que Πr et d soient parallèles.
- Déterminer le ou les réel(s) r tel(s) que Πr contienne d.
- Déterminer le ou les réel(s) r tel(s) que Πr et d soient orthogonaux.
- Pour r = 2, déterminer l’équation cartésienne du plan Π′ orthogonal à Π2 contenant la droite
d.

2. Soient f, g deux fonctions continues sur R, à support compact.3 Pour x ∈ R, on pose

f ∗ g(x) =

∫

R

f(y)g(x − y)dy.

- Montrer que cette expression définit une fonction continue sur R (notée f ∗ g) dont le support
est compact.
- Montrer4 que f ∗ g est intégrable sur R et que sa transformée de Fourier est égale au produit
des transformées de Fourier de f et g.

3. On donne les fonctions suivantes (x ∈ R)

f1(x) =

{
e−x si x ≥ 0
0 si x < 0,

f2(x) =

{
e−x si x ≥ 0
−ex si x < 0,

f3(x) = e−|x|, f4(x) =
1

1 + ix
.

- Pour chacune de ces fonctions, déterminer à quel(s) espace(s) L1(R), L2(R) elle appartient et
si elle est bornée sur R

- Déterminer ensuite la norme de chacune de ces fonctions dans chacun des espaces auquel elle
appartient, ainsi que sa borne supérieure (sur R) s’il y a lieu.
- Représenter les fonctions f1, f2, f3 dans un même repère orthonormé.
- Déterminer la transformée de Fourier (-) de f1, f2, f3, en spécifiant s’il s’agit de la transformée
dans L1 ou L2.
- Déterminer la transformée de Fourier (+) de f4, en spécifiant s’il s’agit de la transformée dans
L1 ou L2. Montrer que cette transformée est nulle sur ] −∞, 0[.
- Déterminer (si possible) le produit de composition f1 ∗ f1 ainsi que sa transformée de Fourier
(-).

4. Pour tout naturel positif ou nul m, on pose um(x) = cos(mx), x ∈ R; pour tout naturel
strictement positif m, on pose vm(x) = sin(mx), x ∈ R.
- Montrer que ces fonctions sont orthogonales dans L2([−π, π]) mais pas dans L2[0, π]).

3- Le support d’une fonction f définie sur R est le complémentaire du plus grand ouvert d’annulation de f , ou encore
l’adhérence de l’ensemble des points où elle diffère de 0.
-Un compact de R est un ensemble borné fermé; un fermé de R est donc compact si et seulement s’il est inclus dans un
intervalle du type [a, b] avec a, b ∈ R, a < b.

4Ce résultat est valable aussi si f, g sont seulement intégrables sur R
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- Développer les fonctions f, g suivantes en série trigonométrique de Fourier dans L2([−π, π]) en
vous servant des fonctions de base um(m ≥ 0) et vm(m > 0)

f(x) = 1, x ∈ [−π, π]; g(x) =

{
1 si x ∈ [0, π]
−1 si x ∈ [−π, 0[

- En déduire la valeur de la somme
∑+∞

m=0
(−1)m

2m+1 .

5. On considère la fonction f donnée par f(x, y, z) = xyz.
- Déterminer ses éventuels extrema libres dans R3.
- Si g(x, y, z) = x2 + 4y2 − 1, déterminer ses éventuels extrema sous la contrainte g = 0. Quel
ensemble est décrit par l’équation g(x, y, z) = 0?

6. Diagonaliser la matrice

(
0 1
1 0

)
par une matrice orthogonale.
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7.2.4 Examens écrits

Compléments de mathématiques Examen du 08 janvier 2007 (1ere session)

2e année de bachelier en géomatique-géométrologie

1. (6 points)
On fixe un repère orthonormé de l’espace. On donne la droite d et le plan π par leurs équations
cartésiennes

d :

{
x − y = 0
x − z = 1

, π : x + y + 2z = 1.

1.1) Déterminer la distance entre d et π.
1.2) Déterminer la distance entre le point P0 de coordonnées (1, 0,−1) et le plan π.
1.3) Déterminer des équations cartésiennes de la droite d0 passant par le point P0 et parallèle à
d.
1.4) Déterminer des équations paramétriques cartésiennes du plan π.

2. (7 points)
2.1) On donne un repère orthonormé du plan et, dans celui-ci, on considère la courbe C d’équation
cartésienne

x2

9
− y2

16
= −1.

Quel est le nom de cette courbe? Que vaut son excentricité? Quelles sont les coordonnées
cartésiennes des foyers? Représenter C, ainsi que les foyers.
2.2) Calculer la distance (en km) entre les villes A et B dont les latitude et longitude respectives
sont données ci-dessous (on considère que la longueur d’un grand cercle est 40 000 kms).
A: 50◦40′ latitude nord, 5◦30′ longitude est
B: 40◦50′ latitude nord, 75◦ longitude ouest.

3. (9 points) Soient les fonctions f, g suivantes

f(x) =

{
1 − |x| si x ∈ [−1, 1]
0 sinon

, g(x) =

{
1 si x ∈ [−1

2 , 1
2 ]

0 sinon

Représenter f et g dans un repère orthonormé. Déterminer les transformées de Fourier de ces
fonctions et montrer que (

F±g
)2

= F±f.

4. (9 points) Développer les fonctions f, g suivantes en série trigonométrique de Fourier dans
L2([−π, π]); exprimer votre réponse en utilisant uniquement des fonctions sin, cos et simplifier
les calculs au maximum.

f(x) = 1, x ∈ [−π, π]; g(x) =

{
1 si x ∈ [−π

2 , π
2 ]

0 sinon

5. (9 points) On donne les fonctions f1, f2 par

f1(x, y) = xy +
1

x
+

1

y
, f2(x, y) = x2 +

√
5xy − y2.

5.1) Déterminer les points stationnaires et les extrema libres locaux éventuels de f1. Ceux-ci
sont-ils globaux? Pourquoi?
5.2) Déterminer les points stationnaires de f2, ainsi que ses extrema libres locaux éventuels.
Ceux-ci sont-ils globaux? Pourquoi?
5.3)Déterminer les éventuels extremas globaux de f2 sous la contrainte x2 + y2 = 1.
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1. (5 points) On donne f(x, y) = x +
√

3y, (x, y) ∈ R2

1.1) Déterminer les extrema libres éventuels de f . Justifier votre réponse.
1.2) Déterminer les extrema liés éventuels de f sous la contrainte x2 + y2 = 4. Ces extrema
sont-ils locaux ou globaux? Justifier votre réponse.

2. (5 points) Soient les fonctions f, g suivantes

f(x) = sin x, g(x) = sin2 x.

Déterminer le développement en série trignométrique de Fourier de ces fonctions dans L2([0, π])
en n’utilisant que des fonctions sin et cos comme fonctions de base. Préciser de quelle façon les
séries convergent. Justifier toutes vos réponses.

3. (8 points) On donne les fonctions f et g suivantes

f(x) = e−|x|, x ∈ R g(x) = |x|e−|x|, x ∈ R.

3.1) Ces fonctions sont-elles intégrables (resp. de carré intégrable) dans R? Pourquoi?
3.2) Déterminer (si possible) la transformée de Fourier négative de chacune de ces fonctions dans
L1(R) (resp. L2(R)).
3.3) Déterminer une expression explicite de la fonction5 f ∗ f , montrer que celle-ci est intégrable
et la comparer aux fonctions f et g.
3.4) Déterminer la transformée de Fourier négative de f ∗ f .

4. (2 points) Déterminer des équations paramétriques ainsi que l’équation cartésienne du (ou des)
plan(s) parallèle(s) à la droite d’équation

{
x + y = 3
x − y + z = 2

et contenant la droite d’équation {
x + 2y = 3
x + y − z = 0

5Pour rappel, et pour autant que l’intégrale ait un sens, on définit (F ∗ G)(x) =
R

R
F (y)G(x− y)dy.
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1. (5 points) On donne f(x, y) = x2 + 2y2 − x, (x, y) ∈ R2

1.1) Déterminer les extrema libres éventuels de f . Préciser s’ils sont locaux ou globaux. .
Justifier votre réponse.
1.2) Déterminer les extrema globaux éventuels de f sous la contrainte x2 + y2 = 1. Justifier
votre réponse.
1.3) Déterminer les extrema globaux éventuels de f dans l’ensemble {(x, y) ∈ R2 : x2 +y2 ≤ 1}.
Justifier votre réponse.

2. (5 points) Soient les fonctions f, g suivantes

f(x) = sin(2x), g(x) = x x ∈ [−π, π].

Déterminer le développement en série trigonométrique de Fourier de ces fonctions dans L2([−π, π])
en n’utilisant que des fonctions sin et cos comme fonctions de base.

3. (8 points) On donne les fonctions suivantes

f(x) =

{
xe−x si x ≥ 0
0 si x < 0

g(x) = e−|x|(x ∈ R).

3.1) Ces fonctions sont-elles intégrables (resp. de carré intégrable) dans R? Pourquoi?
3.2) Déterminer la transformée de Fourier (négative) de chacune de ces fonctions, en spécifiant
s’il s’agit de la transformée dans L1 ou L2.
3.3) Si R désigne la partie réelle de la transformée de Fourier (négative) de f et si I désigne la
partie imaginaire de cette transformée, montrer que l’on a 2 (R(y) − yI(y)) = F−

y g, y ∈ R.
3.4) Déterminer (si possible) le produit de composition6 g ∗g ainsi que sa transformée de Fourier
(négative)

4. (2 points) Déterminer des équations paramétriques ainsi que l’équation cartésienne du (ou des)
plan(s) parallèle(s) à la droite d’équation

{
x + y = 3
x − y + z = 2

et contenant la droite d’équation {
x + 2y = 3
x + y − z = 0

6Pour rappel, et pour autant que l’intégrale ait un sens, on définit (F ∗ G)(x) =
R

R
F (y)G(x− y)dy.
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7.3 Solutions

Plusieurs solutions se trouvent dans les notes du cours A (voir examens des chimistes).

Solutions aux questions de l’examen du 29 mai 2006

2ème année de bachelier en informatique et en géométrologie

Question 1) On a

A = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ x + 1}

et, successivement

∫

R

(∫ +∞

x+1
f(x, y)dy

)
dx =

∫

R

e−2|x|
(∫ +∞

x+1
e−ydy

)
dx

=

∫

R

e−2|x| e−(x+1)dx

=

∫ +∞

0
e−”x−1dx +

∫ 0

−∞
ex−1dx

=
1

e

(
1

3
+ 1

)
=

4

3e
.

Comme f est continu sur A et à valeurs positives, ce calcul montre aussi que f est intégrable sur A
et que ∫ ∫

A
f(x, y)dxdy =

4

3e
.

Question 2) 2.1) Pour tous réels m,n, x, on a 2 cos(mx) cos(nx) = cos((m + n)x) + cos((m − n)x).
On en déduit que pour tous naturels strictement positifs m,n on a

∫ π

−π
cos(mx) cos(nx)dx =

1

2

[
sin((m + n)x)

m + n
+

sin((m − n)x)

m − n

]π

−π

= 0

lorsque m 6= n et ∫ π

−π
cos(mx) cos(nx)dx =

1

2

[
sin(2mx)

2m
+ 1

]π

−π

= π

lorsque m = n. Il s’ensuit que < um, un >= 0 ⇔ m 6= n.
2.2) On a u0 = 1 donc f = u0.

Les fonctions
1√
2π

,
cos(mx)√

π
(m ∈ N0),

sin(mx)√
π

(m ∈ N0)

forment une base orthonormée de L2([−π, π]). Dès lors on a (les calculs sont simplifiés par le fait que g est impair)

g(x) =
1

2π
< g, 1 > +

+∞∑

m=1

cos(mx)

π

∫ π

−π
g(t) cos(mt)dt +

+∞∑

m=1

sin(mx)

π

∫ π

−π
g(t) sin(mt)dt

=
2

π

+∞∑

m=1

sin(mx)

∫ π

0
sin(mt)dt =

2

π

+∞∑

m=0

sin((2m + 1)x)

∫ π

0
sin((2m + 1)t)dt

=
4

π

+∞∑

m=0

sin((2m + 1)x)

2m + 1
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2.2) On a

g
(π

2

)
= 1 =

4

π

+∞∑

m=0

sin((2m + 1)(π/2))

2m + 1
=

4

π

+∞∑

m=0

(−1)m

2m + 1

donc
+∞∑

m=0

(−1)m

2m + 1
=

π

4
.

Question 3) 3.1) On a

Dxg(x, y) = 2x − 3y, Dyg(x, y) = −3x + 2y ∀x, y ∈ R.

Le plan Π, tangent à la surface S d’équation z = g(x, y) au point de coordonnées (0, 0, 0) a pour
équation cartésienne z − 0 = Dxg(0, 0)(x − 0) + Dyg(0, 0)(y − 0) c’est-à-dire

Π : z = 0.

Items 3.2) et 3.3) de cette question: voir la question 5 de l’examen “Ecrit 2” , 1er bachelier en
chimie, 30 mai 2005. La solution est dans les notes du cours A.
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4.3 Les séries trigonométriques de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
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