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Test 2 du 3-3-2015

1. On donne la partie du plan hachurée ci-contre (en-
semble fermé, non borné), notée A, et la fonction

f : (x, y) 7→ y

x4
. Si c'est possible, calculer

I =

∫ ∫
A

f(x, y) dx dy.

Solution. L'ensemble d'intégration A est l'ensemble A =
{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ [1,+∞[ et y ∈ [

√
x, x]

}
.

Etudions l'intégrabilité de f sur A sachant que |f(x, y)| = f(x, y), ∀(x, y) ∈ A.
Pour x �xé dans [1,+∞[, la fonction h : y 7→ y

x4
est continue sur R donc sur le fermé borné [

√
x, x].

Elle est donc intégrable sur cet ensemble et on a∫ x

√
x

y

x4
dy =

1

x4
.

[
y2

2

]x
√
x

=
1

2x4
(
x2 − x

)
=
x− 1

2x3
.

La fonction g : x 7→ x− 1

2x3
est continue sur R0 donc sur [1,+∞[. Véri�ons l'intégrabilité de g en

+∞. Par le critere en θ , avec θ = 2, on a

lim
x→+∞

x2.
x− 1

2x3
= lim

x→+∞

x3 − x2

2x3
=

1

2
.

Comme cette limite existe et est �nie avec θ > 1, la fonction est intégrable en +∞ ; dès lors, elle

est intégrable sur [1,+∞[.

Ainsi, f est intégrable sur A et comme f est une fonction positive sur A, on obtient

I =

∫ ∫
A

y

x4
dx dy =

∫ +∞

1

(∫ x

√
x

y

x4
dy

)
dx =

∫ +∞

1

x− 1

2x3
dx =

∫ +∞

1

(
1

2x2
− 1

2x3

)
dx

=
1

2

[
−1
x

+
1

2x2

]+∞
1

=
1

2

(
lim

x→+∞

(
−1
x

+
1

2x2

)
+ 1− 1

2

)
=

1

2

(
0 +

1

2

)
=

1

4
.

2. Soit F (x, y, z) = g(u(x, y, z), v(x, y, z)) où

u(−1, 0, 1) = 2 (Dxu)(−1, 0, 1) = 1 (Dyu)(−1, 0, 1) = −2 (Dzu)(−1, 0, 1) = 3

v(−1, 0, 1) = −3 (Dxv)(−1, 0, 1) = −4 (Dyv)(−1, 0, 1) = 5 (Dzv)(−1, 0, 1) =
1

2

(Dug)(2,−3) =
1

3
et (Dvg)(2,−3) = 1

En supposant F dérivable en ce point, que vaut (DzF )(−1, 0, 1) ?

Solution. Comme u(−1, 0, 1) = 2 et v(−1, 0, 1) = −3, on a

DzF (−1, 0, 1) = (Dug)(2,−3)(Dzu)(−1, 0, 1) + (Dvg)(2,−3)(Dzv)(−1, 0, 1) =
1

3
.3 + 1.

1

2
=

3

2
.

2



Test 2 du 5-3-2015 et 6-3-2015

1. On donne la partie du plan hachurée ci-contre (en-
semble fermé, non borné), notée A, et la fonction
f : (x, y) 7→ 2xy2. Si c'est possible, calculer

I =

∫ ∫
A

f(x, y) dx dy.

Solution. L'ensemble d'intégration A est l'ensemble A =

{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ [1,+∞[ et y ∈

[
0,

1

x

]}
.

Etudions l'intégrabilité de f sur A sachant que |f(x, y)| = f(x, y), ∀(x, y) ∈ A.
Pour x �xé dans [1,+∞[, la fonction h : y 7→ 2xy2 est continue sur R donc sur le fermé borné [0, 1x ].
Elle est donc intégrable sur cet ensemble et on a∫ 1

x

0

2xy2 dy = 2x .

[
y3

3

] 1
x

0

=
2x

3

(
1

x3
− 0

)
=

2

3x2
.

La fonction g : x 7→ 2

3x2
est continue sur R0 donc sur [1,+∞[. Véri�ons l'intégrabilité de g en +∞.

Par le critere en θ , avec θ = 2, on a

lim
x→+∞

x2.
2

3x2
= lim

x→+∞

2x2

3x2
=

2

3
.

Comme cette limite existe et est �nie avec θ > 1, la fonction est intégrable en +∞ ; dès lors, elle

est intégrable sur [1,+∞[.

Ainsi, f est intégrable sur A et comme f est une fonction positive sur A, on obtient

I =

∫ ∫
A

2xy2 dx dy =

∫ +∞

1

(∫ 1
x

0

2xy2 dy

)
dx =

∫ +∞

1

2

3x2
dx

=

[
−2
3x

]+∞
1

=
−2
3

(
lim

x→+∞

(
1

x

)
− 1

)
=

2

3
.

2. Soit F (x, y) = g(u(x, y), v(x, y)) où

u(0, 1) = −2 (Dxu)(0, 1) = −1 (Dyu)(0, 1) = 2

v(0, 1) = 3 (Dxv)(0, 1) = 4 (Dyv)(0, 1) = −5

(Dug)(−2, 3) =
2

3
et (Dvg)(−2, 3) = −1

En supposant F dérivable en ce point, que vaut (DyF )(0, 1) ?

Solution. Comme u(0, 1) = −2 et v(0, 1) = 3 , on a

DyF (0, 1) = (Dug)(−2, 3)(Dyu)(0, 1) + (Dvg)(−2, 3)(Dyv)(0, 1) =
2

3
.2 + (−1).(−5) = 4

3
+ 5 =

19

3
.
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Test 2 du 6-3-2015

1. On donne la partie du plan hachurée ci-contre (en-
semble fermé, non borné), notée A, et la fonction

f : (x, y) 7→ e−x
2

. Si c'est possible, calculer

I =

∫ ∫
A

f(x, y) dx dy.

Solution. L'ensemble d'intégration A est l'ensemble A =
{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ [1,+∞[ et y ∈ [x, 2x]

}
.

Etudions l'intégrabilité de f sur A sachant que |f(x, y)| = f(x, y), ∀(x, y) ∈ A.
Pour x �xé dans [1,+∞[, la fonction h : y 7→ e−x

2

est continue sur R donc sur le fermé borné [x, 2x].
Elle est donc intégrable sur cet ensemble et on a∫ 2x

x

e−x
2

dy = e−x
2

. [y]
2x
x = e−x

2

.(2x− x) = xe−x
2

.

La fonction g : x 7→ xe−x
2

est continue sur R donc sur [1,+∞[. Véri�ons l'intégrabilité de g en

+∞. Par le critere en θ , avec θ = 3, on a

lim
x→+∞

x3.|xe−x
2

| = lim
x→+∞

x4

ex2 = lim
t→+∞

t2

et
= 0,

car l'exponentielle l'emporte sur toute puissance antagoniste.

Comme cette limite existe et est �nie avec θ > 1, la fonction est intégrable en +∞ ; dès lors, elle

est intégrable sur [1,+∞[.

Ainsi, f est intégrable sur A et comme cette fonction est positive sur A, on obtient∫ ∫
A

e−x
2

dx dy =

∫ +∞

1

(∫ 2x

x

e−x
2

dy

)
dx =

∫ +∞

1

xe−x
2

dx

=
−1
2

[
e−x

2
]+∞
1

=
−1
2

(
lim

x→+∞
(e−x

2

)− e−1
)

=
−1
2

(0− e−1) = 1

2e
.

2. Soit F (x, y) = g(u(x, y), v(x, y), w(x, y)) où

u(−1, 0) = 2 (Dxu)(−1, 0) = −3 (Dyu)(−1, 0) =
1

2

v(−1, 0) = −1 (Dxv)(−1, 0) =
−3
2

(Dyv)(−1, 0) = 2

w(−1, 0) = 3 (Dxw)(−1, 0) = 4 (Dyw)(−1, 0) = 5

(Dug)(2,−1, 3) =
1

3
(Dvg)(2,−1, 3) =

1

2
et (Dwg)(2,−1, 3) =

3

2
En supposant F dérivable en ce point, que vaut (DxF )(−1, 0) ?

Solution. Comme u(−1, 0) = 2 , v(−1, 0) = −1 et w(−1, 0) = 3, on a

DxF (−1, 0) = (Dug)(2,−1, 3)(Dxu)(−1, 0)+(Dvg)(2,−1, 3)(Dxv)(−1, 0)+(Dwg)(2,−1, 3)(Dxw)(−1, 0)

=
1

3
.(−3) + 1

2
.

(
−3
2

)
+

3

2
.4 = −1− 3

4
+ 6 =

17

4
.

4


