Mathématiques générales A
Examen du lundi 17 aoit 2015

QUESTIONNAIRE

Théorie

Théorie 1.
(1.1) Définir ce que l'on entend par primitive d’une fonction sur lintervalle ]0, 1].
(1.2) Enoncer le théoréme des accroissements finis (TAF) dans |0, 1].
(1.3) En utilisant le point 1.2, démontrer que si une fonction dérivable dans l'intervalle ]0,1[ a une
dérivée nulle en tout point, alors cette fonction est constante dans I'intervalle.
(1.4) Déduire de ce qui précede que si deux fonctions sont primitives d’une méme fonction dans |0, 1],
alors ces deux primitives sont égales a une constante additive pres dans l'intervalle.

Théorie 2.
(2.1) On donne une fonction continue sur Uintervalle |0, 1]. Quelle est la définition de l'intégrabilité
de la fonction sur cet intervalle ?
(2.2) Utiliser la définition donnée au point précédent pour établir une condition nécessaire et suffisante
sur r sous laquelle la fonction x +— z” est intégrable sur |0, 1].

FEzxercices

1. (a) Sachant que I'inconnue réelle x appartient & I'intervalle [, 37], résoudre I’équation suivante
cos(2z) = cos(x) — 1.

(b) Apres avoir justifié si elles sont définies, simplifier au maximum les expressions suivantes

(*) In <cos2 (‘?)) (¥%) cos (arcos (_”1;1(63)»

(c) Déterminer la partie imaginaire et le module du nombre complexe
14 3¢
2= .
(1+14)?

2. Si elles existent, déterminer les limites suivantes

(x)  lim (\/:1:2 —1—Va2+ 1:) , (xx) lim (zln(—2)).

T——00 z—=0~

3. Si elles existent, déterminer la valeur des intégrales suivantes et simplifier votre réponse au maximum

! 1 0 2
(*)/0 CESIEED ’ () /_oo (we™) de.

4. Décrire analytiquement l’ensemble borné fermé hachuré suivant en
commencant par I’ensemble de variation des abscisses puis, a abscisse

fixée, I’ensemble de variation des ordonnées.




5. Déterminer I’ensemble des solutions de I’équation différentielle
D*f(x) + f(z) =2 +1.

6. Rédiger une résolution du probléme suivant en justifiant le raisonnement.
Un groupe de retraités loue un car 1800 euros pour une excursion. Le jour du départ, dix personnes
victimes d’une épidémie de grippe ne peuvent entreprendre le voyage, ce qui augmente de 6 euros
les frais de chaque participant. Combien de personnes devaient partir initialement ?

CORRIGE

Théorie

Question 1.

(1.1) Définir ce que ’on entend par primitive d’une fonction sur l’intervalle ]0,1].
Solution. Voir cours p. 112 définition 2.8.1 (version 2014-2015)

(1.2) Enoncer le théoréme des accroissements finis (TAF) dans |0, 1].
Solution. Voir cours p. 105 théoréme 2.7.4 (version 2014-2015)

(1.3) En utilisant le point 1.2, démontrer que si une fonction dérivable dans ’intervalle
10, 1[ a une dérivée nulle en tout point, alors cette fonction est constante dans ’inter-
valle.

Solution. Voir cours p. 106 théoréme 2.7.5 (version 2014-2015)

(1.4) Déduire de ce qui précéde que si deux fonctions sont primitives d’une méme fonc-
tion dans ]0,1[ , alors ces deux primitives sont égales & une constante additive prés
dans Pintervalle.

Solution. Voir cours p. 113 propriété 2.8.3 (version 2014-2015)

Question 2.

(2.1) On donne une fonction continue sur l’intervalle |0,1]. Quelle est la définition de
P’intégrabilité de la fonction sur cet intervalle ?
Solution. Voir cours p. 137 définition 4.2.2 (version 2014-2015)

(2.2) Utiliser la définition donnée au point précédent pour établir la condition nécessaire
et suffisante sur r sous laquelle la fonction = — 2" est intégrable sur |0, 1].
Solution. Voir cours p. 139 proposition 4.2.6 (version 2014-2015)



FEzxercices

1. (a) Sachant que ’inconnue réelle z appartient a I’intervalle [r, 37|, résoudre 1’équation
suivante
cos(2z) = cos(z) — 1.
Solution. L’équation est définie pour = € R et, puisque cos(2x) = 2cos?(z) — 1, elle est équivalente
a
2cos?(z) — 1 = cos(z) — 1 < cos(z) (2cos(z) —1) =0
1

< cos(z) =0 ou cos(z) = 3

@x:g—i-k‘w ou (chg—&-%ﬂ' ou 30:_?77"'%”) (k € Z).

3r bm Tm 5w

Des lors, les solutions dans l'intervalle [, 37| sont > 3 30 5

(b) Aprés avoir justifié si elles sont définies, simplifier au maximum les expressions

suivantes © (COSQ (‘?)) , (xx) cos (arcoS (W)) .

Solution.  (*) La fonction In est définie sur |0, +oo[; d’autre part, la fonction cos est définie sur

4 1
R. Comme cos> (3) = —, l'expression donnée est définie et on a

4
4 1
In <0032 (;)) =In (4) =In(27%) = —2In(2).
—rln(e?) -3
(**) Comme In est défini sur ]0, +oo[ et que In(e) = 3, on a mIn(e”) LR

Mais puisque arcos est défini sur [—1,1] et que —m n’est pas dans cet ensemble, I'expression n’est
donc pas définie!

(c) Déterminer la partie imaginaire et le module du nombre complexe

14 3¢
(1+44)2°

z =

Solution.  Puisque (1+14)?> =1+42+2i=2i,ona

1+ 3i 1+3i  (1+3i)(i))  i-3 3
S+ 2 2i . (i) -2 2

=1
5 -

- - -

La partie imaginaire de z vaut donc
Son module vaut

2. Si elles existent, déterminer les limites suivantes

(x)  lim (\/:CQ —1—Va2+ x) , (x¢) lim (zln(—2)).

T——00 z—0—

Solution.  (*) La fonction z + v/22 — 1 — /22 + z est définie sur

{xER:xQ—l>Oetx2+x>0}={x€R:(xé—loux}l)et (x<—-1louxz>0)}



=] — o0, —1] U [1, +o0].

Comme cet ensemble n’est pas minoré, le calcul de la limite en —oco peut étre envisagé. Cela étant,
pour lever I'indétermination +oo—o00, on multiplie numérateur et dénominateur par va2 — 1+ V22 + z
et on a

2_1_ 2 _
lim (\/352—1—\/952+x>: lim i

z——00 z——00 /22 — 14+ /22 + 1z
, —x(14 1 1+1 1
lim = lim
z——00 \/lfer\/lJr T—— OO\/177+\/1+
(**) La fonction © — zIn(—z) est définie sur A =] — 00, 0[.
Soit B=A N ] —00,0[=] — 00,0[. Comme tout intervalle ouvert contenant 0 rencontre B, la limite

de la fonction en 0~ peut étre envisagée. Cela étant, pour lever I'indétermination 0~ . (—o0), on
utilise le théoreme de ’'Hospital dont les hypotheses sont vérifiées, en considérant la fonction sous

ln(—a:).

la forme z — T

En effet, si V =] - €,0[ (¢ > 0 et assez petit), on a
1) f:xz > In(—z) et g: 2+ L sont dérivables dans V/
2) Dg(z) = = # 0 dans V
1
3) (lim f(z)= lim In(—z) = —oco0 et) lim g(z)= lim <> = —00
z—0~ z—0~
lim == = lim —z =0.

z—0~ r—0~
D
4) lim /(x) = —
z=0- Dg(x)  2—0- = a0~

=1

Deés lors, par application du théoreme de I’Hospital, la limite cherchée vaut 0.

. Si elles existent, déterminer la valeur des intégrales suivantes et simplifier votre réponse
au maximum

1 1 0 g2
(*)/0 CESIEED ’ () /_oo (we™) de.

Solution.  (*) La fonction x — est continue sur R\ {—2, -1} donc sur l'intervalle

(x4 1)(x+2)
fermé borné [0, 1]; elle est donc intégrable sur cet intervalle .

Décomposons la fraction donnée en une somme de fractions simples; on a

1 A B A(x+2)+B(x+1)

(x+1)($+2):x+1+x+2_ (z+1)(z +2) , # € R\ {-2,—1}.

Vu les propriétés des polynoémes, on a 1 = A(x+2) + B(x+ 1) pour tout réel x, ce qui donne A =1
et B=—-1.
Comme

T+

1 1 1 1 1
/ _ dw:/ dz —/7dx: In|z+1|-In|z+2| ~ In
r+1 =x4+2 z+1 T+ 2 T+

2‘),x €]-1,+o0],
/01 wroers = [ (

on a

0+

(**) La fonction z — ze~" est continue sur R donc sur ] — 00, 0], ensemble non borné. Pour vérifier
I'intégrabilité de la fonction en —oo, on peut utiliser le critére en 6 . Calculons la limite

lim (x2|x\e*f”2) =— lim (333671:2) =0
T—r—00 T—r—00




car ’exponentielle ’emporte sur les puissances antagonistes. Comme cette limite existe et est finie
avec 8 = 2 > 1, par le critere d’intégration en 6, f est intégrable en —oco donc finalement sur
] — 00,0]. On a donc

0 2 —1 ° 2 1 2"
/ (xe™ ) de = — (—2xe™ ) dx = 5 [e‘x }

— 00 — 00

-1 0 . a2 _ -1
_2<6 _wgrfnoo<e ))_27

par application du théoreme de la limite d’une fonction composée donnant

T—r—00

. 2 _ . y _
zglzloo( x?) oo et yggloo (e¥) =0.

4. Décrire analytiquement 1’ensemble borné fermé hachuré sui-
vant en commencant par ’ensemble de variation des abscisses
puis, a abscisse fixée, ’ensemble de variation des ordonnées.

X
Solution.
y?
L’ellipse a pour équation z? 4+ 2 =1 ou encore 422 + y> = 4. La parabole a pour équation
> S . : . e —L+VE
y° = 4x. L’abscisse du point d’intersection entre les deux courbes est le réel positif — zéro

positif de ’équation 422 + 4o = 4.
Des lors, ’ensemble fermé hachuré est décrit analytiquement par

—1++5

2,
{(m,y)eR tx € [0, 5 5

ye [0,2\/5]}U{(x7y) ER2:zc _1—'—\/5,1] Lye [0,2\/1—902}}.

. Déterminer ’ensemble des solutions de 1’équation différentielle
D?f(x)+ f(x) =2+ 1.

Solution. L’équation donnée est une équation différentielle linéaire & coefficients constants d’ordre
2 non homogene.

L’équation homogene associée est D?f(x) + f(x) = 0; le polyndome caractéristique est z + 22 + 1
dont les zéros sont —1¢ et 7. Il s’ensuit que les solutions de I’équation homogene sont les fonctions

cre " +ce™ reR

ou cy, co sont des constantes complexes arbitraires.



Cherchons une solution particuliere de D% f(x) + f(z) = 22 + 1 (¥).

Le second membre de cette équation est 'exponentielle-polynéome (22 + 1).e%* | produit d'un po-
lynéme de degré 2 et d’une exponentielle dont le coefficient 0 de I'argument n’est pas solution de
I’équation caractéristique. Une solution particuliere est donc du type fp(z) = (Az?+Bx+C) 2092,
c’est-a-dire fp(z) = Az?> + Bx+ C ,x € R ou A, B, C sont des constantes & déterminer.

Comme D fp(z) = 2Ax + B et D?fp(x) = 24, en remplagant dans (*), on a

24+ (A2* + Br +C0) =2+ 1 Az’ + Be + 2A+C) =2 +1< A=1, B=0et C = —1.

Ainsi, fp(x) = 2% — 1, x € R et les solutions de I"équation donnée sont les fonctions

cre® pee® 422 —1, zeR

ou cy, co sont des constantes complexes arbitraires.

. Rédiger une résolution du probléme suivant en justifiant le raisonnement.

Un groupe de retraités loue un car 1800 euros pour une excursion. Le jour du départ,
dix personnes victimes d’une épidémie de grippe ne peuvent entreprendre le voyage,
ce qui augmente de 6 euros les frais de chaque participant. Combien de personnes
devaient partir initialement ?

Solution.  Soit x le nombre de personnes qui devaient partir initialement. Puisque le prix du car

est de 1800 euros, le prix par personne est de

1800
a euros ou encore
x — 10 x

1800 1800
10 2 + 6 < 18002 = 1800(x — 10) + 6x(x — 10)

& 1800z = 1800z — 18000 + 622 — 60z < 622 — 60z — 18000 = 0
& 2?2 — 102 — 3000 =0 < = = 60 ou z = —50,

euros. Si 10 personnes se désistent, le prix passe

+ 6 euros. On a donc ’équation

puisque le discriminant de cette derniére équation vaut (110)2.
Comme seule une valeur réelle positive de x peut-étre acceptée pour le probleme, on a z = 60.
Les retraités étaient donc 60 au départ.



