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Exercice 1. 1.1) L’équation cartésienne de la courbe peut se réécrire (x + 1)2 +
y2

4 = 1. Il s’agit donc

d’une ellipse de centre (−1, 0) dont la longueur du � demi-grand axe � (parallèle à l’axe Y) est

égale à 2 et celle du � demi-petit axe � (parallèle à l’axe X) est égale à 1. Un paramétrage de la

courbe est donné par

�γ : t ∈ [0, 2π] �→ [−1 + cos(t), 2 sin(t)] .

En considérant l’orientation donnée par le paramétrage, la première intégrale devient

�

C
f(x, y) dx =

� 2π

0
[2 sin t cos t, 0] • [− sin t, 2 cos t] dt = −

� 2π

0
2 sin

2 t cos t dt = 0.

La deuxième intégrale est indépendante de l’orientation de la courbe. On a

�

C
f ds =

� 2π

0
2 sin t cos t

�
sin

2 t+ 4 cos2 t dt

=

� 2π

0
sin(2t)

�
5

2
+

3

2
cos(2t) dt

= −2

9

� 2π

0
D

�
5

2
+

3

2
cos(2t)

�3/2

dt

= 0.

1.2) Un paramétrage régulier de la courbe est donné par �γ : x ∈ [0, 1] �→ [x, coshx]. Il s’ensuit que

D�γ(x) = [1, sinhx] et �D�γ(x)� =

�
1 + sinh

2 x =

√
cosh

2 x = coshx et que la longueur de la courbe

est égale à � 1

0
�D�γ(x)� dx =

� 1

0
coshx dx = sinh(1).

1.3) Si x(t) = sin(t) et y(t) = sin(2t) avec t ∈ [0,π], alors x(t) ≥ 0 et on vérifie aisément que

[y(t)]2 + 4[x(t)]4 − 4[x(t)]2 = 0, de sorte que le point (x(t), y(t)) appartient à Γ.

Inversement, tout point de la courbe peut être représenté grâce au paramétrage proposé. En effet,

supposons que (x, y) appartienne à Γ. On a alors 0 ≤ y2 = 4x2(1 − x2) donc x2 ≤ 1. Comme x
est positif, on obtient plus précisément x ∈ [0, 1] et il existe donc t ∈ [0,π] tel que x = sin(t). On

obtient alors y2 = 4x2(1− x2) = 4 sin
2
(t) cos2(t) = sin

2
(2t) donc

y = sin(2t) ou y = − sin(2t) = sin(2(π − t)).

Dès lors, on a

x = sin(t), y = sin(2t) avec t ∈ [0,π]

ou

x = sin(t) = sin(π − t), y = − sin(2t) = sin(2(π − t)) avec π − t ∈ [0,π].

D’où la conclusion.

Ce paramétrage est injectif sur ]0,π[ car, sur cet intervalle, les égalités sin(t1) = sin(t2) et sin(2t1) =
sin(2t2) donnent cos(t1) = cos(t2) donc t1 = t2. On notera toutefois que �γ(0) = [0, 0] = �γ(π) : la

courbe associée au paramétrage est fermée.

Il est évident que ce paramétrage est aussi continûment dérivable sur R et que

Dt�γ(t) = [cos(t), 2 cos(2t)], ∀ t ∈ [0,π].
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Dès lors, comme la fonction vectorielle �f est continue sur R2, l’intégrale curviligne a bien un sens

(puisqu’il s’agit d’intégrer des fonctions continues sur le compact [0,π]) et on a

�

Γ+

f1dx+ f2dy =

� π

0
[sin(t) + sin(2t),− sin(t)] • [cos(t), 2 cos(2t)]dt = 8

3
.

1.4) Voir le corrigé de l’examen de janvier 2015

Exercice 2. 2.1) On a

f(y)g(x− y) = e−ayχ]0,+∞[(y)e
−b(x−y)χ]−∞,x[(y) =

�
0 , si x ≤ 0

e−bxe(b−a)yχ]0,x[(y) , si x > 0
.

Ainsi, cette fonction (de y) est intégrable sur R quel que soit le réel x et on a

(f ∗ g)(x) = 0 si x ≤ 0

et

(f ∗ g)(x) = e−bx

�

R
e(b−a)yχ]0,x[(y) dy = e−bx

� x

0
e(b−a)y dy =

e−ax − e−bx

b− a
si x > 0.

Autrement dit,

(f ∗ g)(x) = e−ax − e−bx

b− a
χ]0,+∞[(x), x ∈ R.

2.2) Posons fa,b(x) =
e−ax−e−bx

x . Cette fonction est continue sur ]0,+∞[, limx→0+ fa,b(x) = b − a
et limx→+∞ x2fa,b(x) = 0. Cela entraine son intégrabilité sur ]0,+∞[.

Méthode 1 : Transformer 1/x en une intégrale.

Remarquons que, ∀x ∈ ]0,+∞[, on a
1
x =

� +∞
0 e−xt dt. Par le théorème de Fubini, on obtient

� +∞

0

fa,b(x)

b− a
dx =

1

b− a

� +∞

0
(e−ax − e−bx

)

�� +∞

0
e−xt dt

�
dx

=
1

b− a

� +∞

0

� +∞

0

�
e−(a+t)x − e−(b+t)x

�
dx dt

=
1

b− a

� +∞

0

�
1

a+ t
+

−1

b+ t

�
dt

=
1

b− a

�
ln

�
a+ t

b+ t

��+∞

0

=
1

b− a
ln

�
b

a

�

Méthode 2 : utiliser le théorème de dérivation des intégrales paramétriques.

Fixons a > 0 et considérons la fonction

I : b ∈ ]0,+∞[ �→
� +∞

0
fa,b(x) dx.

L’ensemble Λ =]0,+∞[ dans lequel varie b est un ouvert de R et l’ensemble d’intégration A =]0,+∞[

est mesurable. De plus,

(i) ∀b ∈ Λ, (x �→ fa,b(x)) ∈ L1(A) ;

(ii) pour presque tout x ∈ A, (b �→ fa,b(x)) ∈ C1(Λ) ;

(ii) ∀ K compact de Λ, ∃ r > 0 tel que K ⊆ [r,+∞[ et on a |Dbfa,b(x)| = e−bx ≤ e−rx ∀b ∈ K,
la fonction x �→ e−rx étant intégrable sur A.

Par le théorème de dérivation des intégrales paramétriques, on en déduit alors que I ∈ C1(Λ) et

que

DbI(b) =

� +∞

0
Dbfa,b(x) dx =

� +∞

0
e−bx dx =

1

b
.
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En primitivant, on obtient finalement qu’il existe C = Ca ∈ R tel que

I(b) = ln(b) + C, ∀b > 0

Comme on a I(a) = 0, on en conclut que C = − ln(a) de sorte que

I(b) = ln(b)− ln(a) = ln

�
b

a

�
.

On obtient donc au final � +∞

0

fa,b(x)

b− a
dx =

1

b− a
I(b) =

ln(
b
a )

b− a
.

Exercice 3. 3.1) La fonction χ[a,b] est intégrable sur R et la fonction x �→ e−r|x+s| est intégrable sur R
si et seulement si r > 0 et s ∈ R. Par un calcul direct, on obtient

F−
ξ χ[a,b] =

� b

a
e−ixξ dx =





i
e−ibξ − e−iaξ

ξ
si ξ �= 0

b− a si ξ = 0

et

F−
x→ξ(e

−r|x+s|
) = eisξF−

x→ξ(e
−r|x|

) = 2r
eisξ

r2 + ξ2
, ξ ∈ R.

La transformée de Fourier positive de ces deux fonctions est alors immédiate vu que, si g ∈ L1(R),
on a F+

ξ g = F−
−ξg pour tout ξ ∈ R.

3.2) La fonction x �→ xe−x2/2 est intégrable sur R et est en fait la dérivée de −g1/2. Dès lors,

F−
x→ξ(xe

−x2/2
) = −iξF−

ξ g1/2 = −i
√
2π ξ e−ξ2/2, ξ ∈ R.

3.3) Pour a �= 0, la fonction x �→ cos(x) sin(x)
x(a2+x2) est intégrable sur ]0,+∞[ et même sur R.

On remarque que la valeur de l’intégrale est une fonction paire en a.

Pour a > 0, on a successivement

� +∞

0

cos(x) sin(x)

x(a2 + x2)
dx =

1

4

�

R

1

a2 + x2

sin(2x)

x
dx

=
1

16a

�

R
F−

x χ[−2,2] F+
y→x(e

−a|y|
) dx

=
π

8a

� 2

−2
e−a|x| dx =

π

4a2
(1− e−2a

)

en utilisant les théorèmes du transfert et de Fourier. Ainsi, pour a �= 0, on obtient

� +∞

0

cos(x) sin(x)

x(a2 + x2)
dx =

π

4a2
(1− e−2|a|

).
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