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Introduction

Généralités

Ce fascicule fournit aux étudiants les listes d’exercices a résoudre lors des répétitions du premier qua-
drimestre de I'année académique 2015-2016. Il présente aussi une liste de problemes élémentaires avec
leur solution ainsi que la résolution compléte d’exercices de base (listes 2002/2003) et les solutions des
exercices des listes 2003/2004 et 2004,/2005 couvrant la matiére du cours de MATHEMATIQUES GENE-
RALES s’adressant aux futurs bacheliers de premiere année en biologie, chimie, géographie, géologie,
physique, informatique et philosophie (option sciences).

Ce fascicule a été rédigé pour répondre a divers objectifs. Il veut fournir aux étudiants une référence
correcte sur laquelle s’appuyer pour tenter de résoudre les exercices proposés au cours des répétitions.

La rédaction de ce fascicule a également pour but d’insister sur le vocabulaire spécifique, les symboles
mathématiques a utiliser, la rigueur exigée dans la rédaction, les liens indispensables qui doivent figurer
entre les différentes étapes d’un développement mathématique. Trop souvent, en corrigeant des interro-
gations par exemple, on peut lire une succession de notations, d’équations, de calculs écrits les uns a coté
des autres sans la moindre indication relative a la logique du raisonnement. C’est cet écueil aussi qu’on
voudrait éviter aux étudiants grace a ce fascicule.

Une dernieére intention, et non la moindre, est d’amener, au plus vite, les étudiants a prendre en charge
leur formation de la facon la plus active et la plus autonome possible.

Pour terminer, je m’en voudrais de ne pas exprimer mes plus vifs remerciements a Frangoise Bastin pour
I'accueil qu’elle a réservé a cette initiative, les conseils qu’elle m’a donnés, sa relecture attentive et la
confiance qu’elle me témoigne dans mon travail avec les étudiants. Je remercie également tous les assis-
tants avec lesquels je travaille, tout spécialement Christine Amory, pour leurs suggestions constructives
et leur participation a 1’élaboration de ce fascicule.

Jacqueline Crasborn
Année académique 2015 - 2016

Informations relatives aux répétitions

Compétences a entrainer

Lors des répétitions, avec ’aide des assistants, il est attendu que les étudiants s’entrainent aux compétences
suivantes :

1) la communication (orale et écrite)
— structurée (contexte, justifications, conclusion ...),
— précise (vocabulaire et symboles adéquats, reflet exact de la pensée ...);

2) le sens critique (’exercice a-t-il un sens ? le résultat est-il plausible? ...);

3) le raisonnement logique et la compréhension (et non 'application d’une technique de calcul
sans réflexion, par imitation ...);



4) Vautonomie

— dans la recherche de pistes ou d’idées par I'utilisation, dans un premier temps, de documents
(syllabus du cours, fascicules intitulés “‘Bases” et “Exercices de base” ...) et, éventuellement
dans un second temps, par une demande d’aide aupres de personnes-ressources pour répondre
aux questions ou difficultés rencontrées,

— dans 'organisation et la planification de son travail ;

5) la maitrise des connaissances de base des mathématiques comme outil pour les sciences.

Consignes pour préparer une répétition

1.
2.

Répondre soigneusement aux questions de théorie de la premiere partie de chaque liste.

Il est vivement conseillé

— de prendre connaissance des exercices a résoudre lors de la répétition future afin de détecter
les difficultés qui pourraient étre rencontrées lors de la résolution,

— de dresser alors une liste de questions sur les difficultés rencontrées, questions a poser a 'as-
sistant lors de la répétition

Déroulement des répétitions

1.

Les 15 premieres minutes des répétitions 3- 6 - 9 - 12 - 15 - 18 sont consacrées a un test comportant
2 questions. Selon les cas, il y aura un exercice sur la matiere d’une ou des 2 répétitions précédentes,
un probleme élémentaire a résoudre en rédigeant clairement la solution ou une question portant
sur la théorie a préparer.

Pour ces tests, I’étudiant doit travailler seul, sans calculatrice ni GSM, mais peut se servir de
ses documents PERSONNELS (notes de cours ou de répétition, préparation de la répétition,
syllabus du cours, fascicules “Exercices de base” et “Journal de bord”).

Dans le cas de notions habituellement non vues dans I’enseignement secondaire ou qui semblent
souvent poser probléeme aux étudiants, 'assistant résout 1 ou 2 exercices “modeéle” pour leur
permettre de se familiariser avec les exercices ayant trait a ces matieres; il fait participer les
étudiants a leur résolution. Ensuite, I'assistant fera une syntheése du processus de résolution en
mentionnant les éléments de théorie utilisés.

Enfin, chaque étudiant résout, seul ou avec son voisin, les exercices proposés dans la liste en
cherchant les informations nécessaires dans ses documents. S’il reste bloqué malgré tout, il appelle
alors D’assistant qui ’aidera dans sa recherche.

ous les exercices de la liste doivent étre résolus au plus tard pour la répétition suivante; la plupar
T 1 de la liste d t et 1 lus tard 1 t1t te; la pl t
des étudiants seront obligés d’achever a domicile. Dans ce cas, s’ils rencontrent certaines difficultés, ils
peuvent toujours en parler lors d’une séance de remédiation ou envoyer un courriel a I'un des assistants.

Les solutions des exercices proposés pour les répétitions se trouvent en fin de ce fascicule. Les solutions
des tests seront mises sur le web en fin de semaine.

Les étudiants qui désirent s’entrainer a la résolution de probléemes élémentaires trouveront une liste de
problemes de ce type, ainsi que leur solution, au premier chapitre.

Table des matieres des répétitions : 1" quadrimestre 2015-2016

AN S

Problemes élémentaires, unités et puissances de 10.
Equations, inéquations et puissances.

Droites et trigonométrie.

Calcul vectoriel et coniques.

Représentation d’ensembles.



© ® o

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

Nombres complexes.
Eléments de base relatifs aux fonctions.

Décomposition en fractions simples et manipulation des fonctions élémentaires.
Limites, continuité et dérivation.

Etude de fonctions et application du théoreme de I’Hospital.

Primitivation (1).

Primitivation (2).

Calcul intégral sur un ensemble borné fermé.

Calcul intégral sur un ensemble non borné fermé.

Calcul intégral.

Equations différentielles (1°'€ partie).

geme

Equations différentielles ( partie).

Equations différentielles (3°™€ partic).

Il est possible que ce planning soit légérement modifié en fonction de ’avancement du
cours théorique. Toute modification sera mentionnée sur la page web du cours dont
Padresse suit

http ://www.afo.ulg.ac.be/fb/ens.html

Il est donc indispensable de la consulter régulierement.

L’équipe des assistants
Année académique 2015 - 2016



AVERTISSEMENT

Les listes d’exercices résolus présentées dans ce fascicule sont celles des années académiques
2002/2003, 2003/2004 et 2004/2005. Elles ont été modifiées en fonction de la nouvelle ver-
sion du cours de Mathématiques Générales de F. Bastin. Les listes des années suivantes
se trouvent sur la page web relative au cours.

Dans la nouvelle version de ce cours, les matieres sont présentées en deux parties :
Mathématiques Générales (A) et Mathématiques Générales (B)

Les exercices des répétitions du premier quadrimestre de 2015-2016 se trouvent au cha-
pitre 2. Ceux des années 2002/2003, 2003/2004 et 2004/2005 relatifs a la partie A se
trouvent dans les chapitres 3 a 7 inclus de ce syllabus et ceux de la partie B se trouvent
dans les chapitres 8 a 10.

Jacqueline Crasborn
Année académique 2015 - 2016
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Chapitre 1

Probléemes élémentaires

Enoncés des problemes élémentaires des années précédentes

1. Un missile est lancé sous un angle de 45 degrés et vole en ligne droite a une vitesse constante de
75 m/s. Combien de temps mettra-t-il pour atteindre une altitude de 4.5 km ?

2. Le lait contient environ les 3/20 de son poids de créme et la créme 25 % de son poids de beurre.
Combien de kg de beurre obtient-on a partir de 2000 1 de lait si la densité du lait est 1,0327

3. Dans le premier quadrant d’un repere orthonormé d’origine O, on place un triangle O AB, rectangle
en A, de telle sorte que B soit sur ’axe des abscisses. Si la distance de A a l'origine vaut 1 et si
la distance entre A et B vaut 2, quelles sont les coordonnées cartésiennes de A ?

4. Lors de la construction de 1’élément central d’une abbaye (jardin en plein air et promenade pour les

jours de pluie), afin de conserver les surfaces, les architectes procédaient de maniére bien précise,
selon la procédure suivante.
Supposons que le jardin soit carré. On trace alors le cercle dont le centre est le centre du carré
et qui passe par les quatre sommets de ce carré. On construit ensuite un second carré, de méme
centre, de cotés paralleles a ceux du premier et tangents au cercle que 'on vient de tracer. La
< promenade > couverte est la partie située a l'intérieur du second carré en dehors du jardin. Son
aire est la méme que celle du jardin. Pourquoi?

5. Sur une carte a I’échelle la distance (en ligne droite) entre deux points est égale & 4cm. A

quelle distance réelle en kilometres cela correspond-il ?
6. A la météo, on annonce une nuit de pluie et le lendemain, on mesure effectivement sur la terrasse
une hauteur de Imm d’eau par metre carré. A combien de litres par metre carré cela correspond-il 7

7. Un laborantin doit préparer une solution de 18 ml qui contient 3% de glucose. Il a deux types de
solution & sa disposition, I'une contenant 10% de glucose et 'autre seulement 1%. Combien de ml
de chaque type de solution doit-il prendre pour obtenir ce qu’il désire ?

8. Dans un repere orthonormé, on donne l’ellipse £ par son équation cartésienne

2 2
x
A
16 25
Représenter cette ellipse, ainsi que ses foyers. Spécifier précisément (égalité et graphique) la ou
les relations entre les dénominateurs intervenant dans le membre de gauche de I’équation et les

coordonnées des foyers.

9. Dans un repere orthonormé, on donne une ellipse par son équation cartésienne

ol a, b sont des nombres réels tels que 0 < b < a. On définit le point F' (foyer) de coordonnées(c, 0),
ol ¢ = +va? —b%.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

CHAPITRE 1. PROBLEMES ELEMENTAIRES

a) Exprimer le carré de la distance entre un point P et F' lorsque P parcourt Uellipse.

b) Déterminer la valeur maximale et la valeur minimale de cette distance en fonction de a et c.
¢) On appelle < aphélie » le point de ellipse qui correspond a la distance maximale, notée r, et
< périhélie > le point qui correspond a la distance minimale, notée r,. Exprimer I'excentricité de
Dellipse en fonction des deux distances r, et .

d) Rechercher les valeurs numériques approximatives de 7, 7, dans le cas de orbite terrestre (en
vous documentant dans des documents de référence). En déduire une valeur approximative de e.

On se rapporte a un repere orthonormé d’origine notée O, le sol étant symbolisé par 'axe X et la
verticale par Y. Dans ce repéere, le mouvement d’un projectile lancé de 1’origine avec une vitesse
initiale de composantes (v1,v2) est donnée en fonction du temps par

{ x(t) = vyt

y(t) = vot — 5¢2

ou g désigne 'accélération due a la gravité terrestre.

a) Montrer que la trajectoire du projectile est une parabole.

b) Si la norme de la vitesse initiale vaut 20 m/s et si 'angle de tir vaut 60°, quelle est la hauteur
maximale atteinte par le projectile ! ? Pourquoi ?

¢) Quelle est I'expression de la distance horizontale parcourue ? par le projectile lorsqu’il retombe
sur le sol 7 Pourquoi ?

d) Représenter graphiquement les divers éléments de ce probléme.

e) Quel angle de tir doit-on prendre pour que la distance dont il est question au point ¢) soit
maximale (en prenant une norme de la vitesse fixe) ?

Vous faites du shopping et vous avez un coup de coeur pour une piece de collection. Celle-ci est
cependant un peu chére pour vos économies. Vous savez par ailleurs qu'une augmentation des prix
va survenir la semaine qui suit et que cette augmentation sera de l'ordre de 30 %. Mais ensuite,
ce sera la periode des soldes et vous savez que les prix vont alors chuter de 30 %. Vous étes
de toute fagon décidé a acquérir la piece; pour débourser le moins possible, vous achetez avant
I’augmentation de prix ou vous attendez les soldes ? Pourquoi ?

a) Dans une question de physique relative au mouvement des corps, on lit que Le corps A se
déplace le long d’une courbe décrite par

{(2cos0,sin®) : 0 € [0,2n]}

Dans un repere orthonormé, représenter cette courbe et donner une interprétation graphique de 6.
b) On se place dans un repere orthonormé du plan. Représenter I’ensemble des points dont la tan-
gente de ’angle polaire est toujours égale a 1 et donner une équation cartésienne de cet ensemble.

Deux petits bateaux téléguidés partent du méme point sur un lac. Leur vitesse est respectivement
égale a 3 et 4 metres par minute. Si I'un se dirige vers le nord et 'autre vers ’est, combien de
temps faut-il attendre pour que la distance entre les deux soit supérieure a 10 metres ?

En combien de temps dix ouvriers construiront-ils un certain mur que quinze ouvriers ont pu élever
en douze jours?

Une équipe de 18 ouvriers travaillant a raison de 8 heures par jour ont pavé en 10 jours une rue
de cent cinquante metres. Combien faut-il d’ouvriers travaillant 6 heures par jour pour paver en
15 jours une rue longue de 75 m, rue de méme largeur que la précédente ?

Francoise a trois fois ’age que Nicolas avait quand elle avait I’age actuel de Nicolas. Quand Nicolas
aura 1’age de Francoise, ils auront ensemble 112 ans. Quels sont les ages actuels de Nicolas et de
Francoise 7

Si on compte les arbres d’un jardin par groupes de 8, il en reste 5 et si on les compte par groupes
de 7, il en reste 2. Sachant que le nombre de groupes de 7 surpasse de 3 celui des groupes de 8§,
combien d’arbres y a-t-il dans ce jardin?

1. (On suppose g = 10 m/s2.)
2. la portée



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Quand l'eau se transforme en glace, son volume augmente d’un quinzieme. Quelle quantité d’eau,
exprimée en litres, faut-il pour obtenir 1.28 metres cube de glace ?

Lors d’une interrogation, un étudiant doit répondre a 100 questions d’'un QCM. Pour toute réponse
correcte, il obtient 1 point et pour toute réponse incorrecte, on lui retire 0,25 point. Sachant qu’il
obtient 53,75 comme cote finale et qu’il est obligé de répondre a toutes les questions, quel est le
nombre de réponses correctes fournies ?

Au mois d’aoit 2009, a 'occasion des championnats du monde d’athlétisme a Berlin, le jamaicain
Usain Bolt établissait un nouveau record du monde du 100m en parcourant la distance en 9.58
secondes. A quelle vitesse moyenne exprimée en kilometres par heure cela correspond-il ?

A submarine dives at an angle of 30° with the horizontal and follows a straigtht-line path for a
total distance of 50 m. How far is the submarine below the surface of the water ?

En imprimerie, une des classifications standards des formats de papier s’appelle le systéme ISO
A. Les feuilles A4 bien connues font partie de ce systéeme, de méme que les A3, A5, etc On passe
du type A4 au type A5 en divisant le plus grand des cotés du rectangle en 2; on procede ainsi
successivement pour passer d’un type a l'autre.

Vous préparez un envoi postal standard dont le poids ne doit pas excéder 100g. Le papier employé
est de la catégorie commerciale “ 80g/m?” ce qui signifie quun meétre carré de papier pese 80g.
Sachant qu’une feuille A0 a une aire de 1m? et que I’enveloppe utilisée pese 20g, combien de pages
A4 pouvez-vous glisser dans I’enveloppe ?

Le nombre d’or est le réel défini comme suit. Il s’agit du rapport entre deux longueurs (la plus
grande au numérateur) telles que le rapport de la somme de celles-ci sur la plus grande soit égal
a celui de la plus grande sur la plus petite. Que vaut ce nombre d’or ?

Se poser des questions : ... le nombre d’or est céleébre depuis fort longtemps; il n’est pas ap-
pelé ainsi sans raison. Il apparait dans la nature ... Ou par exemple ¢ Et comment le construire
géométriquement ? . . .

Un mélange contient 45 litres d’eau salée et 30 litres d’eau pure. On désire en faire un mélange
qui, sur deux litres, contienne 1/2 litre d’eau salée. Combien de litres d’eau pure doit-on ajouter ?

Une riviere coule au pied d’une falaise du haut de laquelle on laisse tomber une pierre. On entend
I'impact 6 secondes apres ’avoir lachée. La distance d en m parcourue par la pierre jusqu’a la
riviere en t secondes est donnée par d = %gt2 olt g = 10 m/s? et la vitesse du son est de 330 m/s.
En metres, que vaut approximativement la hauteur de la falaise 7

Si a et b sont deux nombres réels, comment s’exprime la tangente de leur différence en fonction
de la tangente de chacun d’eux? Utiliser votre réponse pour déterminer la valeur exacte de la
s

tangente de 5.

Un touriste observe un monument depuis le sol. Il évalue une premiere fois I’angle d’élévation
du monument et trouve 60°. Il recule de 100 m et son évaluation donne alors 45°. Quelle est
approximativement la hauteur du monument ? (Note : le touriste est supposé treés petit par rapport
au monument ; dans le calcul, on peut donc négliger sa taille.)

Sur un plan & 1’échelle 1/200, les dimensions d’un jardin rectangulaire sont 4,5 cm et 3 cm. Quelle
aire en ares manque-t-il dans la réalité pour avoir un jardin dont la superficie vaut 1 are?

Une population de bactéries est attaquée par un agent extérieur faisant en sorte qu’a chaque
instant, le taux de changement de la population soit proportionnel & celle-ci. Si on suppose que la
constante de proportionnalité est égale a —0.028,

- écrire une équation reliant la population et le taux de changement de celle-ci a chaque instant

- que vaut le taux de changement apres une minute si la population a ce moment est de 3 millions
d’individus ?

Rédiger une démonstration de la propriété suivante, suggérée au cours : Soit un naturel strictement
positif m. La fonction polynomiale x — x™ est dérivable en tout réel x et sa dérivée a la forme
explicite mx™ ™!, x € R.

Suggestion, donnée au cours : utiliser le bin6me de Newton



CHAPITRE 1. PROBLEMES ELEMENTAIRES

Solution des problemes élémentaires

1. Un missile est lancé sous un angle de 45 degrés et vole en ligne droite a une vitesse
constante de 75 m/s. Combien de temps mettra-t-il pour atteindre une altitude de
4.5 km?

Solution.  On travaille dans un triangle rectangle dont un c6té de ’angle droit a pour longueur
4.5 km = 4 500 m et dont ’angle opposé a ce coté mesure 45 degrés. Des lors, 'hypoténuse mesure

4550 =4 500 v2 m.

Ainsi, le temps mis pour atteindre cette altitude vaut ————— = 60 v/2 secondes, donc approxi-

4 500 /2
75

mativement 85 sec.

2. Le lait contient environ les 3/20 de son poids de créme et la créeme 25 % de son poids
de beurre. Combien de kg de beurre obtient-on a partir de 2 000 1 de lait si la densité
du lait est 1,032 7

Solution.  Vu la densité du lait, on sait que 2 000 litres de lait pesent 2000 . 1,032 = 2064 kg.
Le poids de creme obtenu est alors de 2064 . % kg et le poids de beurre de 2064 . 23—0 .% =

2064 . 3 = 283 =77 4 kg.

Ainsi, a partir de 2 000 1 de lait on obtient 77,4 kg de beurre.

3. Dans le premier quadrant d’un repére orthonormé d’origine O, on place un triangle
OAB, rectangle en A, de telle sorte que B soit sur I’axe des abscisses. Si la distance de
A a lorigine vaut 1 et si la distance entre A et B vaut 2, quelles sont les coordonnées
cartésiennes de A7

Solution. o

Si 6 est la mesure de ’angle BOA, les coordonnées polaires
v de A sont (1,6); les coordonnées cartésiennes de ce point

sont alors (cos#,sin6).

A

Dans le triangle O AB rectangle en A, on a tgf = % =2
Comme tg?0 + 1 = @, on a cos?d = % et

0 B VX sin29:1—00529:%.

Des lors, comme on travaille dans le premier quadrant, cos et sinf sont des réels positifs et les
V5 2V5

coordonnées cartésiennes de A sont 3 3

4. Lors de la construction de 1’élément central d’une abbaye (jardin en plein air et
promenade pour les jours de pluie), afin de conserver les surfaces, les architectes
procédaient de maniére bien précise, selon la procédure suivante.

Supposons que le jardin soit carré. On trace alors le cercle dont le centre est le centre
du carré et qui passe par les quatre sommets de ce carré. On construit ensuite un se-
cond carré, de méme centre, de c6tés paralléles & ceux du premier et tangents au cercle
que ’on vient de tracer. La < promenade > couverte est la partie située a ’intérieur du
second carré en dehors du jardin. Son aire est la méme que celle du jardin. Pourquoi ?



Solution.

.

Si ¢ est la longueur d’un c6té du carré inscrit (jardin) alors I’aire du jardin vaut 2.

Un diametre du cercle a méme longueur qu’une diagonale du carré inscrit mais aussi qu’'un coté
du carré circonscrit.

Par application du théoreme de Phythagore dans un des triangles rectangles formés par une dia-
gonale et deux cotés consécutifs du carré inscrit, on a D? = 2¢? si D est la longueur d’un diameétre
du cercle.

Des lors, l’aire du carré circonscrit vaut D? = 2¢? et aire de la promenade, différence entre 'aire
du carré circonscrit et celle du carré inscrit vaut 2¢? — c? = ¢2.

Ainsi, I'aire du jardin est égale & l'aire de la promenade.

. Sur une carte a I’échelle

la distance (en ligne droite) entre deux points est égale

a 4cm. A quelle distance réelle en kilométres cela correspond-il 7

Solution.  Vu I’échelle, 1 cm sur la carte correspond a 2 500 cm = 0,025 km dans la réalité. Des

lors, 4 cm correspondent a 4 x 0,025 = 0,1 km.
La distance réelle entre deux points distants de 4 cm sur une carte a 1’échelle est donc de

0,1 km.

. A la météo, on annonce une nuit de pluie et le lendemain, on mesure effectivement
sur la terrasse une hauteur de I1mm d’eau par metre carré. A combien de litres par
metre carré cela correspond-il 7

Solution. Comme 1 mm = 1073 m, le volume d’eau sur la terrasse est égal & 1072 x 1 = 1073
m3= 1 dm? = 1 litre.

Ainsi, 1 mm d’eau par m?

correspond & 11 par m2.

. Un laborantin doit préparer une solution de 18 ml qui contient 3% de glucose. 11
a deux types de solution & sa disposition, ’'une contenant 10% de glucose et ’autre
seulement 1%. Combien de ml de chaque type de solution doit-il prendre pour obtenir
ce qu’il désire?

Solution.  Soit x le nombre de ml de la solution contenant 10% de glucose. Le nombre de ml de
la solution contenant 1% de glucose est donc (18 — x). Cela étant, on a

10 1 3
= a4+ — (18—2)=— .18
00 100 - 1877 = 150

ce qui est équivalent a 10z + 18 —x =54 < 92 = 36 & = = 4.

Ainsi, le laborantin doit prendre 4 ml de la solution contenant 10% de glucose et 14 ml de la
solution a 1% pour obtenir 18 ml de solution & 3%.



CHAPITRE 1. PROBLEMES ELEMENTAIRES

8. Dans un repére orthonormé, on donne ’ellipse £ par son équation cartésienne

Représenter cette ellipse, ainsi que ses foyers. Spécifier précisément (égalité et gra-
phique) la ou les relations entre les dénominateurs intervenant dans le membre de
gauche de I’équation et les coordonnées des foyers.

Solution. Y

\ Si les foyers ont pour coordonnées cartésiennes
\ (0,¢) et (0,—c) alors on a

e iy 2 4+16=25<c=3

/ car ¢ positif.

ol a,b sont des nombres réels tels que 0 < b < a. On définit le point F (foyer) de
coordonnées(c,0), ol ¢ = va? — b2.
a) Exprimer le carré de la distance entre un point P et F lorsque P parcourt Pellipse.

Solution.  Soit P un point de lellipse de coordonnées cartésiennes (x,y). L’ordonnée de ce point

est telle que y? = Z—z(az — 2). Le carré de la distance de P & F vaut

b2 CL2 2

dist? (P, F)=(z— )’ + 1y’ = (2 — )’ + = (a®> —2%) = (z — ¢)* + —c (a® — %)

a?

a?

puisque b? = a? — ¢ ou encore

dist*(P, F) = . =

2
a?x? — 2a2cx + a®c® + a* — a?a? — a2 + 2a? (cx — az)

a a

b) Déterminer la valeur maximale et la valeur minimale de cette distance en fonction
de a et c.

ez — a|

Solution. La distance entre P et F' est donc donnée par et comme z € [—a,a] et ¢ < q,

la valeur maximale est obtenue pour £ = —a et la valeur minimale pour x = a.
Ainsi, la valeur maximale est a + ¢ et la valeur minimale a — c.

c) On appelle « aphélie > le point de ’ellipse qui correspond a la distance maximale,
notée r, et < périhélie > le point qui correspond a la distance minimale, notée r,.
Exprimer ’excentricité de I’ellipse en fonction des deux distances r, et 7.



Ta+Tp

Ta—Tp

= a -
Solution.  En résolvant le systeme { :a @t ,on a {

Des lors, 'excentricité vaut

d) Rechercher les valeurs numériques approximatives de r,, r, dans le cas de ’orbite
terrestre (en vous documentant dans des documents de référence). En déduire une
valeur approximative de e.

Solution. Comme 7, = 152 097 701 km et r, = 147 098 074 km, on a e = 0,01671022.

10. On se rapporte a un repére orthonormé d’origine notée O, le sol étant symbolisé par
PPaxe X et la verticale par Y. Dans ce repére, le mouvement d’un projectile lancé de
I’origine avec une vitesse initiale de composantes (v;,v;) est donnée en fonction du
temps par

{ x(t) = vit

y(t) = vt — §¢2

ou g désigne l’accélération due a la gravité terrestre.
a) Montrer que la trajectoire du projectile est une parabole.

Solution. En éliminant ¢ entre les deux équations, si v; # 0, on obtient

V2 g o
=2, 920
4 le 2U%x (1)

qui est bien I’équation d’une parabole.

b) Si la norme de la vitesse initiale vaut 20 m/s et si I’angle de tir vaut 60°, quelle est
la hauteur maximale atteinte par le projectile® ? Pourquoi ?

Solution. Les composantes de la vitesse initiale sont (v, v2) = (20 cos 60°,20sin 60°) = (10, 10v/3).
Si g =10m/s?, on ay(t) = 10y/3t—5t2, fonction du second degré ayant un maximum pour ¢ = /3.
La hauteur maximale atteinte par le projectile vaut alors y(\/g) =30—15=15m.

¢) Quelle est I’expression de la distance horizontale parcourue? par le projectile lors-
qu’il retombe sur le sol ? Pourquoi ?

Solution.  Les zéros de la fonction t ~— y(t) = 10v/3t — 5t% sont 0 et 2v/3. Ainsi, lorsque le
projectile retombe sur le sol, la distance horizontale parcourue vaut

z(2v3) =10 . 2v/3 = 20v/3 m.
d) Représenter graphiquement les divers éléments de ce probléme.

Solution. En remplacant vy, vy et g par leur valeur dans (1), on a y = v/3z — %xQ, équation
d’une parabole dont voici la représentation graphique dans un repere orthonormé.

3. (On suppose g = 10 m/s2.)
4. la portée
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o Y

15— — — — — —_——

T

I I I I I I I
5 10 15 20 25 30 35 X

e) Quel angle de tir doit-on prendre pour que la distance dont il est question au point
c) soit maximale (en prenant une norme de la vitesse fixe) ?

Solution.  Les zéros de y(t) = vat — £t sont 0 et 2%. Ainsi, lorsque le projectile retombe sur le
sol, la distance horizontale parcourue vaut

. (21}2) _ 2uwp 207 cos(0)sin(f)  v?sin(260)
g g g

g

si 0 est I’angle de tir et v la norme de la vitesse . Cette distance est maximale si et seulement si
sin(20) = 1 < 6 = 45° puisque 6 € [0°,90°].

Vous faites du shopping et vous avez un coup de coeur pour une piece de collec-
tion. Celle-ci est cependant un peu chére pour vos économies. Vous savez par ailleurs
qu’une augmentation des prix va survenir la semaine qui suit et que cette augmenta-
tion sera de I’ordre de 30 %. Mais ensuite, ce sera la periode des soldes et vous savez
que les prix vont alors chuter de 30 %. Vous étes de toute fagon décidé a acquérir la
piéce; pour débourser le moins possible, vous achetez avant ’augmentation de prix
ou vous attendez les soldes ? Pourquoi ?

Solution.  Soit P le prix actuel de la piece convoitée. Apres 'augmentation, son prix sera de

P+ 2% P et lors des soldes, il sera de P+ 2%P — 3% (P + 35 P) = P — 3P = 3. P.

Pour débourser le moins possible, il faut donc attendre les soldes puisqu’on ne paiera alors que 91
% du prix actuel.

a) Dans une question de physique relative au mouvement des corps, on lit que Le
corps A se déplace le long d’une courbe décrite par

{(2cos6,sin®) : 0 € [0,2n]}

Dans un repére orthonormé, représenter cette courbe et donner une interprétation
graphique de 6.

2
x
Solution.  L’équation cartésienne de cette courbe est T +y? =1 : c’est ’équation d’une ellipse

dont voici la représentation graphique
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b) On se place dans un repére orthonormé du plan. Représenter I’ensemble des points
dont la tangente de ’angle polaire est toujours égale a4 1 et donner une équation
cartésienne de cet ensemble.

. xz=rcos(d) . Y ) .
Solution.  Comme y = rsin(6) siz # 0, on a tg(h) = o 1 et I'ensemble des points de-
mandé est la droite d’équation cartésienne y =y

A
y=c

1 4
1 X

13. Deux petits bateaux téléguidés partent du méme point sur un lac. Leur vitesse est
respectivement égale a4 3 et 4 meétres par minute. Si 'un se dirige vers le nord et
P’autre vers 1’est, combien de temps faut-il attendre pour que la distance entre les
deux soit supérieure a 10 metres ?

Solution.  Supposons que les deux bateaux partent de I'origine d’un repere orthonormé. Apres t
minutes, 'un se trouvera au point de coordonnées (0, 3t) et autre au point de coordonnées (4t, 0).
La distance en metres entre ces deux points est donnée par v/16t2 + 9t2 = 5¢ et elle sera supérieure
a 10 metres si t > 2.

Ainsi, apres 2 minutes la distance entre les deux bateaux est supérieure a 10 metres.

14. En combien de temps dix ouvriers construiront-ils un certain mur que quinze ouvriers
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15.

16.

17.

18.
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ont pu élever en douze jours?

Solution.  Si 15 ouvriers construisent le mur en 12 jours alors 5 ouvriers le construisent en 3 fois

plus de jours donc en 12 . 3 jours et 10 ouvriers le construisent en 2 fois moins de jours donc en

12 .
73 = 18 jours.

Ce mur est donc construit en 18 jours par 10 ouvriers.

Une équipe de 18 ouvriers travaillant a raison de 8 heures par jour ont pavé en 10
jours une rue de cent cinquante méetres. Combien faut-il d’ouvriers travaillant 6 heures
par jour pour paver en 15 jours une rue longue de 75 m, rue de méme largeur que la
précédente ?

Solution.  Le nombre d’heures de travail de la premiére équipe pour paver 150 m est égal a 18 .

18.8.10
8 . 10 heures. Pour paver 1 m, il leur faut donc SET heures.

Si x est le nombre d’ouvriers de la seconde équipe alors, le nombre d’heures pour paver 1 m vaut

.6.1
u heures.

En égalant ces nombres d’heures, on a

18.8.10_95.6.15@18.8.2_:E63(:)96_8
150 75 2 T -
Ainsi, il faut 8 ouvriers pour paver en 15 jours une rue de 75 m de long a raison de 6 heures par

jour.

Francoise a trois fois 1’age que Nicolas avait quand elle avait 1’age actuel de Nicolas.
Quand Nicolas aura 1’age de Francoise, ils auront ensemble 112 ans. Quels sont les
ages actuels de Nicolas et de Francgoise ?

Solution.  Soit = I'age actuel de Nicolas et x 4+ y celui de Francoise, les dges étant donnés en
années.

Quand Francoise avait x années, Nicolas en avait x — y et quand Nicolas aura x + y années,
Francgoise en aura x + 2y. Des lors, on a le systeme d’équations

x+y=3z—-y) o 20 =4y - x =32
T+y+x+2y=112 Ty =112 y=16

Ainsi, Nicolas a 32 ans et Frangoise en a 324+16=48 ans.

Si on compte les arbres d’un jardin par groupes de 8, il en reste 5 et si on les compte
par groupes de 7, il en reste 2. Sachant que le nombre de groupes de 7 surpasse de 3
celui des groupes de 8, combien d’arbres y a-t-il dans ce jardin ?

Solution.  Soit = le nombre de groupes de 8 arbres et x + 3 celui de groupes de 7 arbres du jardin.
Le nombre d’arbres du jardin vaut donc

8r+5=Txz+3)+2cr=21+2-5& =18

Ainsi, le nombre d’arbres du jardin est égal a 18 . 8 + 5 = 149 arbres.

Quand l’eau se transforme en glace, son volume augmente d’un quinziéme. Quelle
quantité d’eau, exprimée en litres, faut-il pour obtenir 1.28 meétres cube de glace ?

16
Solution. Quand l'eau se transforme en glace, le volume de la glace vaut R du volume de 'eau

15
et donc le volume de I'eau vaut 6 de celui de la glace. Comme 1.28 m? correspondent & 1280

litres, le nombre de litres d’eau a transformer en glace vaut 1280 . % = 1200 litres.

Ainsi, pour obtenir 1.28 metres cube de glace, on a besoin de 1200 litres d’eau.
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Lors d’une interrogation, un étudiant doit répondre 4 100 questions d’un QCM. Pour
toute réponse correcte, il obtient 1 point et pour toute réponse incorrecte, on lui
retire 0,250int. Sachant qu’il obtient 53,75 comme cote finale et qu’il est obligé de
répondre a toutes les questions, quel est le nombre de réponses correctes fournies ?
p Solution. Soit z le nombre de réponses correctes fournies; On a

1
r— (100 —2) = 53,75

ce qui est équivalent a

78,75 . 4

63.
5

5
TT=53T5 2B =T8T a =

On a donc que le nombre de réponses correctes est 63.

Au mois d’aotit 2009, a ’occasion des championnats du monde d’athlétisme a Berlin,
le jamaicain Usain Bolt établissait un nouveau record du monde du 100m en parcou-
rant la distance en 9.58 secondes. A quelle vitesse moyenne exprimée en kilometres
par heure cela correspond-il ?

9.58
Solution. Comme 100 m = 10~! km et 9.58s= mh, la vitesse moyenne de Usain Bolt vaut
1071 360
= = —— = 37.578 km/h.
9.58
00 958

Ainsi, Usain Bolt a couru le 100m & une vitesse moyenne de 37.578 km/h.

A submarine dives at an angle of 30° with the horizontal and follows a straight-line
path for a total distance of 50 m. How far is the submarine below the surface of the
water 7

Solution.  Dans le triangle rectangle formé par ’horizontale, la trajectoire suivie par le sous-
marin et la projection orthogonale de la position du sous-marin sur I'horizontale, la profondeur a
laquelle se trouve le sous-marin est donnée par 50sin(30°) = 50 x 3 = 25 m.

Ainsi le sous-marin se trouve & 25 m sous la surface de 1’eau.

En imprimerie, une des classifications standards des formats de papier s’appelle le
systéme ISO A. Les feuilles A4 bien connues font partie de ce systéme, de méme que
les A3, A5, etc On passe du type A4 au type A5 en divisant le plus grand des c6tés
du rectangle en 2; on procéde ainsi successivement pour passer d’un type a ’autre.

Vous préparez un envoi postal standard dont le poids ne doit pas excéder 100g. Le
papier employé est de la catégorie commerciale “ 80g/m?” ce qui signifie qu’un métre
carré de papier pése 80g. Sachant qu’une feuille A0 a une aire de 1m? et que ’enve-
loppe utilisée péese 20g, combien de pages A4 pouvez-vous glisser dans 1’enveloppe ?

Solution.  L’aire d’une feuille Ai41 vaut la moitié de 'aire d’une feuille Ai puisqu’on divise la
longueur d’un des cotés par 2. Comme l'aire d’une feuille AO vaut 1 m?, I'aire d’une feuille A4
vaut 1. (3)* = L m2.

Sachant que 1 m? de papier pese 80 g, une feuille A4 peése donc 8O'Tle; =5g.

Comme D'enveloppe pese 20 g, le nombre de feuilles A4 dans l’enveloppe est (100-20) : 5 = 16
feuilles.

Ainsi, on pourra mettre 16 feuilles A4 dans I’enveloppe.

Le nombre d’or est le réel défini comme suit. Il s’agit du rapport entre deux longueurs
(la plus grande au numérateur) telles que le rapport de la somme de celles-ci sur la
plus grande soit égal a celui de la plus grande sur la plus petite. Que vaut ce nombre
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24.

25.

26.
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d’or ?

Solution.  Soit ¢ = % le nombre d’or avec L > [ > 0.

L+l _ L
1

Comme == = ¥, on a successivement

L 1
:7<:>1+f:<p<:><p—|—1:<p2<:>gp2—<p—1=0.
¥

l
14 —
+L

On résout cette équation en sachant que ¢ > 0. Comme A =1+4 =5 on a ¢ = 1+2\/5. Ainsi, le
nombre d’or vaut
1++5

5

Un mélange contient 45 litres d’eau salée et 30 litres d’eau pure. On désire en faire
un mélange qui, sur deux litres, contienne 1/2 litre d’eau salée. Combien de litres
d’eau pure doit-on ajouter ?

Solution. Dans le mélange a réaliser, I’eau salée représente le quart de la quantité totale puis-
quon a 1/2 litre d’eau salée sur deux litres. Comme on a 45 litres d’eau salée, le nombre de litres
du mélange a réaliser vaut 4.45 = 180 litres. La quantité d’eau pure a ajouter au mélange initial
vaut 180 - (45+30) = 105 litres.

Ainsi, on ajoutera 105 litres d’eau pure pour obtenir le mélange souhaité.

Une riviére coule au pied d’une falaise du haut de laquelle on laisse tomber une pierre.
On entend I'impact 6 secondes aprés 1’avoir lachée. La distance d en m parcourue par
la pierre jusqu’a la riviere en ¢t secondes est donnée par d = %th oll g =10 m/s? et la
vitesse du son est de 330 m/s. En meétres, que vaut approximativement la hauteur de
la falaise ?

Solution.  Si la pierre met ¢t secondes pour atteindre la riviere, le son met 6 — ¢ secondes pour
parcourir la méme distance en sens inverse puisqu’on entend I'impact apres 6 secondes. La hauteur
H de la falaise vaut %th = 5t% mais aussi 330(6 — t) selon qu’on considere la pierre ou le son.
Ainsi, on a

5t = 330(6 — t) < 1% = 66(6 — t) < t* + 66t — 396 = 0.

Comme t > 0 et A = 662 + 4.396 = 36.165, on a

—66 + 6/165
t= % — —33+ 3165 et H = 330(6 + 33 — 3v/165) = 153,22....

La hauteur de la falaise vaut donc approximativement 153,22 m.

Si a et b sont deux nombres réels, comment s’exprime la tangente de leur différence

en fonction de la tangente de chacun d’eux ? Utiliser votre réponse pour déterminer

la valeur exacte de la tangente de 5.

Solution.  Soient a,b et a — b des réels différents de g +km, k€ Z.On a

ta(a — b) sin(a —b) sinacosb—sinbcosa
a — = =
& cos(a —b) cosacosb+sinasinb

et en divisant numérateur et dénominateur par cosacos b, on obtient

tga — tgb
tgla —b) = —————.
gla—"b) 1+ tga tgb
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Des lors, comme % = g — %, que tg(3) = V3 et que tg(3)=1,ona

Ty ) -te(3) VB
i (E) 1 +ig(g)tg(4§) T 1443

et en multipliant numérateur et dénominateur par v/3 — 1, on obtient finalement

7r (V3-1)2 4-2/3

Ainsi, tg (%) =23

Un touriste observe un monument depuis le sol. Il évalue une premiere fois ’angle
d’élévation du monument et trouve 60°. Il recule de 100 m et son évaluation donne
alors 45°. Quelle est approximativement la hauteur du monument ? (Note : le touriste
est supposé tres petit par rapport au monument ; dans le calcul, on peut donc négliger
sa taille.)

Solution. Considérons les triangles ACD et BC'D rectangles en C'. Si h est

D la hauteur du monument et z la distance entre B et C, vu les
formules dans les triangles rectangles, on a
h
h = (100 + x) tg(45°) = z tg(60°).
A7 C

Comme tg(45°) = 1 et tg(60°) = v/3, on a
100+ z=vV3z < (V3—1)z =100 < 2z = 100(vV3 + 1) < z = 50(v/3 + 1).

Des lors, h = 100 + 2 = 100 + 50(v/3 + 1) ~ 236, 6.

Ainsi, la hauteur du monument est de 236,6 metres.

Sur un plan a 1’échelle 1/200, les dimensions d’un jardin rectangulaire sont 4,5 cm
et 3 cm. Quelle aire en ares manque-t-il dans la réalité pour avoir un jardin dont la
superficie vaut 1 are ?

Solution.  Vu ’échelle, les dimensions réelles s’obtiennent en multipliant par 200 les dimensions
sur la carte. Les dimensions réelles sont donc 4,5 . 200 = 900 cm = 0,9 dam et 3 . 200 = 600 cm
= 0,6 dam.

Comme 1 dam? = 1 a, laire du jardin vaut 0,9 . 0,6 = 0,54 a et pour avoir un jardin dont l’aire
vaut 1 a, il manque 1 — 0,54 = 0,46 a.

Il manque donc 0,46 a pour avoir un jardin dont la superficie vaut 1 are.

Une population de bactéries est attaquée par un agent extérieur faisant en sorte qu’a
chaque instant, le taux de changement de la population soit proportionnel a celle-ci.
Si on suppose que la constante de proportionnalité est égale a —0.028,

- écrire une équation reliant la population et le taux de changement de celle-ci a
chaque instant

- que vaut le taux de changement aprés une minute si la population 4 ce moment est
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30.
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de 3 millions d’individus ?

Solution. A chaque instant ¢, la population P et le taux de changement de celle-ci D P sont reliés
par 'équation DP(t) = —0,028 P(t).

Le taux de changement aprés une minute vaut DP(1) = —0,028 . 3 10° = —84 103 si la population
a ce moment est de 3 millions d’individus.

Apreés une minute, le taux de changement de la population est de —84 103 si la population & ce
moment est de 3 millions d’individus.

Rédiger une démonstration de la propriété suivante, suggérée au cours : Soit un na-
turel strictement positif m. La fonction polynomiale x — x™ est dérivable en tout réel
z et sa dérivée a la forme explicite ma™ !, = € R.

Solution.  Soient z € R et m € Ny. En appliquant la définition de la dérivabilité, montrons que
la limite Bym "

lim —(:v +h)" -

h—0 h

existe, est finie et vaut maz™ 1.

Vu la formule du binéme de Newton, on a

m m m
(+h)™—a™ =Y CLha™ I —a™ =" Chhla™ T + Cha™ —a™ =" Clh " ham,
§=0 j=1 j=1
Des lors,
h)™ — ™ noo )
}{%w _ }lllg}) chnh_]—lxm—] _ C,lnxm_l — mz™ 1
j=1

Ainsi, la fonction 2 — 2™ est dérivable en tout réel x et sa dérivée a la forme explicite ma™ 1

R.

, X €
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CHAPITRE 1. PROBLEMES ELEMENTAIRES



Chapitre 2

Listes d’exercices

LISTE 1 : PROBLEMES ELEMENTAIRES,
UNITES ET PUISSANCES DE 10

A préparer AVANT de venir a la répétition

(Lors de la répétition, vous serez interrogé sur ces points de théorie.)

’ I. Probléme élémentaire ‘

Schéma de résolution d’un probléme :

NS Ok W N

Que cherche-t-on 7

Quelles sont les données ?

Si on nomme z I'inconnue, que représente x de facon précise ? (Mentionner I'unité si nécessaire) *
Que peut-on calculer successivement en utilisant I'inconnue ?

Quelle est ’équation obtenue ?

La résoudre.

Donner la solution du probleme en rédigeant une conclusion.

. Unités et puissances de 10 ‘

1.

Dans le systeme international SI quelle est 'unité de référence pour mesurer
a) une longueur ? b) une masse ?
. Découlant des précédentes, quelle est 'unité pour mesurer
a) une aire? b) un volume ) une capacité ?
d) Quel est le lien entre capacité et volume ?
Que vaut a) 1 ca? b)la? c)1ha?

Comment passe-t-on d’une unité de longueur, de masse ou de capacité a ['unité directement
a) inférieure ? b) supérieure ?

5. Méme question pour les unités d’aire, de volume.

. Définir 10™ avec n naturel. Comment peut-on écrire rapidement la valeur de ce nombre ?

Définir 10~ avec n naturel. Comment peut-on écrire rapidement, sous forme décimale, la valeur
de ce nombre 7

Comment multiplie-t-on un nombre décimal par 10™ si n est un naturel 7

. Méme question dans le cas d’une division.

1. Plusieurs inconnues sont parfois nécessaires ; dans ce cas, on aura un systéeme d’équations.

19
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CHAPITRE 2. LISTES D’EXERCICES 2015-2016 PARTIM A

En

sciences, on est fréquemment amené a résoudre des problemes et a rédiger leur solution. Bien

souvent on doit transformer une unité en une autre afin de rester cohérent. Des lors, les puissances de 10

jouent

un grand role, une division par 10" avec n naturel équivalant & une multiplication par 107",

A résoudre PENDANT la répétition
(et & achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices 1.2 et 1.6 seront résolus par 1’assistant.

I. Probléme élémentaire‘

Résoudre les problemes suivants en rédigeant la solution selon le schéma donné ci-dessus :

1.

Un terrassier a creusé les 4/5 de la longueur d’un fossé. Il creuse encore une longueur de 4,5 m et
constate qu’il n’a plus qu’a creuser les 14 % de la longueur pour en avoir terminé. Quelle est la
longueur du fossé en metres ?

1 litre d’eau de mer pése 1,025 kg et contient 3% de sa masse en sel. Combien de litres d’eau pure
doit-on ajouter a 2 litres d’eau de mer pour obtenir de 1’eau contenant 1% de sa masse en sel ?

Un train parcourt 120 km a ’heure. Apres 2 heures de marche, il est obligé de s’arréter et d’attendre
1 heure. Ensuite il continue sa marche a une vitesse de 60 km a ’heure et arrive 3 heures en retard.
Quel temps le train aurait-il mis s’il n’avait pas du s’arréter et s’il avait parcouru toute la distance
avec la vitesse primitive ?

Un nombre est composé de 2 chiffres dont la somme est 6; si on retranche 18 de ce nombre, on
obtient le nombre renversé. Quel est ce nombre ?

Un pere a 40 ans et son fils 10 ans. Dans combien d’années I’age du pere sera-t-il le triple de celui
du fils 7

6. On a acheté 15 bouteilles de champagne et 17 bouteilles de vin rouge pour 504 €. Si le prix
du champagne augmentait de 75 centimes par bouteille et si celui du vin rouge diminuait de 30
centimes par bouteille, on payerait 649 € pour 20 bouteilles de chaque sorte. Quel est le prix d’une
bouteille de chaque vin ?

7. Trouver deux nombres dont la somme est 3 sachant que leur rapport augmenté de leur rapport
inverse vaut 13/6.

8. On considere une piscine dont les dimensions sont données ci-dessous.

10 m 2m 8 m
10 m
(}39 m

3,6 m
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(a) Combien de litres d’eau cette piscine contient-elle quand elle est remplie & 10 cm du bord ?
(b) Un m?3 d’eau cofite 4 euros. Combien cela cofite-t-il de la remplir ?

(¢) Sachant que la pompe filtre 50 000 litres par heure, combien de temps faut-il (en théorie) pour
filtrer la totalité de ’eau du bassin 7

(d) Quel est le pourcentage de chacune des deux pentes ?

’II. Unités et puissances de 10‘

1. Compléter
- en francais :
a) 108 correspond A ... b) 0,0001 peut se lire ... c) 10? correspond & ...
d) 1072 correspond & ... e) 1072 c’est ... f) mille millards de mille sabords, c’est ... de sabords.
- sous forme d’un entier ou d’un décimal :
g) un millieme peut s’écrire ... h) 10° égal ... i) un centiéme s’écrit ...
j) 1 milliard équivaut & ... millions k) un milliard vingt millions s’écrit ...
- sous forme de puissance de 10 :
1) 10%.109.1013 =...

2. Sans se servir d'un abaque, en utilisant les puissances de 10 et en effectuant les transformations,
compléter le tableau ci-dessous

Forme décimale Puissance de 10
(1)  543,5 hmn = 5,435 .10 mm
(2) g dm = e m
(3) e km = 805.107*m
(4) % km = e cm
(5) 481,96 dm? = 4,8196 .10 ha
(6) 32,5 cm? = e a
(7) ;—; m? = s km?
(8)  0,25m3 = 2,5.107 ml
(9) e hl = 4.10* cm?
(10) 2,75 m? = s mm?
(11) 4 800 ¢l = s kl
[E5) kg = 17.10% dg
(13) 35cg = 3,5.10" kg
(14) oo, mg = 4.107"¢
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CHAPITRE 2. LISTES D’EXERCICES 2015-2016 PARTIM A

LISTE 2 : EQUATIONS, INEQUATIONS ET PUISSANCES

A préparer AVANT de venir a la répétition

(Lors de la répétition, vous serez interrogé sur ces points de théorie.)

’I. Définitions et résolution d’équations ‘

1.

a) Définir une équation du premier degré a une inconnue en indiquant de fagon précise ce que
représente chaque lettre utilisée.

b) Comment résout-on une équation de ce type? Exprimer avec précision les opérations utilisées
(addition, soustraction, multiplication, division)

¢) Une équation du premier degré & une inconnue peut-elle parfois avoir plus d’une (ou moins
d’une) solution ? Si oui, & quelle(s) condition(s) ?

. Définir une équation du premier degré a deux inconnues.

Dans un repere cartésien du plan, comment se représente graphiquement une telle équation ?
Répondre de facon précise en envisageant tous les cas possibles.

a) Définir une équation du second degré & une inconnue en indiquant de fagon précise ce que
représente chaque lettre utilisée.
b) Comment résout-on une équation de ce type ?

Donner les formules des produits remarquables (carré et cube)

5. Quels sont les processus possibles pour résoudre une équation de degré strictement supérieur a 2 ?

Si vous manquez d’imagination, voir le fascicule “bases pour les mathématiques” a l’adresse
www.afo.ulg.ac.be/tb/ens/2009-2010/123Sc/Prerequis.pdf

a) Définir une équation fractionnaire.
b) Quel est le processus de résolution d’une telle équation ?

’II. Valeur absolue et équations ‘

1.
2.

Définir en frangais et en symboles mathématiques la valeur absolue d’un réel.

Si deux réels ont la méme valeur absolue, que peut-on dire de ces réels 7 Exprimer la réponse a
cette question en francais (par une phrase complete) et en symboles mathématiques.

3. Si on prend la valeur absolue d’un réel, quel type de réel obtient-on ? Rédiger une phrase complete.

a) Si 2 est un réel et n un naturel non nul, que peut-on dire du signe de 2" ? de x2"+1?
b) En tenant compte de ces renseignements, que vaut |z2"|? [227F1|?

’III. Résolution d’inéquations

1.

Quelle différence fondamentale existe-t-il entre la résolution d’une équation du premier degré a
une inconnue et celle d'une inéquation du méme type ?

Comment résout-on une inéquation a une inconnue d’un degré autre que le premier ? Décrire de
facon précise les différentes étapes de la résolution.

Que sait-on du signe
a) d’un binéme du premier degré ?
b) d’un trinéme du second degré ?

Quelle différence fondamentale existe-t-il entre la résolution d’une équation fractionnaire et celle
d’une inéquation fractionnaire ?

Si la valeur absolue d’un réel est
a) supérieure & un réel strictement positif donné, que peut-on dire de I'un par rapport & Pautre ?
b) méme question en remplagant “supérieure” par “inférieure”.
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’IV. Racines de réels et puissances‘

a) Pour quels réels une racine d’indice pair est-elle définie ? Quel est le signe de sa valeur ?
b) Mémes questions dans le cas d’une racine d’indice impair.

’V. Sommes et symboles sommatoires‘

a) Ecrire explicitement la somme des N premiéres puissances naturelles d’un réel (N est un naturel non
nul) puis lécrire avec des symboles sommatoires.
b) Que vaut cette somme ?

Bien des problemes en sciences donnent lieu a des équations ou inéquations qu’on doit pouvoir
résoudre.

Ainsi, par exemple, un mouvement rectiligne uniforme donne lieu & une équation du premier degré
décrivant la position du mobile en fonction du temps. Graphiquement, le mouvement se représente
donc par une droite. Dans le cas d’'un mouvement rectiligne uniformément accéléré, on est en
présence d’une équation du second degré pour décrire la position du mobile en fonction du temps
et la représentation graphique est une parabole.

Si I'on souhaite rechercher le point de rencontre de deux mobiles, on détermine les coordonnées
du point d’intersection des graphiques représentant leurs positions en fonction du temps ; analyti-
quement, on résout un systeme de deux équations.

En optique, 'agrandissement d’un objet situé a une distance p d’une lentille convexe de distance

focale f (f > p) est donné par A = L, ce qui nécessite la résolution d’'une équation fractionnaire

si p est inconnu ou d’une inéquation si ’agrandissement doit étre au moins égal & une valeur donnée.
Pour calculer la norme de la résultante de deux forces de directions perpendiculaires, apres appli-
cation du théoreme de Pythagore, on est amené a calculer une racine carrée.
Le rayon d’une sphere dont on connait le volume (exces de liquide lorsqu’on plonge une bille dans
un récipient rempli d’eau par exemple) exige le calcul d'une racine cubique.
Quant aux valeurs absolues, on les utilise notamment pour exprimer la distance entre deux réels
donc lorsqu’on travaille avec des valeurs approchées a € pres ou encore pour les erreurs absolue ou
relative.

etc!

A propos de cette liste

Cette liste d’exercices est assez détaillée : elle reprend non seulement les énoncés a résoudre lors de la
deuxieme séance, mais elle donne aussi des indications quant a la démarche a suivre et aux < questions
a se poser > lors de la confrontation a la résolution.



24 CHAPITRE 2. LISTES D’EXERCICES 2015-2016 PARTIM A

A résoudre PENDANT la répétition
(et & achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices II. 2(c), II1.2(c) et V.2 seront résolus par 1’assistant.

I. Résolution d’équations (x est ’inconnue réelle) ‘

Résoudre les équations suivantes sans oublier d’indiquer les liens entre les différentes équations interve-
nant dans la résolution. Conclure ’exercice en indiquant I’ensemble des solutions.
2

a) r — = = — b) 64z +1=0 ¢)642°+1=0 d)2z—--=1
3 s T

’II. Valeur absolue et équations (A est I’inconnue réelle) ‘

1. a) Si un réel est noté A — 2, définir la valeur absolue de A — 2.
b) Dans ce cas, quelle est la valeur de A qui joue un role différent des autres valeurs?
c¢) Répondre aux mémes questions en considérant le réel A% — 2

2. Résoudre les équations suivantes sans oublier d’indiquer les liens entre les différentes équations
intervenant dans la résolution. Conclure 'exercice en indiquant ’ensemble des solutions.

a) [—A+V2[=|-24] b) [A2—|AY|+1=0 o) |[AZ—|A%|-1=0

’III. Résolution d’inéquations (z est ’inconnue réelle) ‘

1 1
1. Siona - < 5 (a,b € Ry) peut-on toujours dire que cette inégalité est équivalente & a > b7

a) Si oui, le prouver.
b) Si non, donner un contre-exemple et dire dans quel(s) cas cette équivalence pourrait étre cor-
recte.
2. Résoudre les inéquations suivantes sans oublier d’indiquer les liens entre les différentes inéquations
intervenant dans la résolution. Conclure I'exercice en indiquant I’ensemble des solutions
-1 -1 1 1

< b -2 > d)|x? —2/<1—
w_1Sz-3 OBe-2>3 o zEoTy ootz =2 <l-a

a)

’IV. Racines de réels et puissances‘

1. Que valent (a) y/(—m)* (b) ¥/(—4)37

2. a) Pour quelles valeurs de z la racine V422 est-elle définie ?
b) Peut-on dire que V4x2? = 22?7 Justifier votre réponse.
¢) Si z est un réel négatif, que vaut v4a2?
3. a) Si n est un naturel non nul, comparer les réels (—z)?" et —2?" : sont-ils égaux ou différents ?

)
Justifier votre réponse.

b) Méme question avec (—z)*" 1 et —z2ntL,

’V. Sommes et symboles sommatoires‘

1. a) On considére la somme s; = 2+4+4 6+ 8+ 10+ 12. Exprimer en frangais la somme considérée.
b) Comment note-t-on de fagon générale un terme de ce type ?
c¢) Ecrire cette somme a I’aide d’un symbole sommatoire
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2. a) On considere la somme s; =1 — 3 + § — 3= + g7. Comment caractériser chacun des termes de
cette somme sans tenir compte de son signe ?
b) Comment, dans une somme, peut-on passer alternativement d’un terme positif & un terme
négatif 7
c¢) Ecrire s5 a ’aide d’un symbole sommatoire.
4
3. On considere la somme S; = Z(—Z)Qj.
j=2
a) Combien de termes cette somme comporte-t-elle ?
b) Que vaut le terme correspondant & j =37
¢) Que vaut cette somme ?
d) Si j variait de 2 & 20, quelle formule pratique pourrait-on utiliser pour calculer la somme ?
L’appliquer sans calculer le résultat numérique final.
7
4. On considere la somme S; = Z(%f
1=0
a) Combien de termes cette somme comporte-t-elle ?
b) Que vaut le terme correspondant & | = 37
¢) Que vaut cette somme ?
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LISTE 3 :
DROITES ET TRIGONOMETRIE

A préparer AVANT de venir a la répétition

(Lors de la répétition, vous serez interrogé sur ces points de théorie.)

’I. Equations cartésiennes de droites‘

On se place dans le plan muni d’un repere orthonormé.

1.

Quelle est la forme canonique de I’équation cartésienne d’une droite dans le plan ? Indiquer ce que
représente chacune des lettres utilisées.

a) Quelle est ’équation cartésienne d’une droite passant par le point de coordonnées cartésiennes
(x1,y1) et de coefficient angulaire m (x1, y1, m sont des réels) ?

b) Si cette droite a pour vecteur directeur le vecteur de composantes (a,b), quel lien existe-t-il
entre m et (a,b)? a et b peuvent-ils étre des réels quelconques ? Expliquer.

¢) Quel lien existe-t-il entre le coefficient angulaire d’une droite et la mesure de l'angle 6 € [0, 7]
que cette droite forme avec I’axe des abscisses 7

a) Quelle est 1’équation cartésienne d’une droite passant par les points distincts de coordonnées
cartésiennes respectives (z1,y1) et (22, y2) ? Envisager tous les cas possibles.

b) Si cette droite a pour vecteur directeur le vecteur de composantes (a,b), quel lien existe-t-il
entre (z1,y1), (z2,y2) et (a,b)?

Quelle est ’équation cartésienne d’une droite passant par le point de coordonnées cartésiennes
(z1,y1) et parallele a

a) l'axe des abscisses ?

b) I'axe des ordonnées ?

Si deux droites non paralleles aux axes sont

a) orthogonales entre elles, que peut-on dire de leurs coefficients angulaires ?

b) paralleles entre elles, que peut-on dire de leurs coefficients angulaires ?

Soit la droite passant par le point de coordonnées cartésiennes (x1,¥1) et dont un vecteur directeur
a pour composantes (a, b). Déterminer des équations paramétriques cartésiennes de cette droite.

’II. Résolution de systemes linéaires‘

Quels sont les processus les plus fréquemment utilisés pour résoudre les systemes linéaires 7

’ ITI. Trigonométrie

1.

a) Comment associe-t-on un point du cercle trigonométrique & un réel donné?
b) Etant donné un point du cercle trigonométrique associé & un réel x, comment définir le sinus
et le cosinus de ce réel 7

. a) Pour quelle(s) valeur(s) de z le réel sin(z) est-il nul ?

b) Méme question pour cos(z).

c¢) Déduire des points précédents pour quelle(s) valeur(s) de x les réels tg(z) et cotg(x) sont définis.
a) Quelles sont les formules de trigonométrie qui lient au moins 2 des réels sin(z), cos(z), tg(z) et
cotg(x) si x est un réel ? Les citer.

b) Quels signes ont ces nombres dans les différents quadrants ?

Quelles sont les formules de trigonométrie qui permettent de passer de sommes ou différences de
nombres trigonométriques a des produits de tels nombres ? Les citer.

a) Comment peut-on transformer le cosinus d’un réel en un sinus sans utiliser la formule fonda-
mentale de trigonométrie ?
b) Si les sinus de 2 réels sont égaux, que peut-on dire de ces réels & un multiple entier de 27 preés?
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6. Si les cosinus de 2 réels sont égaux, que peut-on dire de ces réels a un multiple entier de 27 pres?

On utilise notamment la trigonométrie en mécanique (plan incliné, mouvement circulaire), en électricité
(courant alternatif), pour étudier les phénomeénes ondulatoires (vagues, ondes sismiques, son, lumiere,
ondes radio ...). Beaucoup de phénomeénes naturels varient de fagon périodique (alternance d’inspira-
tions et d’expirations dans la respiration, hauteur de la marée & un endroit précis ...) et il est parfois
possible de représenter de tels comportements grace a des fonctions trigonométriques.

Classiquement, on définit un nombre trigonométrique comme étant une valeur d’une fonction trigo-
nométrique (sinus, cosinus, tangente, cotangente). Les nombres trigonométriques sont fondamentaux dans
I'expression des coordonnées cartésiennes d’un point du plan a ’aide des coordonnées polaires et dans la
forme trigonométrique (ou polaire) des nombres complexes.

En analyse, les fonctions trigonométriques sont des fonctions définies sur I’ensemble des réels ou sur
une partie de celui-ci. La définition géométrique contient celle de la notion de < mesure d’angle > en ra-
dians. Une autre mesure d’angle est bien sir le degré, 27 radians correspondant a 360 degrés. Avez-vous
une idée d’ot provient la mesure en degrés (et ... pourquoi 360 degrés ?) et connaissez-vous un avantage
primordial de la mesure en radians ?

A propos de cette liste

Cette liste d’exercices est assez détaillée : elle reprend non seulement les énoncés a résoudre lors de
la séance, mais elle donne aussi des indications quant a la démarche a suivre et aux < questions a se
poser > lors de la confrontation & la résolution.

A résoudre PENDANT la répétition
(et & achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices 1.4 - I1.3(c) et III.5 seront résolus par ’assistant.

I. Equations cartésiennes de droites‘

On se place dans le plan muni d’un repere orthonormé.

1. Sans en déterminer une équation cartésienne, représenter graphiquement la droite passant par le
point de coordonnées cartésiennes (1, —2) et de coefficient angulaire —3.
2. Donner une équation cartésienne de la droite passant par le point de coordonnée (1,0) et ortho-
gonale a la droite d’équation 2z + y + 2 = 0. Représenter graphiquement ces deux droites dans un

méme repere.

3. a) Donner une équation cartésienne de la droite passant par les points de coordonnées (2,3) et
(1,2) ainsi que celle de la droite passant par (2,3) et (2,0).
b) Représenter graphiquement ces deux droites dans un méme repere.

4. On considere la droite d’équation cartésienne 2x + y + 2 = 0.
a) Déterminer les composantes d’un vecteur directeur de cette droite.
b) Déterminer les coordonnées cartésiennes d’un point de cette droite.
c¢) Déterminer des équations paramétriques cartésiennes de cette droite.
d) La droite passe par le point de coordonnées (—v/2,2v/2 — 2); & quelle valeur du paramétre
correspond ce point ?
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’II. Résolution de systémes linéaires‘

1.

a) Si on considére ’équation 2y — x = 3, représenter graphiquement I’ensemble des solutions dans
un repere cartésien du plan. Quel est le nom de cette courbe ?
y+x=0
20 —x =3
Ne pas oublier de mentionner ’ensemble des solutions.
¢) Comment interpréter graphiquement ce systéme et son ensemble de solutions ?
)

b) Résoudre le systeme

20 —y+1=0

4o —2y+5=3

b) Comment interpréter graphiquement ce systéme et son ensemble de solutions ?

¢) Résoudre ce systeme et donner son ensemble de solutions.

2r—y+1=0

4 —-2y+5=0

a) Si on consideére ’équation y + 2x + 2z = 2, comment peut-on représenter graphiquement les
solutions dans un repere cartésien de I'espace ? Quel est le nom de cet élément ?

b) Si on a un systeme formé de deux équations de ce type, quelles situations peut-on avoir gra-
phiquement 7 En déduire le type d’ensemble de solutions dans chacun des cas.

, Yy+2x+2z=2
c) Resoudre{ Y — 20422 =0

a) Dans le plan, représenter graphiquement les solutions du systeme {

d) Faire de méme avec le systéme {

’ ITI. Trigonométrie ‘

1.

a) Siz €] — F,0[, dans quel quadrant travaille-t-on ?
b) Dans ce quadrant, on sait que tg(z) = —%. Sans utiliser de calculatrice, déterminer la valeur
des trois autres nombres trigonométriques ?
1
a) Pour quelle(s) valeur(s) de x Pexpression tg(z) + cotg(z) — —————— est-elle définie ?

sin(z) cos(z)
b) En simplifiant cette expression, montrer qu’elle est indépendante de x.
a) Rapprocher sin®(x) + 2sin?(z) cos?(z) 4 cos*(z) d’un produit remarquable qui permettrait de
simplifier cette expression. Lequel envisager ?
b) Transformer I’expression ci-dessus en utilisant la formule trouvée pour simplifier au maximum
cette expression.

a) Parmi les formules de trigonométrie, quelle est celle qui permet de transformer un double produit
de sinus cosinus ? La ci_}cer. n
. ™ ™
b) Prouver que 4sin (24> cos < ol ) =Vv2-1
a) Résoudre I’équation sin(4z) = cos(2x) (note : x est 'inconnue réelle)
b) Parmi toutes les solutions de cette équation, déterminer celles qui appartiennent & U'intervalle
[0, 27].
a) Résoudre I'équation cos(4x) = cos(2x) (note : x est l'inconnue réelle)
b) Parmi toutes les solutions de cette équation, déterminer celles qui appartiennent & U'intervalle
[, 37].
a) Si un produit de 2 facteurs est négatif, que peut-on affirmer & propos de ces facteurs?
b) Transformer sin(2z) en un produit de 2 facteurs.
¢) Résoudre sin(2x) < cos(x) (note : x est 'inconnue réelle)
d) Parmi toutes les solutions, déterminer celles qui appartiennent a l'intervalle [0, 27].

Sachant que I'inconnue réelle z appartient a I'intervalle [, 7], résoudre les équations suivantes
a) 1+ cos(z) = sin(x). b) cos(2z) cos(4x) = sin(2z) sin(4x).
¢) cos(z) + sin(x) = @. d) 2sin’(z) = 3 cos(z).
e) cos(2z) + sin(z) = 0. f) sin(x) + sin(3z) = 2sin(2z).

g) 2sin®(z) +sin(2z) = 0.  h) sin(3z) cos(2z) + sin®*(z) = 3.
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LISTE 4 :
CALCUL VECTORIEL ET CONIQUES

A préparer AVANT de venir a la répétition

(Lors de la répétition, vous serez interrogé sur ces points de théorie.)

’I. Vecteurs - Produits scalaire et vectoriel‘

1. Dans un repére orthonormé d’origine O du plan, on définit le vecteur 1@ par son origine A et son
extrémité B.
—
a) Comment écrire ﬁ comme combinaison linéaire de OA et (ﬁ .
—
b) Quelles sont les composantes des vecteurs OA, 5§ et E si A et B ont respectivement pour
coordonnées (x4,y4) et (xp,yB)?

2. On fixe une base orthonormée de ’espace, notée uy, us, u3.
a) Comment calcule-t-on le produit scalaire de 2 vecteurs de I’espace dont on connait les compo-
santes dans une base orthonormée ? Exprimer la réponse en francais et en symboles mathématiques.
Quel type d’élément mathématique obtient-on ?
b) Comment calcule-t-on le produit vectoriel de 2 vecteurs de 1’espace dont on connait les compo-
santes dans une base orthonormée ? Exprimer la réponse en symboles mathématiques. Quel type
d’élément mathématique obtient-on ?
¢) Le produit scalaire de 2 vecteurs est-il commutatif ? Et le produit vectoriel ?

’ I1. Les coniques ‘

1. Soit un repere orthonormé du plan.
a) Donner 1’équation canonique du cercle centré au point de coordonnées (x1,y1) et de rayon R.
b) Que devient cette équation si le cercle est centré a 'origine 7
¢) Quelle caractéristique commune ces équations ont-elles permettant de les différencier des équations
d’autres coniques ?
d) Donner ’équation canonique d’une ellipse.
e) Comment, & la lecture de cette équation et de celles qui précedent, peut-on immédiatement
différencier celle d'un cercle de celle d’une ellipse 7
f) Donner I’équation canonique d’une hyperbole.
g) Comment, & la lecture de cette équation et de celle d’une ellipse, peut-on immédiatement les
différencier ?
h) Donner ’équation canonique d’une parabole.
i) Comment, & la lecture de cette équation et de celles ci-dessus, peut-on immédiatement repérer

que c’est celle d’une parabole ?
2 2

2. a) Si on considere 'ellipse d’équation — + Z—2 =1, donner les coordonnées de ses foyers, de ses
a
points d’intersection avec les axes et la valeur de son excentricité.
2 2
. . N re . 'T 7
b) Si on considere I'hyperbole d’équation — = ZZ—Q =1, donner les coordonnées de ses foyers, de
a

ses points d’intersection avec les axes, les équations cartésiennes de ses asymptotes et la valeur de
son excentricité.

c) Si on consideére la parabole d’équation y? = 2px, donner les coordonnées de son foyer, de son
point d’intersection avec ’axe des abscisses et la valeur de son excentricité.
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La notion de vecteur est fondamentale en physique; elle est notamment utilisée pour caractériser un
déplacement, une vitesse, une force, un champ électromagnétique. En effet, un vecteur permet de modéliser
des grandeurs qui ne peuvent étre completement définies par un nombre comme une température ou une
masse. Pour définir un déplacement, par exemple, on a besoin d’une direction et d’un sens en plus d’une
longueur. On utilise le produit scalaire pour déterminer le travail d’une force ou la projection orthogonale
d’un vecteur sur une droite. Le produit vectoriel intervient dans le calcul du moment d’une force par
rapport a un point, pour déterminer la force magnétique dans un champ ...

Un cdne circulaire droit & deux nappes (< diabolo ») peut étre engendré par la rotation d’une droite
sécante & une autre autour de cette autre prise comme axe de la rotation. Les coniques (ou sections
coniques) peuvent étre obtenues par l'intersection d’un tel cone par un plan. Selon la position de celui-ci,
on obtient un cercle, une ellipse, une parabole ou une hyperbole.

La trajectoire d’un corps céleste en orbite autour d’une étoile ou d’une autre planéte (la Terre autour
du Soleil, par exemple) est une ellipse dont 1’étoile ou la plancte occupe 1'un des foyers. De nombreuses
cometes ont des orbites elliptiques dont I’excentricité est proche de 1 mais certaines cometes peuvent
avoir des trajectoires hyperboliques ou paraboliques.

En effectuant une rotation d’une ellipse autour de son axe focal, on engendre un ellipsoide de révolution
qui jouit de la propriété de réflexion suivante : toute onde émise & partir d'un des foyers est réfléchie par
Pellipsoide vers le second foyer. La Rotonde du Capitole a Washington est une galerie a écho de ce type
a plafond elliptique : toute personne qui chuchote en I'un des foyers peut étre entendue par une personne
placée a 'autre foyer. Cette propriété de réflexion est également utilisée en médecine pour désintégrer des
calculs rénaux au moyen d’ondes de haute densité. Le médecin positionne le patient de telle sorte que le
calcul se trouve en 'un des foyers et ’émetteur des ondes réfléchies par 'ellipsoide en 'autre foyer.

La trajectoire d’un électron qui, sans interaction, passerait en ligne droite tout prés d’un ion négatif
au repos, est en fait une trajectoire hyperbolique a cause de la force de répulsion.
Si des ondes circulaires émises par deux sources oscillant en phase interferent, les points ou 'amplitude
est maximale ou minimale sont situés sur des hyperboles dont les sources en sont les foyers.

La trajectoire décrite par un objet (ballon, saut d’un animal ...) lancé et soumis & la pesanteur est
une parabole.
En effectuant une rotation d’une parabole autour de son axe de symétrie, on obtient un paraboloide de
révolution qui, grace a la propriété optique des paraboles, permet de concentrer des ondes ou des rayons
en un point (antenne parabolique, four solaire, miroir de télescope ...) ou de diffuser sous forme d’un
faisceau cylindrique de la lumiere produite par une ampoule située au foyer (lampe de poche, phare .. .).

A propos de cette liste

Cette liste d’exercices est assez détaillée : elle reprend non seulement les énoncés a résoudre lors de
la séance, mais elle donne aussi des indications quant a la démarche a suivre et aux < questions a se
poser > lors de la confrontation a la résolution.
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A résoudre PENDANT la répétition
(et & achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices I.3(a-b-c-d) et II. 2(e, f et g : équations (2) et (6)) seront
résolus par 1’assistant.

Y
’I. Vecteurs - Produits scalaire et vectoriel‘ i
—
1. a) Quelles sont les composantes des vecteurs OA et @ +———- 1 B
dans la base correspondant au repere orthonormé ci-contre 7 14+ \
b) Donner les composantes de E 5 P l P X
1 1
A

2. Soit la base du plan définie par les vecteurs u et v.
a)Sid= %ﬁ — %17, donner les composantes de @ dans la base u, .

b) Représenter d.

8
g

—

U
¢) On considere le vecteur #. Le décomposer comme combinaison linéaire des vecteurs @ et ¥ puis
en donner les composantes dans cette base.

3. On fixe une base orthonormée de 'espace, notée u7, us, u3.
a)Sid= %u} + 2u5, quelles sont les composantes de @ dans cette base ?

b) De méme pour b= i} + 0y — U3.

¢) Déterminer le produit scalaire @ e b.

d) Déterminer le produit vectoriel bAG.

¢) Déterminer les composantes du vecteur & = 2b — b A @, celles de 7 = (@ o b)a@ et celles de
Z=an(bAa).

’ I1. Les coniques ‘

1. Dans un repere orthonormé, on considere les équations cartésiennes suivantes

2 2
)T -y’=4 @o=y+2 () T+’=4 @+ +y=0

2

2
(B)a?=—y? () T -a’=4 (My=ay® ()L +a>=4

Sans faire aucun calcul, quelles sont celles qui pourraient étre ’équation cartésienne
a) d'un cercle? b) d’une ellipse? ¢) d’une hyperbole? d) d’une parabole ?

2. a) Ecrire y? + y sous la forme d’un carré parfait auquel on ajoute (ou on soustrait) une constante.
b) Déterminer les coordonnées du centre et la valeur du rayon du cercle d’équation cartésienne
22 +y? +y = 0. Le représenter graphiquement.
¢) Pour chacune des ellipses repérées a l'exercice précédent, déterminer les coordonnées de leurs
points d’intersection avec les axes. Les représenter graphiquement.

d) Donner les coordonnées des foyers et la valeur de I’excentricité des ellipses représentées ci-dessus.
e) Donner les coordonnées des foyers, des points d’intersection avec les axes, les équations cartésiennes
des asymptotes et la valeur de I’excentricité des hyperboles repérées dans ’exercice ci-dessus.

f) Représenter graphiquement ces hyperboles et leurs asymptotes.

g) Donner les coordonnées du foyer et la valeur de 'excentricité des éventuelles paraboles repérées
a lexercice précédent et les représenter graphiquement.

h) Si, dans lexercice précédent, il reste des équations de courbes non encore représentées, les
analyser afin d’en donner aussi une représentation graphique.
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LISTE 5 :
REPRESENTATION D’ENSEMBLES

A préparer AVANT de venir a la répétition

(Lors de la répétition, vous serez interrogé sur ces points de théorie.)

’ Représentation d’ensembles ‘

Dans un repere orthonormé, on considere la fonction f dont la représentation graphique a pour équation
y = f(z). Pour une méme abscisse  du domaine de définition de f, on consideére un point P situé sous
la courbe et d’ordonnée y;, un point Ps situé sur la courbe et d’ordonnée y- ainsi qu'un point Ps situé
au-dessus de la courbe et d’ordonnée y3. Comparer y1, y2, ys & f(z).

La courbe partage le plan en deux régions, I'une positive pour laquelle y— f(x) > 0 et I'autre négative pour
laquelle y — f(z) < 0, quelle que soit la valeur du réel  du domaine de définition de f. Pour représenter
un ensemble de points défini a ’aide d’inégalités, on commencera donc toujours par représenter ses
< bords » qui correspondent a 1’égalité.

Les descriptions d’ensembles sont notamment utiles pour le calcul des intégrales doubles, lesquelles per-
mettent par exemple de calculer des volumes mais aussi des centres de masse, des moments d’inertie

A propos de cette liste

Cette liste d’exercices est assez détaillée : elle reprend non seulement les énoncés a résoudre lors de
la séance, mais elle donne aussi des indications quant a la démarche a suivre et aux < questions a se
poser > lors de la confrontation & la résolution.

A résoudre PENDANT la répétition
(et & achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices 2 et 7 seront résolus par ’assistant.

’ Représentation d’ensembles ‘

1. Dans un repere orthonormé, représenter graphiquement 1’ensemble
{t, V1—=1t3):te[-1,1]}.

a) Donner des équations paramétriques de la courbe définie par cet ensemble.

b) Eliminer le parameétre pour obtenir une équation cartésienne.

¢) Transformer 1’équation obtenue en une autre équivalente qui ressemble & une équation connue.
d) Représenter graphiquement la courbe.

2. Dans un repere orthonormé, représenter graphiquement 1’ensemble
{2vV1+22,2): 2 € R}

a) Donner des équations paramétriques de la courbe définie par cet ensemble.

b) Eliminer le parameétre pour obtenir une équation cartésienne.

¢) Transformer I’équation obtenue en une autre équivalente qui ressemble & une équation connue.
d) Représenter graphiquement la courbe.
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. Dans un repere orthonormé, représenter graphiquement 1’ensemble
{(xvy) : x,yER,|x—|—y— 1‘ < 1}

a) Si la valeur absolue d’un nombre vaut 1, que vaut ce nombre ?

b) Comment écrire |x +y — 1| = 1 de fagon équivalente ?

¢) Représenter graphiquement la (les) équation(s) obtenue(s) ci-dessus.

d) Déterminer la(les) région(s) du plan qui correspond(ent) & ’ensemble donné en la(les) hachurant.
Les points des < bords > sont-ils compris dans I’ensemble 7

. Dans un repere orthonormé, représenter graphiquement ’ensemble
{(x,y) s,y eR, y>1+a% et 2+ 20 +92 > 3}

a) Représenter la courbe d’équation y = 1 + 2 ainsi que celle d’équation 2 + 2z + y% = 3.

b) Déterminer la région du plan qui correspond & y > 1 + z2.

¢) Déterminer la(les) région(s) du plan qui correspond(ent) & 2 + 2z + y2 > 3.

d) Hachurer la(les) région(s) du plan qui correspond(ent) & I’ensemble donné. Les points des
< bords > sont-ils compris dans I’ensemble ?

. Dans un repere orthonormé, représenter graphiquement ’ensemble

{(m,y) s,y €R, = < 1}.

Yy
a) A la lecture de 1’énoncé, ne peut-on pas déterminer immédiatement des points du plan comme
n’appartenant pas a ’ensemble ? Si oui, lesquels ?
b) Représenter la courbe correspondant & I’égalité.
¢) Hachurer la(les) région(s) du plan qui correspond(ent) & ’ensemble donné. Les points des
< bords > sont-ils compris dans ’ensemble ?

. Dans un repere orthonormé, représenter graphiquement ’ensemble

1
: R, —— >1}.
{(fﬂ,y) nYER, G5 }

a) A la lecture de 1’énoncé, ne peut-on pas déterminer immédiatement des points du plan comme
n’appartenant pas a ’ensemble ? Si oui, lesquels ?

b) Si Pi(z,y) avec z,y > 0 appartient & l’ensemble, que peut-on dire des points Po(—z,y),
Ps(—x,—y), Py(z,—y) a propos de leur éventuelle appartenance a I’ensemble ?

c¢) Représenter la courbe correspondant a 1’égalité.

d) Quel est le signe de la fraction 5 7 Que peut-on en déduire ?
Y

x? —
1

e) Dans le premier quadrant, hachurer ’ensemble des points correspondants & -5 = L.

72 —
f) Dans une autre couleur, hachurer la(les) région(s) du plan qui correspond(ent) & 1’ensemble
donné. Les points des < bords > sont-ils compris dans ’ensemble ?
. Décrire analytiquement I’ensemble E hachuré suivant, les points du bord étant compris dans ’en-
semble. %

y
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a) Donner les coordonnées cartésiennes des sommets du triangle ABO.

b) Déterminer les équations cartésiennes des droites AB, BO et AO.

c¢) Décrire analytiquement I’ensemble E comme dans les exercices ci-dessus.

d) Quel est ’ensemble de variation des ordonnées des points de E?

e) Si on fixe une valeur quelconque de y dans cet ensemble, quel est 'ensemble de variation des
abscisses des points de E?

f) Donner une description analytique de E autre que celle donnée en ¢) en se servant des deux
items précédents.

g) Quel est 'ensemble de variation des abscisses des points de E 7

h) Si on fixe une valeur quelconque de 2 dans cet ensemble, peut-on donner I’ensemble de variation
des ordonnées des points de E? Si oui, le donner. Si non, que doit-on faire ?

i) Donner une description analytique de E autre que celles données en ¢) et en f) en se servant des
deux items précédents.

. Dans un repere orthonormé, représenter graphiquement les ensembles A et B si

A={(z,y) eER*:2>0, 1-2<y <2, 2°+y* >4} B={(z,y) eR?:x>1, - <y <z}

8

Pour chacun de ces 2 ensembles,

a) déterminer leur ensemble X (respectivement Y') de variation des abscisses (resp. des ordonnées)
b) & abscisse (resp. ordonnée) fixée dans X (resp. Y') donner I’ensemble de variation des ordonnées
(resp. des abscisses) de leurs points

c¢) donner 2 descriptions analytiques en se servant des 2 items précédents.

. Décrire analytiquement ’ensemble borné fermé hachuré suivant en commencant par ’ensemble de

variation des ordonnées puis, & ordonnée fixée, ’ensemble de variation des abscisses.
Faire de méme en commencant par ’ensemble de variation des abscisses.

yY=x+1

10. On donne ’ensemble B suivant. Représenter graphiquement celui-ci en le hachurant.

B = {(z,y) € R? : 2 € [0,27], sin(2z) <y < sin(z)}.
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A préparer AVANT de venir a la répétition

(Lors de la répétition, vous serez interrogé sur ces points de théorie.)

I. Les nombres complexes‘

1. Définir un nombre complexe puis en donner sa notation pratique.
a) les parties réelle et imaginaire

2. Définir b) le conjugué d’un nombre complexe.
¢) le module

3. Dans le plan complexe,
a) quelle est l'interprétation graphique du module d’un nombre complexe ?
b) que dire de la représentation d’'un nombre complexe et de son conjugué ?

4. Que peut-on dire des puissances naturelles de 7 7
. . . . 1
5. Si z est un nombre complexe non nul, comment rendre réel le dénominateur de — ?
z

6. Si z=a+1ib (a,b € R), en donner la forme trigonométrique.
Quel lien peut-on faire avec les coordonnées polaires ?

7. Quelles différences y a-t-il entre la résolution et les solutions d’une équation du second degré dans

R et dans C?

Cette liste concerne essentiellement les nombres complexes; une introduction et les notions fonda-
mentales ont été présentées au cours, de méme que des exercices de base. Il est important de pouvoir
manipuler les liens qui existent entre la trigonométrie et les opérations définies au sein de I’ensemble des

complexes.

Cette liste présente également encore des descriptions d’ensembles, dont la manipulation est réguliere

tout au long de 'année (et aussi dans les années suivantes!)

A résoudre PENDANT la répétition
(et & achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices 1.1(4), 1.3(4) et 1.4(2) seront résolus par l’assistant.

I. Exercices de base sur les nombres complexes‘

1. Déterminer les partie réelle, imaginaire, le conjugué et le module de chacun des complexes ci-
dessous. Représenter ces complexes dans le plan muni d’un repére orthonormé (« X = axe réel > et

< Y= axe imaginaire »)

1 i’

i+1, (—i+1)(—1-29), a1 i1

(1—1d)?

2. Déterminer la forme trigonométrique des complexes suivants et les représenter dans le plan muni

d’un repere orthonormé (« X = axe réel » et « Y= axe imaginaire >)

1
—i, i+1, 5(ﬁ—z’).
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3. On suppose que « est un nombre réel. Déterminer les partie réelle, imaginaire, le conjugué et le
module de chacun des complexes ci-dessous. Représenter ces complexes dans le plan muni d’un
repere orthonormé (« X = axe réel » et <« Y= axe imaginaire ») en supposant que « appartient
a lintervalle [, 7|

1

S S 1+isinl —isi in(2a) — i cos(2a).
s _isma’ (cos1+isinl)(cosa —isine), sin(2a) — icos(2a)

cosa — isina,
4. Résoudre les équations suivantes et représenter les solutions dans le plan muni d’un repere ortho-
normé (<« X = axe réel » et « Y= axe imaginaire »)

(1) 224+8=0 (2)272°+1=0 (3)2°+2=iz (4)2°—2+1+i=0 (5)22—(1-2i)z =1+

1. Dans le plan muni d’un repere orthonormé, on considere le point P; de coordonnées cartésiennes
x1,Y1, telles que 0 < 1 < y1. On fait tourner le vecteur OP; de 30° dans le sens trigonométrique,
en le maintenant 1ié a 'origine O. En fonction des coordonnées de P;, déterminer les coordonnées
cartésiennes de 'extrémité P, du vecteur obtenu apres rotation.

a) Représenter graphiquement la situation.

b) En faisant appel & la trigonométrie, écrire les coordonnées de P; sous une autre forme.
¢) En déduire les coordonnées de Ps.

d) Donner les coordonnées de P, en fonction de x; et y;.

e) Interpréter cet exercice en utilisant les nombres complexes.

2. Représenter graphiquement l’ensemble des complexes z qui vérifient |z — 2| < 1.

3. On donne ’ensemble A suivant du plan. Décrire cet ensemble a I’aide des coordonnées polaires.

A={(z,y) eR*:0< 2 +y* <9,2<0,y< 0} ={2€C:0< |2/ <3,Rz <0,3z <0}
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LISTE 7 :
ELEMENTS DE BASE RELATIFS AUX FONCTIONS

A préparer AVANT de venir a la répétition

(Lors de la répétition, vous serez interrogé sur ces points de théorie.)

’Eléments de base relatifs aux fonctions‘

1. A partir du graphique d’une fonction f : z +— f(z) comment représenter le graphique de
8) i |f(a))
b) h:z— —f(x)
c)i:xz— f(r+a) (envisager a > 0 et a < 0)
d)i:z— f(z)+ a (envisager a > 0 et a < 0)

2. Soit une fonction f. Définir
a) le domaine de définition de f
b) 'image de f
¢) une fonction f paire (respectivement impaire)
d) une fonction f périodique
e) une fonction f injective, surjective, bijective

3. Comment représenter le graphique de la fonction f : z — az? +bx+cotta,b,c€E Ret a #07?

4. a) A quelle condition une fonction admet-elle une fonction inverse ?
b) Si cette condition n’est pas satisfaite, que doit-on faire si on veut quand méme définir une
fonction inverse 7
¢) Si une fonction admet une fonction inverse, définir cette derniere.
d) Que peut-on dire des représentations graphiques de 2 fonctions inverses I'une de l'autre ?

5. Donner le domaine de définition de chacune des fonctions élémentaires.

6. Définir une fonction composée et représenter schématiquement la composition.

Cette liste concerne les éléments de base relatifs aux fonctions d’une variable réelle a valeurs réelles

A résoudre PENDANT la répétition
(et & achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices 2(3), 3(2), 4(g) et 6 seront résolus par l’assistant.

Exercices sur les éléments de base relatifs aux fonctions‘

1. Représenter graphiquement les fonctions données explicitement ci-dessous, toutes définies sur R
(@) =—2®+20+3, fa(z) =|—a"+ 2243

fs(w) = =fi(@),  fa(x) = fi(z = 1), fs(x) = fr(z) +2.

2. Déterminer les domaines de définition, la parité, la périodicité et le graphique des fonctions données
explicitement ci-dessous

fi(z) = cos(mz), folz) = |sin(z)|, f3(z) = cos? (g) , Ja(x) = arcos(z), f5(x) = arcos(cos(z)).
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. Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous, ainsi que leur

image (x est une variable réelle). Dans chaque cas, déterminer la fonction inverse, si elle existe;
au besoin, réduire le domaine de définition pour pouvoir en définir une. Représenter alors f et son
inverse dans le méme repere orthonormé.

R =21, fe) =2 @)=, fi@)=le+2]

. Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous. Dans les cas

(0), (¢), (9) et (h), mentionner de quelles fonctions élémentaires chacune de ces fonctions est la
composée

(a) ma (b) In(—2* -2z +3), () i:; (d) \/\/g7 (€) In(e” — 1)

(f) In (\/ 1+ 22— x) . (g) arcsin(z® — 1), (h) arcotg(In(z))

. Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous et les représenter

graphiquement (uniquement en se servant des symétries et des représentations graphiques de In et
de l'exponentielle).

In(—-z), —Iln (i) , | —In(x)|, —exp(z), exp(z+1), (expz)-+1.

. On donne la fonction f :y — f(y) = g(arcsin(y — 2)) et la fonction g définie sur [0, 2].

a) Déterminer le domaine de définition de f
b) Si elle existe, que vaut I'image de 2 par f sachant que g(0) =3, g(1) =4 et g(2) =77

. a) Déterminer le domaine de définition de f si f : x — f(z) = g(v/5z — 22) et si g est défini sur

[-1,2].
b) Si elle existe, que vaut I'image de J par f sachant que g(1) = =5, g(1) = V3 et g(3) = 27
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LIsTE 8 :

DECOMPOSITION EN FRACTIONS SIMPLES ET
MANIPULATION DES FONCTIONS ELEMENTAIRES

A préparer AVANT de venir a la répétition

(Lors de la répétition, vous serez interrogé sur ces points de théorie.)

’I. Décomposition en fractions simples‘

1. Définir la division de 2 polynomes.

2. Définir
a) fraction rationnelle
b) fraction rationnelle propre
¢) fraction rationnelle simple

3. Quel est le processus & suivre pour décomposer une fraction rationnelle en une somme de fractions
simples 7

’II. Manipulation des fonctions élémentaires

1. Définir les fonctions trigonométriques inverses.

2. Donner la propriété faisant intervenir une somme et un produit
a) pour l'exponentielle
b) pour le logarithme népérien

Cette liste concerne

— les décompositions en fractions simples (utilisées notamment pour la primitivation et le calcul
intégral)

— et toujours . .. les fonctions élémentaires et la manipulation de leurs valeurs et propriétés standards

A résoudre PENDANT la répétition
(et & achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices 1.(3, 6) et II(5) seront résolus par ’assistant.

I. Décomposition en fractions simples‘

Décomposer les fractions rationnelles suivantes en fractions rationnelles simples & coefficients réels.

1 T x3

1) — 2) ———— 3

();v2—430—&—47 ()—x2+2x+3’ ()x?’—i—l

2 +1 2 =2 2

4 , 5) ———, 6

()3JJ+1 ()x2—|—2 ()x(x2—4ac+4)
222 + 4 x3 —2 -2

) ——— 8) —— 9

():133—:102—1—:10—1’ ()x3—m2 ()(x2+1)(x+1)2
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’II. Manipulation des fonctions élémentaires ‘

Si elles sont définies, simplifier les expressions suivantes au maximum

(1) In (cos (g))HH <<sm <4;>)2> ,(2) tg (In(e*7/2)),  (3) exp(3In(2e)), (4) arcsin <‘§> :

(5) arcsin (sin (‘?)) . (6) arctg <é§> (1)t (srctis (5)) (8) ot (tg (47”)) .
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LISTE 9 : LIMITES, CONTINUITE ET DERIVATION

A préparer AVANT de venir a la répétition

(Lors de la répétition, vous serez interrogé sur ces points de théorie)

’I. Limites des valeurs des fonctions ‘

1.

A

Si on calcule la limite d’une fonction

a) en un réel, quelle condition doit-il satisfaire ?

b) & gauche (resp. & droite) d’un réel, quelle condition doit-il satisfaire ?

¢) en l'infini, quelle condition le domaine de définition de la fonction doit-il satisfaire ?

d) Méme question pour une limite en 400 et en —oc.

Si cette condition est satisfaite alors le calcul de la limite peut étre envisagé ; sinon, le calcul n’a
pas de sens. Attention, ce n’est pas parce qu’on peut envisager de calculer une limite que la limite
existe toujours!

Enoncer le théoreme de I’étau pour une limite en un réel ainsi que pour une limite en Uinfini.
Enoncer le théoreme de la limite des fonctions composées.

Qu’appelle-t-on indétermination et quels sont les différents cas d’indétermination ?

Quel est le processus a suivre dans le cas d’un calcul de limite ?

Comment calcule-t-on la limite en —oo (resp. en +00)

a) d’un polynoéme ?

b) d’une fraction rationnelle ?

Comment leve-t-on une indétermination du type “%” dans le cas d’une fraction rationnelle 7

. Continuité et dérivation‘

O

. Quand dit-on qu’une fonction est continue en un point de son domaine ?
. A quelle(s) condition(s) une fonction composée est-elle continue sur un intervalle de R ?
. Donner les domaines de continuité des fonctions élémentaires.
. (a) Quand dit-on qu’une fonction est dérivable en un point de son domaine ?
(b) Que vaut alors sa dérivée en ce point ?

Quelle interprétation graphique peut-on donner de la dérivée d’une fonction en un point de son
domaine de dérivabilité ?

Donner une équation cartésienne de la tangente au graphique de f en son point d’abscisse xg si f
est dérivable en ce point.

7. Quel est le lien entre continuité et dérivabilité ?

oo

10

11

12

. (a) A quelle(s) condition(s) une fonction composée est-elle dérivable sur un intervalle ouvert de R ?
(b) Que vaut alors sa dérivée sur cet intervalle ?
. Donner les domaines de dérivabilité des fonctions élémentaires ainsi que leurs dérivées.
. Donner les énoncés des théoremes de dérivation
(a) d’une combinaison linéaire de fonctions.
(b) d’un produit de 2 fonctions.
(¢) d’un quotient de 2 fonctions.

. Quel est le lien entre la dérivée d’une fonction (resp. sa dérivée seconde) et sa croissance (resp. sa
concavité) ?

. Quel est le processus a suivre pour calculer la dérivée d’une fonction f

(a) en tout point de son domaine de dérivabilité ?
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(b) en un point zy de son domaine de dérivabilité ?

Cette liste concerne les limites et la dérivation des fonctions (et des applications)

Ces notions et leurs propriétés sont utilisées dans de multiples contextes pour la modélisation de
phénomenes et le traitement de ces modeles.

En voici un exemple élémentaire. La loi de chute libre des corps (mise en évidence déja par Galileo
Galilei, 1564-1642, a la fin du XVIeme siecle) affirme que lorsqu’on lache un corps pres de la surface de la
Terre, la distance parcourue est proportionnelle au carré du temps durant lequel on le laisse tomber. Si
on néglige la résistance de ’air, la distance y est donnée par y = 16 ¢2 lorsqu’elle est mesurée en pieds, et
par y = 4,9 t2 lorsqu’elle est mesurée en metres 2. Ainsi, la vitesse moyenne pendant les deux premieres
secondes est

16.22 — 16.0?

5 = 32 pieds par seconde

et la vitesse moyenne entre la premiere et la deuxieme seconde est

16.22 — 16.12

1 = 48 pieds par seconde

Si on s’intéresse plutot a la vitese < instantanée > au temps tg, on est amené a calculer les quotients

16.(to + h)? — 16.12
h

pour des valeurs de h de plus en plus petites. Cela conduit bien sir a la notion de dérivée de la fonction
t— y(t) en tg...

A résoudre PENDANT la répétition
(et a achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices 1.2(c), I.3(5) et I1.3(a,b) seront résolus par ’assistant.

I. Exercices sur les limites des valeurs des fonctions ‘

1. On a

Iim Inx = —o0.
rz—0t

Exprimer mathématiquement explicitement la définition qui < se cache > derriére cette succession
de symboles (qui < résument > en fait la définition) et en donner une interprétation graphique.

2. Se rappeler les limites relatives aux fonctions élémentaires et en déduire les quelques limites sui-
vantes par application du théoreme de la limite des fonctions composées

. 1 . 1 . 1
(@) lim exp (x) ) i <c>mgn;+arctg(m_l).

2. attention donc aux lois trouvées dans diverses références! Prendre garde aux unités de mesure, au SI, etc
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3. Calculer (si possible) les limites suivantes, sans appliquer le théoréme de I’Hospital

i : . Vit
(1) lim (2) Jim (—o*—20) (3) Jim
cotg(z) . 5 . ‘
(4) o0+ sin(3z) (5) IEIPOO (\/1 o4 202 — /222 + 3) (6) mgrzl% In(arctg(z))
2?2 —1 —22% + 5z tg(x)
1 li et T
e ®) = ) 1, 5o
i : . 3z2 — 2x
(10) mgrfoo In(] — z + «|) (11) xgrfoo (In(3z + 2) — In(3x)) (12) EEIPOO T
. . 1 . 1

’II. Continuité et dérivation‘

1. En appliquant la définition, montrer que f : z + 322 + z est dérivable en 1 et donner la valeur de
sa dérivée en ce point.

2. a) On donne des fonctions par les expressions explicites suivantes. En déterminer le domaine de
définition, de continuité, de dérivabilité et en calculer la dérivée premiére.

; 1 1
V3271 (b
(V32241 () == (I35 673

(d)arctg(cos(z))  (e)/sin(2x) (f)sin(cotg(x))

x

(g)eeos®)  (h)e (i) In(z*) () In@@*+z-2) (k)(In(4)* (||

b) Représenter la fonction x — x|z| dans un repére orthonormé.

3. On donne la fonction g dérivable sur | — 1,1] et la fonction f: ¢t — f(t) = g(In(t — 1)).
a) Déterminer le plus grand ouvert dans lequel f est dérivable.
b) Calculer la dérivée de f en fonction de la dérivée de g.
¢) Mémes questions si g est dérivable sur ]0,4[ et si f est la fonction y — f(y) = g(v/y? — 4).
d) Mémes questions si g est dérivable sur ] —g, % {et si f est la fonction a — f(a) = g(arcsin(v/1 — a)).
4. Soit F' : t — F(t) = f(z(t)) avec x(4) = 3, Dz(4) = —2 et (D5 f)(3) = 5. En supposant F
dérivable en 4, que vaut (DF)(4)?
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LisTE 10 :

ETUDE DE FONCTIONS ET
APPLICATION DU THEOREME DE L’HOSPITAL

A préparer AVANT de venir a la répétition

(Lors de la répétition, vous serez interrogé sur ces points de théorie)

’I. Etude d’une fonction‘

1. Etapes d’une étude de fonction :
(a) Déterminer les domaines de définition, de continuité et de dérivabilité.
(b) Examiner si la fonction est paire, impaire, périodique.
Déterminer les zéros de la fonction.
Etudier la fonction aux extrémités du domaine de définition de la fonction (limites, asymptotes).

Etudier la monotonie (étude du signe de la dérivée premiere) et la concavité (étude du signe
de la dérivée seconde) de la fonction.

(f) Construire un tableau reprenant tous les renseignements obtenus ci-dessus.

(g) Représenter le graphique de la fonction sans oublier de mentionner le nom des axes et les unités
sur chacun d’eux.

2. Comment détermine-t-on 'existence ou non d’une asymptote
(a) verticale en un point ?
(b) horizontale en +oo (resp. —oc0) ?
(c) oblique en 400 (resp. —o0) ?

Dans chaque cas, en donner 1’équation cartésienne.

]II. Théoréme de l’Hospital‘

1. (a) Quelles sont les hypotheses & vérifier pour l'application du théoréeme de I'Hospital 7
(b) Si ces hypotheses sont vérifiées, quelle est la these du théoreme de I'Hospital ?
ATTENTION : lors de 'application du théoréme de I’'Hospital,

D
lim f(@) = [T n’entraine pas que lim “—~% =
z—a Dg(z) rz—a g(z)

Cette liste concerne la dérivation des fonctions, et des applications
Elle constitue une suite immédiate de la liste 9.
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A résoudre PENDANT la répétition
(et & achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices I1.1(4, 5 et 12) seront résolus par ’assistant.

1. Etude d’une fonction‘

1. Déterminer une équation cartésienne de la tangente au graphique de la fonction = — cos(z) au
point d’abscisse —7. Représenter cette fonction et cette tangente.

2. Représenter graphiquement les fonctions f1 et fy suivantes

—r—z2+1
2—z

fi(z) =

fo(z) = ze3%,

II. Théoréme de l’Hospital‘

1. Calculer les limites suivantes (dans chaque cas, si ce n’est pas possible ou si elle n’existe pas, en
donner la raison)

2 1 in(2
(1) tim G @ i ot (241) (@) iy T
z—0t x4+ 1 z—+00 x z—0 x
. = . In(1/|x]) . 322 +1
3 5
(4) rlig)lJr z7In \/E (5) xkgloo \/ﬁ (6) mggloc arctg(x2 + 2)
) . In(z—2) . In(a® — 32 —4)
— 2 — —_— e ——
ooy e i D0
. . 1+ cos(z) . tg(x) —sin(x)
J— — 2 — e ———
00t (a2 o) ) () 02 g SO
2
(13) lim — (14) lim ye ¥ (15) Tim @)
us4oo g3t y——o0 =00 | fexp(x?)

2. Une lentille convexe est caractérisée par une distance focale f. Si un objet se trouve a une dis-
tance p de la lentille, son image sera & une distance g liée & p par la relation + = % —+ %. Si la
distance focale vaut 3 cm et que p croit, quelle est la vitesse de variation de ¢ lorsque p vaut 33cm ?

3. Démontrer par récurrence que

eaz

lim — =400
z—+o0 M
avec @ > 0 et n € N en admettant que lim e* = 4o00.3
xr——+00
En déduire que
lim (z"e*) =0.
r—r—00

On résume ces 2 propriétés en disant que “

puissance antagoniste de x”.

a l’infini, la fonction exponentielle domine toute

3. Cette limite sera établie dans le cours ‘Mathématiques générales (partim B)”.
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LISTE 11 :
PRIMITIVATION (1)

A préparer AVANT de venir a la répétition

(Lors de la répétition, vous serez interrogé sur ces points de théorie)

1. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert A de R. Qu’appelle-t-on primitive de f sur A?

2. Donner une condition suffisante pour qu'une fonction admette une primitive.

3. (a) Une fonction primitivable sur un intervalle ouvert de R peut-elle admettre plus d’une primitive ?
(b) Si oui, existe-t-il un lien entre elles ? Lequel ?

4. Quelles sont les primitives immédiates ?

5. Soit G une fonction définie par G(z) = af(x) + bg(z) ol a,b € R et ou f et g sont des fonctions
définies sur un intervalle ouvert I de R.

(a) Quelles sont les conditions pour que G soit primitivable sur I ?
(b) Que vaut alors une primitive de G sur I?

6. Soit G une fonction définie par G(z) = f(z)Dg(z) ou f est une fonction définie sur un intervalle
ouvert I de R et ou g est une fonction dérivable sur I.

(a) Quelles sont les conditions pour que G soit primitivable sur I ?
(b) Que vaut alors une primitive de G sur I ?

7. Soit G une fonction définie par G(z) = f(g(x))Dg(x) ou f est une fonction définie sur un intervalle
J de R et g est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R.

(a) Quelles sont les conditions pour que G soit primitivable sur I ?
(b) Que vaut alors une primitive de G sur I ?
8. Qu’est-ce qu’'un changement de variables 7
9. Citer ’énoncé du théoréeme de primitivation par changement de variables.
10. (a) Quelles sont les différentes techniques de primitivation ?
(b) Dans quel cas applique-t-on chacune d’entre elles ?

11. Quel est le processus a suivre pour calculer une primitive ?

Cette liste concerne les primitives de fonctions.
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A résoudre PENDANT la répétition
(et & achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices 1.(1, 9, 11, 14) et 2.(1) seront résolus par ’assistant.

1. Primitiver les fonctions données explicitement ci-dessous. Dans chaque cas, spécifier l'intervalle
dans lequel on travaille.

(1) v1—2x (2) 23 + xsin(2z) (3) 23 sin(3z4) (4) cos?(3x)

(5) zIn(2z + 1) (6) arcos(z) (7) vz ln(z) (8) (3:0 —4)e~ "
(9) zsin?(3x) (10) zv1 + 322 (11) sin(7z) e*® (12)

(13) =7 W) G 15) ot 16) {5

2. (1) Que vaut la primitive de o — 222 4+ 1 qui prend la valeur 3 en —17?
(2) Que vaut la primitive de y +— cos(3y) qui prend la valeur 2 en 7?7
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LISTE 12 :
PRIMITIVATION (2)

A résoudre PENDANT la répétition
(et a achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices 1.(3, 6) seront résolus par ’assistant.

Primitivation ‘

1. Primitiver les fonctions données explicitement ci-dessous. Dans chaque cas, spécifier les intervalles
dans lesquels on travaille.

In(z) sin®(z) — 1 x?
1= (Q)W (3)zarctg(z)  (4)zln(z?) () eS|
arcsin(2x) 2z —1 z° 222 + 6z — 1 322 — 2z -1
(©) V1 — 4x2 (7)x2 —3x+2 (8)w3 -1 ©) (x2+1)(x 4+ 2) (10) (2 +1)(z +2)

2. Sans effectuer la primitivation, montrer que 1’égalité suivante est correcte et préciser les intervalles
dans lesquels on travaille.

(z —2)°
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LisTE 13
CALCUL INTEGRAL SUR UN ENSEMBLE BORNE FERME

A préparer AVANT de venir a la répétition

(Lors de la répétition, vous serez interrogé sur ces points de théorie)

I. Calcul d’intégrales sur un ensemble borné fermé‘

1. Définir une fonction intégrable sur [a,b], a,b € R.
2. Soit f une fonction définie sur [a,b]. Définir I'intégrale de f sur [a,b], a,b € R.

3. Donner une condition suffisante pour qu’'une fonction soit intégrable sur un intervalle borné fermé
de R.

4. Comment les primitives permettent-elles de calculer une intégrale ?

5. Citer I’énoncé du théoreme d’intégration par variation de primitives

’ II. Calcul d’aires

Quelle est l'interprétation graphique de l'intégrale d’une fonction continue positive (resp. négative) sur
un intervalle borné fermé de R ?

Cette liste concerne l'intégration de fonctions d’une variable réelle

Cette notion et ses propriétés sont utilisées dans de multiples contextes pour la modélisation de
phénomenes et le traitement de ces modeles.

En voici un exemple élémentaire. On suppose que T' = f(t) est la température relevée au temps ¢
dans une station météo. La station effectue des mesures toutes les heures, durant 24h. Pour avoir une
idée de la température pour un jour donné, on peut bien str prendre par exemple six températures dans
des intervalles de temps de 4h, a savoir T7 = f(4), To = f(8), T3 = f(12), Ty = f(16), Ts = f(20), Ts =
f(24) et en chercher la moyenne

T+ To+T5+T,+T5+Ts
5 )

Tmoyen =

Cette fagon de procéder peut ne pas refléter de maniere satisfaisante ce qui s’est vraiment passé car il est
bien sur possible que de breves perturbations se produisent dans un laps de temps qui n’est pas pris en
compte par nos calculs (par exemple orage soudain entre Ty et T3).

La fonction < température » étant continue, il semble raisonnable de définir la valeur moyenne de
cette température en prenant une < limite de moyennes quand le nombre d’échantillons devient grand .
Une définition correcte de ce processus consiste ainsi a définir

Tmoyen = lim Z f

n—+oco N

out; =j %. En posant tg = 0, on a donc

Tmoyen = lim Z f -7 lim Z (t]) = ﬂ f(t) dt

n—+oo n 24 n—-+oo



o0 CHAPITRE 2. LISTES D’EXERCICES 2015-2016 PARTIM A

A résoudre PENDANT la répétition
(et & achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices 1.1(a), 1.2(2, 12) et II.1 seront résolus par ’assistant.

’I. Calcul d’intégrales sur un ensemble borné fermé‘

1. Soit @ > 0. Démontrer et interpréter graphiquement que
a a
| sz
0

(a) si f est une fonction continue et paire sur [—a, a], alors flx)dx =2
—a

a
(b) si f est une fonction continue et impaire sur [—a, a], alors f(z)dz =0
—a

2. Calculer les intégrales suivantes (si c¢’est possible)

1
T

(1) /1(x2—|—2x) do (2)/ ze® da (3) /_lee_zdx

-2 -1

(4) /52 m dx (5) /7;:3 sin?(z) da (6) /;:3 cotg?(x) dx

(7) /07r rsin’(x) dr (8) /077/2 cos(z) sin®(z) dx 9) /_41 ii; dx

2v/3 1

1 V3
(10)/ arctg(x) dx (11)/ mdm (12)/0 ﬁdw

—1 -2

II. Calcul d’aires ‘

1. Calculer 'aire de la partie du plan dont une description analytique est la suivante

5
{(x,y) tx € [Z’éﬂ ,2yeR et cosz <y < sin(2x)}.

Donner aussi une représentation graphique de cet ensemble.

2. Calculer 'aire de la partie du plan dont une description analytique est la suivante
{(J:,y) cxe[-21),yelz—1,1 —xz]}.

Donner aussi une représentation graphique de cet ensemble.
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LisTE 14 :

CALCUL INTEGRAL SUR UN ENSEMBLE NON BORNE FERME

A préparer AVANT de venir a la répétition

(Lors de la répétition, vous serez interrogé sur ces points de théorie)

’Calcul d’intégrales sur un ensemble non borné fermé‘

1. Soit f une fonction continue sur lintervalle [a,b] de R, a,b € R ( ou b = +00).
(a) Donner la définition de I'intégrabilité de f sur [a, b].
(b) Que devient-elle si f est positive (resp. négative) sur [a, b[?
(¢) Donner la définition de I'intégrale de f sur [a,b[ si f y est intégrable.

2. Soit s € R. Quand la fontion f définie par f(x) = 1/2° est-elle intégrable sur ]0,1] (resp. sur
[1,400[) ?
3. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b[, a,b € R ( ou b = +00).
(a) Citer le(s) critere(s) d’intégrabilité pouvant étre utilisé(s) pour prouver I'intégrabilité de f sur
[a ]
— lorsque b € R
— lorsque b = +o00
(b) Citer le(s) critere(s) pouvant étre utilisé(s) pour prouver la non intégrabilité de f sur [a, b]
— lorsque b € R
— lorsque b = +o00
4. Quels sont les principales techniques d’intégration ?
Citer ’énoncé du théoreme d’intégration
(a) par parties.

(b) par changement de variables.

Cette liste concerne l'intégration de fonctions d’une variable réelle
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A résoudre PENDANT la répétition
(et & achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices (3), (5), (7) et (9) seront résolus par l’assistant.

Calcul d’intégrales sur un ensemble non borné fermé‘

Calculer les intégrales suivantes (si c’est possible)

2,0 0 ,

(1) /0 7z dz (2) /_1111(95 ) dx
e 0

@) [ wel)) ds W [ gapde
+oo 1 +oo 1

© [ g © [ amry
oo 1 -2 1

@ / proa ® /_w proa e

w/3 +o0
(9) / cos(2x) €” dx (10) / r e dx
0

— 0o
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LisTE 15 :

CALCUL INTEGRAL

A préparer AVANT de venir a la répétition

(Lors de la répétition, vous serez interrogé sur ces points de théorie)

Divers

Soit un réel z pour lequel tg(x/2) existe. Déterminer I’expression de sin(x) et de cos(z) en fonction de
tg(z/2)

A résoudre PENDANT la répétition
(et & achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices I (5,6) et II (2,3) seront résolus par ’assistant.

I. Intégrabilité |

Justifier 'intégrabilité éventuelle des intégrales suivantes

0 1 1 T T 1
o [m z2+1 de @) /0 V1 — x2 e ) /0 cos?(z) + 2sin’(z) da

w/2 +o0 e +o00
(4) /O ta(x) d (5)/0 o dr (6) /O ze~Tsin(x) dz

II. Calcul d’intégrales‘

Si elles existent, déterminer la valeur des intégrales suivantes et simplifier votre réponse au maximum

(1) /0 ta(x) dz, @) /1+00“1dx.

—71'/4 .’L‘S‘f‘fL'
1 %
(3) / Inz dz, (4) / — In*(x) da,
0 1 r
1 +oo 1
(5) / arcsin(z) dz, (6) / 2ot ™

III. Divers

En cartographie, sur une carte de Mercator, ’ordonnée d’un point proche de I’équateur et dont la latitude

y(p) =R /0 ’ Cosl(u) du

est o € ] — 7, B[, est donnée par
o T

=& (e (5+7)])-
y(®) n{jtg(5+ 7

Montrer que
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LISTE 16 :
EQUATIONS DIFFERENTIELLES (1" PARTIE)

A préparer AVANT de venir a la répétition

(Lors de la répétition, vous serez interrogé sur ces points de théorie)

1) Définir une EDLCC* d’ordre 1.

2) Donner I’équation homogene associée & cette équation.

3) Donner I’équation caractéristique associée a cette équation homogene.
4) Donner l’ensemble des fonctions solutions de I’équation homogene.

5) De combien de constantes arbitraires les solutions dépendent-elles ?
6) Répondre aux mémes questions pour une EDLCC d’ordre 2.

Cette liste concerne
— les équations différentielles

Les équations différentielles sont utilisées dans de multiples contextes pour la modélisation de phénomenes
et le traitement de ces modeles. En voici un exemple.

Soient x et y les tailles de deux organes d’un méme animal (considérées comme fonction du temps).
Les données empiriques montrent que les taux de croissance spécifiques, a savoir

ldx 1 1dy 1
—— = —Dyx(t t — —= =—-Dyy(t
Td 7 rx(t) e v dt g 1y(t)

peuvent étre considérés comme approximativement proportionnels. Cela signifie qu’il existe une constante
non nulle k telle que

1 dy 1 dz
- = =k- — 1
y dt r dt (1)
En considérant que y est fonction de x, en utilisant la dérivation des fonctions de fonctions et en supposant
que % n’est pas nul, on a
dy dy dx
dt  dzx dt
donc (1) devient
dy .,y
— =k= 2
dx x @)

Cette équation est < & second membre séparé > et aussi < linéaire > ; elle peut étre résolue par des
méthodes directes (qui sont notamment présentées dans les notes de cours). Sa solution générale s’écrit

y=Cz¥

pour une certaine constante C' (on parle de relation < allométrique ).

Il existe de nombreux types d’équations différentielles. Les méthodes de résolution ne sont pas tou-
jours évidentes ni aisées a manipuler, sauf dans le cas des équations différentielles linéaires a coeffcients
constants. 11 est donc tres important d’étre capable de les reconnaitre.

Tout ceci est abondamment illustré notamment dans les notes, ot une attention toute particuliere est
accordée également & ’évolution des populations (en présence ou non de facteurs limitants).

4. abréviation pour“équation différentielle linéaire a coefficients constants”



95

A résoudre PENDANT la répétition
(et & achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices I (1, 3) et II (1) seront résolus par ’assistant.

’ I. Quelques manipulations ‘

1. Si I'équation différentielle (D;y)? = 2y admet 2 solutions distinctes non nulles, peut-on affirmer
qu’une combinaison linéaire de ces solutions est encore solution de cette équation ?

(Dey)? = 12(y + 1)
2. Montrer que la fonction g(t) = 3t — 6t + 2, t € R, vérifie le systeme { y(0) = 2
y(2) =2

d
S ]07 g [, vérifie I’équation 0%y +y?=—1.

1
3. Montrer que® la fonction g¢(t) = cotg(t) — —— 7
S

in(t)

4. Montrer que la fonction u : = — C1e“?®, = € R, C; et Cy étant des constantes complexes
arbitraires, vérifie 'équation différentielle v(x)D?*v(z) — (Dv(z))? = 0.

1 T
5. Montrer que la fonction x — tger + ——, = € ]O, 3 [, vérifie I’équation différentielle
cos

2Df — f2 =1.

II. Equations différentielles, résolutions‘

Résoudre les équations différentielles suivantes, en spécifiant dans quel intervalle on travaille
1) ADf(x) +2if(@) =0 2)D2f(t) = 2f(2)
3)D?f(u) =0 4) D*f(x) + Df(x) — 2f(z) =0

5) 4D*f(z) — f(x) =0 6) D*f(x)+ f(x) =0

2
5. Les dérivées premiere et seconde de f(z), = € I s’écrivent parfois %, jz—é
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LISTE 17 :
EQUATIONS DIFFERENTIELLES (2™ PARTIE)

A préparer AVANT de venir a la répétition

(Lors de la répétition, vous serez interrogé sur ces points de théorie)

1. Quelle est la forme générale de toute solution d’'une EDLCC?

2. a) Qu’appelle-t-on “méthode des exponentielles polynomes” ?
b) Comment détermine-t-on une solution particuliére dans ce cas pour une équation d’ordre 1
(resp. d’ordre 2)?
¢) Si le second membre n’est pas une exponentielle polynéme, quels cas particuliers peut-on envi-
sager pour quand méme utiliser cette méthode ?

3. a) Qu'appelle-t-on “méthode de variation des constantes” ?
b) Comment détermine-t-on une solution particuliere dans ce cas pour une équation d’ordre 1
(resp. d’ordre 2) ?

4. Quel est le processus a suivre pour résoudre une EDLCC?

Cette liste concerne les équations différentielles

A résoudre PENDANT la répétition
(et & achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices 1.1(3 - 4 - 5) seront résolu par ’assistant.

I. Equations différentielles, résolutions‘

1. Résoudre les équations différentielles suivantes, en spécifiant dans quel intervalle on travaille
1) D*f(z) + Df(x) — 2f(z) = e® + 422e%* + 1

2) 4D f(2) ~ f(2) = cos’a — §
3) D2f(2) + f(z) = w e

4) D2f(z) +2Df(x) + f(z) = (2 + cosx)e ™

5) Df(x) = f(z) =

1—e®

6) Df(x) —2f(x) = 1——

2. Dans certaines conditions, la température de surface y(t) d'un objet change au cours du temps
selon un < taux > proportionnel a la différence entre la température de ’objet et celle du milieu
ambiant, que 'on suppose constante et que ’on note yy. On obtient ainsi I’équation différentielle

Dy(t) = k(y(t) — yo)
ou k est une constante strictement négative. Cette équation est appelée < Newton’s law of co-
oling > et elle est utilisée notamment pour déterminer le temps entre la mort d’un individu et la
découverte de son corps.
Résoudre cette équation et montrer alors que la température de I'objet se rapproche de la température
ambiante au fur et & mesure que le temps passe.
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LISTE 18
EQUATIONS DIFFERENTIELLES (3™ PARTIE)

Cette liste concerne
— les équations différentielles

A résoudre PENDANT la répétition
(et & achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices I (4) et II. 2 seront résolus par l’assistant.

’ I. Equations différentielles, résolutions ‘

Déterminer I’ensemble des solutions des équations différentielles

(1) D*f(z) = f(x) =1+ 22, (2) 9D*f(x) — Df(z) =1
(3) D?f(x) — Af(x) = 1 + 2%, (4) D?f(x) +4f(z) = sin(4x)

II. Equations différentielles linéaires a coefficients constants, du second ordre,
avec conditions initiales

1. Résoudre le systeme suivant, en spécifiant dans quel intervalle on travaille

4D f

f@)+ flz) =2+ +2
f(0)=0
Df(0) =2

2. Résoudre I’équation différentielle suivante en précisant I'intervalle sur lequel on travaille.
2D*f(z) + Df(z) = 2=

Déterminer ensuite la solution qui vaut 1 en 1 et dont la dérivée premiere vaut 0 en 1.

III. Divers

1. Depuis un recensement de la population d’un pays, on constate que la vitesse d’accroissement de la
population est, & tout instant, proportionnelle au nombre d’habitants & cet instant. Apres combien
de temps depuis ce recensement, cette population sera-t-elle triple sachant qu’elle a doublé en 50
ans?

2. La vitesse initiale d’une balle roulant sur un sol horizontal est de 10 m/s. Vu les frottements,
la vitesse décroit avec un taux constant de 2 m/s?. Quand la balle sera arrétée, quelle distance
aura-t-elle parcourue depuis son point de départ ?

3. Déterminer la valeur de la constante ¢ de telle sorte que la fonction f(r) = 322, z € R soit une

solution de I’équation différentielle
dy\* | dy
- = —y=0
¢ (dx) e dz Y
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4. Soit L la longueur d’un pendule et soit T sa période d’oscillation. Si les oscillations sont petites
et si le pendule n’est soumis a aucune force autre que la gravité, alors un modele liant 7" et L est
I’équation différentielle

dIr T

dL 2L’
Montrer que cela implique que la période T est proportionnelle a la racine carrée de la longueur
L.



Chapitre 3
Révisions

3.1 Exercices de base sur le chapitre 1 (partie A)

Dans cette section figurent quelques exercices de base (dont il a été question durant les années
académiques mentionnées).

Dans tout ce qui suit, sauf mention du contraire, x est I’inconnue réelle.

Liste 2002/2003

1. Résoudre les équations suivantes.

1) 3¢+ = —4x 3) (20 —1)2 = (—x +3)2
2) 222 + 52 -3 =0 ) |le—=2|=|—z+1]

2. Résoudre les inéquations suivantes.

1) 222 + 52 —3<0

4) 2z +1] >3
2x+1 - 5) |z|(z+1) > —x+2
3)0 <1
) 0< 20 —1 —

3. Calculer

V(=42 Y/(=8)2, V4z2, V83, /—8a3.
4. Ecrire les sommes suivantes a ’aide d’un symbole sommatoire.

14+3+5+7+9+11+13+15, 3-—9+ 27— 81+ 243.

100 9

ot

. Que vaut le coefficient du terme en 227 dans le développement de (1 — )

(=)

. Les ensembles suivants admettent-ils une borne inférieure, supérieure ? Si oui, que vaut-elle 7 Est-

elle réalisée ?
—1)m
[1,\/5[, {(m) :mGNO}, {

7. Pouvoir déterminer les composantes de vecteurs d’aprés une représentation graphique. Pouvoir
représenter des vecteurs dont on donne les composantes. Voici un exemple.

W:meNo}, [0,\/3]0(@

Déterminer (approximativement) les composantes de Z dans la base , .

59
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10.

11.

12.

13.

CHAPITRE 3. REVISIONS

7
U
\ X

-
T

Dans une base non orthogonale (resp. une base orthonormée) , ¥, représenter le vecteur de com-
posantes (2, —1) et le vecteur — + 1.

a) Déterminer I’équation cartésienne de la droite d, paralléle & la droite d’ d’équation 3z +y—1 =
0 et passant par le point A de coordonnées (2,3). Représenter ces droites dans un repére non
orthogonal puis dans un repeére orthonormé.

b) Déterminer I’équation cartésienne de la droite d, orthogonale & la droite d’ d’équation 3z +
y — 1 =0 et passant par le point A de coordonnées (2, 3). Représenter ces droites dans un repére
orthonormé.

¢) Déterminer I’équation cartésienne de la droite d passant par le point A de coordonnées (1,2) et

le point B de coordonnées (2,1). Méme question mais avec A(1,2) et B(1,3).

Déterminer les parties réelle et imaginaire, le module et le conjugué de chacun des complexes
suivants.
1 20+1 2141
'7 ) (—1 3 ) . ) . -
vy R, |

QCM (cf exemples d’énoncés dans ce qui suit).

Représenter graphiquement les ensembles suivants

(v,2%) : x €R}
(z,y) : =,y € Ra® =y}

(,y) + z,y R, |x[+ [yl =1}
(r,y) : v,yeRx+y<leta?+y?>1}

-
-

Représenter graphiquement 1’ensemble fermé des points du plan borné par le demi cercle centré a
l'origine et de rayon 1, par la représentation graphique de {(x,y) € R? : y = 22} et qui ont une
ordonnée positive.

Décrire analytiquement les ensembles fermés hachurés suivants
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Y

'

cercle

-

parabole

Liste 2003/2004

1. Résoudre les équations suivantes.

1) —2z4+1=-3 3) (x —1)2 = (—2x + 3)2 5) z|z|® = 2?
2) 223 + 522 — 32 =0 H|z+2=|—z+1] 6) z|z|+2x+1=0

2. Résoudre les inéquations suivantes.

1)—224+3>0 1 1

7) Jal(-2+2) < |2 + 2

3 2 _ <

2 — 3z +2
3)W§0 6) |z —3| <2 9 |z—1lz>—-xz+4

3. Calculer

V92 V3R Vair Vard, VelR Vst
4. Ecrire les sommes suivantes a ’aide d’un symbole sommatoire.
1-243-44+5-64+7, 3—-9427—81+243.
5. Que vaut le coefficient du terme en 227 dans le développement de (1 — x)5° ?

6. Les ensembles suivants admettent-ils une borne inférieure, supérieure 7 Si oui, que vaut-elle 7 Est-
elle réalisée 7

N, Q, {(_1)2m :mENo}, {1nllzm€N0}, [—é,\@]n@.

m2

7. Dans le plan, pouvoir déterminer les composantes de vecteurs d’apres une représentation graphique.
Pouvoir représenter des vecteurs dont on donne les composantes.

8. On se place dans le plan muni d’un repere orthonormé. On demande
- I’équation de la droite passant par le point de coordonnées (1,2) et orthogonale & la droite
d’équation 2y + 3x +4 =0,
- des équations paramétriques de la droite d’équation 2y + 3z +4 = 0,
- Péquation cartésienne de la droite passant par les points de coordonnées (1,2) et (—2,3). Méme
question mais avec les points de coordonnées (2,2) et (2,—7).

9. Déterminer les parties réelle et imaginaire, le module et le conjugué de chacun des complexes
suivants.

2%+1  2i+1 5 1 1 ~3i+ 1

1
. - '_' 3 y —
1, i7 7/( 1+ )) 2Z*1’ *224‘17 1, i47 7'1,4’1) i—1
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10. Résoudre les équations suivantes dans C :

11

12

13

14.

15.

2iz+3=0, 2244=0, 224z+1=0.

. Représenter graphiquement les ensembles suivants

{(z,1-22) : z€R} {(z,y) : z,y e R,z? + 22 +y?> <0}
{(@,y) + zy eR |z + |yl < 1} {(,y) : vy eRa+y<leta®+y>>1}

. Représenter graphiquement l’ensemble des points du plan situés a l'intérieur du cercle centré au
point de coordonnées (0, 1), de rayon 2, et dont ’ordonnée est plus grande ou égale au carré de
I’abscisse.

. Décrire analytiquement les ensembles hachurés suivants (dans le premier graphique, I’équation de
la courbe est xy = 1 et cette courbe fait partie de ’ensemble)

T
10

=

M

7

0

€ ] 1wy

Résoudre les systemes suivants

1){2m—3y20 2){x—2y:1 3){x—2y—|—z=1 4) l;;xay_jjgl
—dzx 46y =1 —4dzr+6y =1 —dz4+2=0 r4y+z=0
QCM

(a)

En électricité, on trouve la formule % =

+ %. Alors la valeur de a est
a=R-b0 a=2%0 a=2L0 a=F

1
* b
===0 a= R—RD aucune réponse corrected

R+b R—b b—
(b) Si a est un réel, alors va* vaut toujours a0 —ad +aO aucune réponse corrected
(c) Sia est unréel, alors v/—a? vaut toujours a0  —a30  4a30  aucune réponse corrected

L’ensemble des solutions de I'inéquation |z|? < |z|? est I'ensemble

[-1,1[0 {zeR:|z|<1}0 ]-1,1\{0}0 ]—o00,1[0  aucune réponse correcteld

La valeur absolue de la différence entre deux réels est toujours

inférieure ou égale a la différence entre les valeurs absolues de ces réelsO

supérieure ou égale a la valeur absolue de la somme entre ces réelsO

supérieure ou égale a la valeur absolue de la différence entre les valeurs absolues de ces réelsO
supérieure ou égale a la moitié du produit entre ces réelsO

aucune réponse correctel

L’ensemble ZN] — 00, /2|

admet une borne inférieure réalisée et une borne supérieure réalisée O

admet une borne inférieure réalisée et une borne supérieure non réaliséed
n’admet pas de borne inférieure mais bien une borne supérieure non réaliséed
n’admet pas de borne inférieure mais bien une borne supérieure réaliséed
aucune proposition correcte

Le carré d’un nombre complexe est toujours un nombre positif0  un nombre négatiftd
un nombre imaginaire purd  aucune réponse corrected
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(h) La partie réelle du produit de deux nombres complexes est toujours égale
au produit des parties réelles de ces nombresO
a la somme des parties réelles de ces nombresO
a la somme de la partie réelle de I'un et de la partie imaginaire de 'autred
au produit de la partie réelle de I'un et de la partie imaginaire de 'autred
aucune réponse correctel

(i) Le conjugué du complexe 777 est ijr—illil #H a ﬁﬂ aucune réponse correcte]
(j) Dans le plan muni d’un repere, une droite a toujours une équation cartésienne du type
Yy=mr+p Vrai  FauxO
Liste 2004/2005
1. Résoudre les équations suivantes.
1 1 1 3 9
1)—§x—|—1:—§x N4’ —xz=0 3)(-2z+1)*=22-1 4) 2¢4+ 1| =] -z
2. Résoudre les inéquations suivantes.
2
LN 3) 22— 3] < 2 5) o — 2% =2
20 4+4  —x+2
1 1
2) 42% < 2t 4 |z = V2| (@ +v2) < o] 6)|—x—|—1|<x2+x—2

3. Calculer \/(=13)%4,  /(=1)3, V82, /=275, /(—z)3, |23, |—=at|, |-—22°.
4. Ecrire les sommes suivantes a ’aide d’un symbole sommatoire.

1 1 1
=1+22+33+4%4+5° =1—=4-—=-.
51 +2°4+3°+4%+5°, s 2+3 1

Calculer les sommes suivantes (r est un réel donné)

5. Que vaut le coefficient du terme en !%° dans le développement de (22 — )0 ?

6. Les ensembles suivants admettent-ils une borne inférieure, supérieure 7 Si oui, que vaut-elle 7 Est-
elle réalisée 7

{In|:neZ}, N, {(_;L)m :meNo}, {1—1 : mENO}, [—V3,0]N Q.

m2

7. Dans le plan, pouvoir déterminer les composantes de vecteurs d’apres une représentation graphique.
Pouvoir représenter des vecteurs dont on donne les composantes.

8. On se place dans le plan muni d’un repere orthonormé. On demande
- Iéquation de la droite passant par le point de coordonnées (—1,0) et orthogonale & la droite
d’équation y — 3z +4 =0,
- des équations paramétriques de la droite d’équation 2x + 3y +4 = 0,
- ’équation cartésienne de la droite passant par les points de coordonnées (—1,2) et (2,3). Méme
question mais avec les points de coordonnées (2,2) et (0, 2).

9. Représenter graphiquement les ensembles suivants
{(z,2v1—2?) : ze[-1,1]} {(z,y) : zyeR ;1 <1}

{(z,y) : 2,y eR, |z —y[ <1} {(z,y) : v,y e Rx+y<0eta®+2z+y> >3}
{(@,y) 2,y € Ryzy > 1} {(V1+2,t):teR}
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10.

11.

12.

13.

14.
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On se place dans un repéere orthonormé. Représenter graphiquement 1’ensemble des points du plan

situés & l'intérieur de Dellipse centrée & 1'origine, dont les foyers, distants de 2v/3 unités, sont sur
I’axe Y et dont ’excentricité vaut @,
(1,0) et de rayon 1. Donner aussi une description analytique de cet ensemble.

Décrire analytiquement I’ensemble hachuré suivant

A
2
g T g
Résoudre les systemes suivants
1){2y—3x:0 2){y—2x:1 3){y—2x+z:1 2 y_;ﬁ:jgl
—4y+6x =1 —4y+6x =1 —4dy+2=0 Thy+z=0

QCM

(a) Le cube d’un réel non nul et de son opposé sont toujours égaux. Vrai O Faux O
(b) Sir est un réel, alors v/(—r)8 vaut 20 —r20  #£r?0  aucune réponse correctel

(c) L’ensemble des solutions de I'inéquation |z|? < |z|? est 'ensemble

[-1,1[0 {zeR:|z|<1}0 ]-1,1\{0}O0 ]J—o00,1[3  aucune réponse corrected
(d) La valeur absolue de la somme entre deux réels est toujours

inférieure ou égale a la différence entre les valeurs absolues de ces réelsO

inférieure ou égale a la somme entre les valeurs absolues de ces réelsC

supérieure ou égale a la somme entre les valeurs absolues de ces réelsO

supérieure ou égale a la moitié du produit entre ces réelsO

aucune réponse corrected]

(e) Etant donné deux vecteurs non nuls, tout autre vecteur du plan peut se décomposer de maniére
unique comme combinaison linéaire de ceux-ci VraiO FauxO

A proposer aux étudiants.

— Exprimer mathématiquement la question (d) du QCM ci-dessus.

— Exprimer mathématiquement que ’addition des vecteurs est une opération associative.
— Soient un réel strictement positif r et un réel y.

a) Si & désigne un autre réel, exprimer mathématiquement que la distance de x & y est inférieure

ou égale a r.

b) Sous forme d’intervalle, décrire ’ensemble des réels dont la distance & y est inférieure ou

égale a r.
— Soient les réels a,b. On considere les inégalités

(1)a? < b? (2)a <.

Répondre par vrai ou faux & chacune des questions suivantes et justifier votre réponse.

— Quels que soient a, b, 'inégalité (1) est une condition suffisante pour que I'inégalité (2) soit

vraie

— Quels que soient a, b, I'inégalité (1) est une condition nécessaire pour que l'inégalité (2) soit

vraie

— Quels que soient a, b, 'inégalité (2) est une condition suffisante pour que I'inégalité (1) soit

vraie

et a extérieur du cercle centré au point de coordonnées
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— Quels que soient a, b, 'inégalité (2) est une condition nécessaire pour que 'inégalité (1) soit

vraie

— Quels que soient a, b, les deux inégalités sont équivalentes.

15. Déterminer les parties réelle et imaginaire, le module et le conjugué de chacun des complexes

suivants.

i+1, (144)2

(20 + 1)(—i + 3),

21 +1
141

16. Résoudre les équations suivantes dans C et en représenter les solutions :

iz +1=0,

3.2 Résolution des exercices de la “liste type 2002/2003”

Exercice 1

422 +1=0,

22— 241=0.

1. Puisque tout terme qui change de membre change de signe, on a

1
3x—|—§:—4z<:>3z+4x:—%<:>7x:—g<:>x:—§.

La solution de cette équation est donc —

1

3

2. Calculons A =52 —4.2.(=3) =49 > 0; des lors, on a

w_—5+7
T4

ouxr

4

57

1
Sr=-ouzx=-—3.

2

L’ensemble des solutions de cette équation est S = {—3,1/2}.

3. L’équation donnée est équivalente a (2x — 1)2 — (—x + 3)2 = 0. Le premier membre étant une
différence de deux carrés, on peut le factoriser; on a alors

(2x—1)+(—$—|—3)} {(23@—1)—(—564—3) =0< (z+2)3x—4)=0

sr+2=00u3z—-4=0cz=-20uz =2

3

L’ensemble des solutions de cette équation est S = {—2,4/3}.

4. Vu la définition de la valeur absolue d’un réel, notons que

o] = |b|<:>{

Ainsi,

3
|:z:72\:|fx+1|@x—2:79:+1oux72:7(793+1)¢>2:17:30u0x:1¢>x:5,

la seconde équation étant impossible. La solution de cette équation est %

Exercice 2

a = b si a et b sont de méme signe
a = —bsi a et b sont de signes différents.

1. Les zéros du trinome 222 + 5z — 3 sont —3 et 1 (cfr exercice 1(2)). Comme le coefficient de 22 est
positif, le trindme est négatif pour les valeurs de x comprises entre —3 et % Ainsi, 'ensemble des

solutions est S = [-3, 1].

2. Pour résoudre cette inéquation, il faut étudier le signe de la fraction en déterminant le signe de
chaque facteur; on applique ensuite la regle des signes pour un produit.

(z —1)(2z +3)°

Si f(x) = 50 11 , alors on a
@ ~3/2 ~1/2 1

z—1 | =] = [=| = | =0+
2e4+3)3 || 0 |[+] + |[+|+|+
2r+1 | — — — 0 + 1+ |+
f@y =] 0o [+] & |-]0]+

_3

2

L’ensemble des solutions de cette inéquation est S = |

)

%[U [1, 400
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3. L’inéquation donnée est équivalente au systeme { -

. Puisque |2z + 1| = {

CHAPITRE 3. REVISIONS

>0

2z—1
2zx—1 S 1

. Résolvons séparément chacune de

ces inéquations.

Pour la premiere, on peut représenter le signe de la fraction par

T ‘ 0 1/2
] ‘ + 0 - # +
L’ensemble des solutions est donc Sy =] — 0o, 0[U |5, +00|.

Pour résoudre la seconde inéquation, on doit ramener tous les termes dans un méme membre puis
factoriser, ce qui donne successivement

x r—2x+1 —x+1
—1< — < <0.
20 — 1 s0e 20 -1 — <:>2x—170
Une étude du signe de la fraction montre que
T \ 1/2 1
Y T T >
2z—1 ‘ - ﬂ + 0 -
Ainsi, ensemble des solutions est Sy =] — oo, 1[U [1, +ool.

Des lors, I’ensemble des solutions du systéme s’obtient en prenant les valeurs de  communes a Sy
et Sy, donc en déterminant I'intersection de ces deux ensembles. On a

S=5 N5 :}*O0,0[U[L#*OO[.
20 +1si2x+1>0
—2r—1si2x+1<0 "’

2m+1>3six2—%
—2x—1>3siac<—% )

I'inéquation donnée est équivalente &

Ainsi, siz > —1/2,on a 2z > 2 < x > 1 et Pensemble des solutions est S; =]1, +o00[; six < —1/2,
ona —2r >4 < x < —2, ce qui donne comme ensemble de solutions Sy =] — 00, —2].
Des lors, ’ensemble des solutions de I'inéquation donnée est

S =5 U5, :] — 00, —2[U]1,—|—oo[.

. Vu la définition de la valeur absolue de z, I'inéquation est équivalente a

z(x+1)>—x+2siz>0 (1)
—z(z+1)>—z+2siz<0 (2)

Résolvons I'inéquation (1) :ona z?2+z+2—2> 0« 22+22—2 >0, et comme A =4—4.(-2) =
12, les zéros du trinéme 22 + 2 — 2 sont donnés par %ﬁ =—14++3 et *2%2\/5 =—-1-—+/3.
L’étude du signe du trindbme montre que

x | -1-V3 —1+v3

T

x2+2x—2‘ + 0 — 6 +

et puisque z > 0, I'ensemble des solutions de (1) est S; = [—1 + /3, +0c0].

Envisageons & présent I'inéquation (2) :ona —2? —z+2—2>0 < 22+ 2 <0, inéquation
impossible; elle n’est, en effet, vérifiée par aucune valeur réelle de = et donc S = ¢. Ainsi,
I’ensemble des solutions est

S =5 =[-143,+o0].
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Exercice 3
— AP =] -4 =4
— YRR = (Y8)2 = (—2)2 =4
— Vdx? = |2z| = 2|z
— /83 =2z
— V/—8x3 = -2z
Exercice 4
La notation n’étant pas unique, nous donnerons ici une des solutions possibles.

La premiere expression est la somme des naturels impairs de 1 a 15 inclus. Comme tout naturel impair
peut toujours étre considéré comme un multiple de 2 auquel on ajoute 1, la somme donnée peut s’écrire

sous la forme
7
> (2k+1).
k=0

La deuxieme expression est une somme de termes, alternativement positifs et négatifs, de puissances de
3 qu’on peut noter sous la forme 3. Pour que les termes de la somme aient des signes qui alternent, on
multipliera chaque puissance de 3 par une puissance de (—1). Ainsi, la somme donnée peut s’écrire

5
Z (_1)k+1 3k.

k=1
Exercice 5
Vu la formule du binéme de Newton, on a
10 100 100
(1— )i — {H(m)] =3 Chyy (—a)f 1190 =37 Gl (—1)F
k=0 k=0

Le coefficient du terme en 227 est donné par C,, (—1)* pour k = 27; ce coefficient vaut donc —C%7.

Exercice 6

— L’ensemble [1,1/3] admet 1 comme borne inférieure et /3 comme borne supérieure; la borne
inférieure est réalisée puisque c’est un élément de I’ensemble donné tandis que la borne supérieure
ne l'est pas.

— Considérons I’ensemble {( D™ . m e NO} ={-1,4,-3,1,...}. Cet ensemble est borné inférieure-
ment par —1 et superleurement par 7, les bornes étant reahsees

— Soit {ﬁ :m € No}p = {%, %, %7 75,1 Cet ensemble est borné inférieurement par 0 (borne
non réalisée) et supérieurement par % (borne réalisée).

— L’ensemble [0, \/3] N Q est constitué de tous les nombres rationnels compris entre 0 et v/3; il est
donc borné inférieurement par 0 (borne réalisée) et supérieurement par v/3 (borne non réalisée).

Exercice 7

Pour déterminer les composantes de ¥ dans la base i, 7, décomposons ¥ comme somme de Zi, pro-
jection de & sur la droite engendrée par @ parallelement & ¢, et de z3, projection de & sur la droite
engendrée par ¥ parallelement a @. On a approximativement #] = 24 et x5 = —%17. On peut donc écrire

X =2u— fv et les composantes de Z dans la base @, 7 sont (2, %)

Si le vecteur ¢ a pour composantes (2,—1) dans la base @, ¥, on a alors t = 2i — ¥. Représenter @ et ¥
liés en un méme point. Ensuite, par 'extrémité du vecteur 24, tracer la parallele & la droite engendrée par
¥ et par 'extrémité du vecteur —4, tracer la parallele & la droite engendrée par 4. Le point d’intersection
de ces deux paralleles détermine Pextrémité du vecteur .

La démarche est analogue pour le vecteur —u + %v
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Exercice 8

a) Toute parallele & la droite d’ d’équation 3z +y — 1 = 0 a pour équation 3z +y+k = 0 (x) avec k € R.
On détermine la valeur de k en exprimant que d passe par le point A c’est-a-dire que ses coordonnées
(2,3) vérifient (*). Ainsi, on a 6 +3 + k = 0, ce qui donne k = —9; d a donc pour équation cartésienne
3z4+y—-9=0.

Pour représenter la droite d’ considérons deux points distincts qui lui appartiennent, par exemple, les
points de coordonnées (0,1) et (1, —2). Pour représenter d, on trace la paralléle & d’ passant par A.

Repere non orthogonal Repere orthonormé
d
d
1 2 e
5 X -
_94

b) La droite d’ d’équation 3z +y — 1 = 0 a pour coefficient angulaire —3 ; le coefficient angulaire de toute
droite orthogonale & d’ est donc égal & % et d a pour équation cartésienne une équation du type y = %x—i—k,
avec k € R. Pour déterminer la valeur de k, exprimons que d passe par le point A de coordonnées (2, 3),
ce qui donne 3 = % + k. Ainsi, k vaut % et d a pour équation y = %x + % ou encore x — 3y + 7 =10 si on

écrit I’équation sous sa forme canonique.

d
X
14+
_9l
¢) Dans le premier cas, le coefficient angulaire de la droite d vaut % = —1; d a donc une équation du

type y = —z + k, avec k € R. Comme d passe par le point A de coordonnées (1,2), on a 2 = —1+ k ou
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encore k = 3. Ainsi, d a pour équation z +y — 3 = 0.
Dans le second cas, comme les abscisses des points A et B sont identiques et égales a 1, la droite AB a
pour équation x — 1 = 0.

Exercice 9

Rappelons tout d’abord que si z = a + ib (a,b € R) alors sa partie réelle, notée Rz, est a, sa partie
imaginaire, notée Sz, est b, son module, noté |z|, est va? + b% et son conjugué, noté z, est a — ib.
Rappelons aussi que 2.z = |z|2.

Ecrivons les différentes expressions données sous la forme a + ib; on a

1)i=041i
2) = = —i si on multiplie numérateur et dénominateur par —i, conjugué de 4
3) i(—i+3) = —i%+ 3i = 1 + 3i puisque i2 = —1
2t +1 14 24)(—1—24 —1 — 44 — 442 —14+4—4 3—4i
) 2;—1—1 = ( —i(_i))g Y ) = 5Z g +5 - 5 * si on multiplie numérateur et

dénominateur par —1 — 24, conjugué de —1 + 2i
2i+1 (1+2i)(1+2i) 144i+4% 1-4+4 —3+4

5) o 1 =1 (22 3 7 = z (méme démarche que ci-dessus).
Ainsi,
z Rz | Sz | |7] zZ
0 1 1 —1
1/i 0 -1] 1 i

i(—i+3)| 1| 3 |VI0|1-3i

2141 3 | 4 1 344
2%—1 | 5 | 5 5
2141 3| 4 1 a4
—2i+1 | 5|5 5
Exercice 11
Représentation graphique de Représentation graphique de
{(z,2?) : z € R} {(,y) 2,y R, ||+ |y| = 1}.
AY Y p
1
4
y = a? rt+y=
3
2 1 VX
1 T—Yy= 1
X
2 1 1 2
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Représentation graphique de Représentation graphique de
{(z,y) : z,y e R,2® =y} {(z,y):z,yeRa+y<letz?+y2> 1}.
z+y=1
Y
1
Y,
1 22 4+y? =1
y=x L
: "X
_xl ‘ 1 X
y=-x -~
T-1

Les points des bords sont compris dans I’ensemble.
Exercice 12
Représentation graphique de  {(z,y) € R? :y >0, y < V1 — 22, y > 2?}.

Les points des bords sont compris
dans I’ensemble.

Exercice 13
Le premier ensemble hachuré est une représentation de

A={(z,y) ER*:y >0, 2 —y+1>0, z+2y—2<0},

les droites représentées ayant pour équation y =0, z —y+1=0et x +2y —2=0.
Cependant, on peut également décrire A par

{(z,9) eR?*:y € [0,1], z €[y —1,2 —2y]}
ou encore par
{(z,y) eR?:z € [-1,0],y € [0,z + 1]} U{(z,y) e R : 2 € [0,2], y € [0, _79” +1]},
descriptions qui seront utiles, dans la suite, pour le calcul intégral.

Le second ensemble hachuré est une représentation de

A={(z,y) eR*:y>2®—1, y < V1 - 22},



3.3. LISTE 2003/2004

la, parabole ayant pour équation y = x? — 1 et le demi-cercle y = /1 — z2.
On peut également décrire A par

A = {(zy) eR:ze[-1,1], yela? - 1,V1-a?]}

= {(z,y) eR*:yc[-1,0,z € [y +1,/y+1]}

U{(z,y) e R? 1y € [0,1], z € [-/1—y% /1 -y}

3.3 Solutions des exercices de la “liste type 2003/2004”

Exercice 1

1.S={-1 3.8={32} 5.8 =1{0,1}
2.5={-3,0,1} 4.5 ={-1} 6.8 ={1—-+2}
Exercice 2
1. S =] — 00,3 4.8 =]-1,4[ U ]2, +o0] 7.5 ={0} U [}, 400
2.5 =] —o00,-3]U[0, ] 5.8 =] — o0, —2] U [2, +o0] 8.5 ={0}UIl,+oo]
3.5 =1[2,+o0] 6. S =|1,5] 9.5 =1[2,+o0]
Exercice 3
9 , =3 , V2lz| , V22 , 2z , -2z
Exercice 4
7 5
Z(—l)k_1 k Z(—l)k_l 3k par exemple.
k=1 k=1
Exercice 5
50 !
27 123!
Exercice 6
N : borne inférieure réalisée valant 0; pas de borne supérieure.
@ : ni borne inférieure, ni borne supérieure.
1 2m
{ ( m)Q :m € Np} : borne inférieure non réalisée valant 0; borne supérieure réalisée valant 1.

{1 - — :m € Np} : borne inférieure réalisée valant 0; borne supérieure non réalisée valant 1.
m

1 s .
[—g, \f2] N Q : borne inférieure réalisée valant —% : borne supérieure non réalisée valant v/2.

Exercice 7

Exercice 8

T =2r
e 2xr—3y+4=0 .{y:—2—3r ,7eR e z4+3y—7=0etx—-2=0

71
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Exercice 9

z Rz | Sz | 7] z z Rz | Sz | |2| z
i 01| 1 | —i 2l -5 1| B
oo = IR
i(—i+3) | 1| 3 |VI0|1-3i i 0 |-1]1 i
z Rz | Sz | |2] zZ
£ | 1|01 1
1 1|1 [ v2] 1=i
—i41 2 2 2 2
=2 1 | VB —2—i

Exercice 10
S=1{3} S = {—2i,2i} § = [=liVE -1ivG)
Exercice 11

— {(z,1 — 2%) : z € R} : ensemble des points de la parabole dont le sommet a pour coordonnées
(0,1) et passant notamment par les points de coordonnées (—1,0), (1,0), (-2, -3), (2, —3).

— {(z,y) : z,y € R, |z|+ |y| < 1} : ensemble des points intérieurs au carré (“bord” compris) dont
les sommets ont pour coordonnées (1,0), (0, 1), (—1,0) et(0, —1).

— {(z,y) : x,y € R, 22+ 22+ y? < 0} : ensemble des points intérieurs au cercle de rayon 1 et centré
au point de coordonnées (—1,0) (“bord” compris).

— {(z,y) s v,y € Ryz+y < let 22 +y? > 1} : ensemble des points extérieurs au cercle centré a
Porigine et de rayon 1 (“bord” compris) et situés “sous” la droite d’équation = + y = 1 (droite
comprise).

Exercice 12

Ensemble des points situés a I'intérieur du cercle donné, entre ce cercle et la parabole d’équation y = 22

Exercice 13

{(z,y) 2,y €R, w€]0,+o0fet y € [%,m[} {(z,y) 2,y R, ye [0,2] et x €[-1,1— %]}

Exercice 14
N . 5 1
1. S = @ : systeéme impossible. 3. S = {z(1, 5,4) + (0, 75,0) cxeR}:

systeme simplement indéterminé.
5 1 1 4
2.8 =1{(-4,—= 4. § = _-
(420 {33}
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Exercice 15 : QCM

Rb
(a) a= = (f) n’admet pas de borne inférieure

mais bien une borne supérieure réalisée
b) aucune réponse correcte (g) aucune réponse correcte
c) — (h) aucune réponse correcte

d>1—11[\{0} D
e) supérieure ou égale & la valeur absolue de la différence (j) faux
entre les valeurs absolues de ces réels

(
(
(
(

3.4 Solutions des exercices de la “liste type 2004/2005”

Exercice 1

Exercice 2

1. S }-2-%[ 12, +oo| 3.5 =)L, 2] 5.8 =] — 00, —1] U [2, +00]
2.5 =] —00,-2]U{0} U[2, +o0] 4.8 =] —o00,-1] U [1,2] 6. 5 =] —3,-2[

Exercice 3
_ 3 i
169 , -1 , 22|z , —-32%2 , —z { as3 i z<0 ,oat
—2z5 si <0
2z si x>0

Exercice 4
5

4
-1 k+1
s1 = Zk‘k , So = Z L par exemple ; S1=10 , Sy =10r.
k=1 k=1

Exercice 5

Le coefficient cherché vaut 1.

Exercice 6

{|n| : n € Z} : borne inférieure réalisée valant 0; pas de borne supérieure.
Np : borne inférieure réalisée valant 1; pas de borne supérieure.

{ (_;L)m

{1 = — :m € No} : borne inférieure réalisée valant 0; borne supérieure non réalisée valant 1.
m

:m € No} : borne inférieure réalisée valant —1; borne supérieure réalisée valant 1/2.

[—\/5, 0] N Q : borne inférieure non réalisée valant —+/3: borne supérieure réalisée valant 0.
Exercice 7
Exercice 8

e z+3y+1=0 . {2722_7"37‘_2 , Te€R o z—3y+7=0ety—2=0
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Exercice 9

— {(z,2v/1 —22) : © € [-1,1]} : ensemble des points d’ordonnée positive de Pellipse centrée & 1'ori-
gine, dont le grand axe est ’axe des ordonnées et passant notamment par les points de coordonnées
(—1,0),(1,0) et (0,2).

— {(z,y) : z,y € R, |z —y| < 1} : ensemble des points situés entre les droites d’équation z —y = —1
et x —y =1, les points des droites étant compris.

— {(z,y) : z,y € R, zy > 1} : ensemble des points situés a l'extérieur des branches de I’hyperbole
d’équation y = %, les points de la courbe étant compris.

— {(z,y) : z,y € R, ﬁ < 1 : ensemble des points situés a ’extérieur des droites d’équation y = z
et y = x — 1, les points de la droite d’équation y = x étant exclus et ceux de I’autre droite inclus.

— {(z,y) 2,y € R,z +y <0 et 22+2x+y? > 3} : ensemble des points extérieurs au cercle centré au
point de coordonnées (—1,0) et de rayon 2 (“bord” compris) et situés “sous” la droite d’équation
x +y = 0 (droite comprise).

— {(V/1+¢2,t) : t € R} : ensemble des points d’abscisse positive de 'hyperbole centrée & I'origine,
dont laxe principal est ’axe des abscisses, passant notamment par le point de coordonnées (1,0)
et dont les asymptotes ont pour équation y = —x et y = z.

Exercice 10

L’ellipse a pour équation z2 + % = 1; ses sommets sont les points de coordonnées (1,0), (—1,0), (0,2) et
(0, —2). Le cercle a pour équation (z — 1) +y? = 1.
La description analytique de I'ensemble est donnée par {(z,y) : z,y € R,a? + 4 < 1,(x — 1) +3* > 1}.
On peut aussi décrire cet ensemble par
{(z,y) €eR?: 2 € [-1,0],y € [-2V1 — 22,21 — 22]}

U{(z,y) eR*: 2z €[0,1],y € [-2V1 — 22, =22 — 22| U [V22 — 22,2V/1 — 22]}.

Exercice 11
{(Ivy) € R2 ‘Y € [0,2],.’,8 € [y - 272_Ty]

Exercice 12

1
1. S = @ : systeme impossible. 3. S = {r(5,2,8) + (—=,0,0) : » € R} : syst. simplement indéterminé.
5 11 4
2.5={(—z,—4 4. S={(—=z,—=,—
§={(-5,-4) S={(-3. 75 12)}

Exercice 13 : QCM
(a) faux
(b) r2
(c) ] —1,1[\{o}
(d) inférieure ou égale & la somme entre les valeurs absolues de ces réels
(e) faux

Exercice 14

o (d) du QCM : Vz,y e R: |z +y| < |z|+ |y

e Soient @,b, ¢ des vecteurs. On a (@+b) + &= a + (b+ ¢).
ea) |z —y|<r b) [y —ry+ 1]

e Faux dans tous les cas.
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Exercice 15

z Rz | Sz | |2 z
i+1 1|1 | v2 | 1—i
(1414)? 02| 2 —2i

(2i+1)(=i+3)| 5 | 5 |5/2 |55

2i4+1
i+1

NJ
N

Exercice 16
S={-2(1+i), L0 +9)} S={3 1%}

75
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Chapitre 4

Fonctions - Calcul vectoriel

4.1

Exercices de base sur les chapitres 2 et 3 (partie A)

Dans cette section figurent quelques exercices de base (dont il a été question durant les années
académiques mentionnées).

Dans tout ce qui suit, sauf mention du contraire, x est I’inconnue réelle.

Liste 2002/2003

1.

Déterminer le domaine de définition de chacune des fonctions données explicitement ci-dessous

! L Ve —la] YT

1+a? |z + 1]

r—3
221 V—a? 43w -2 241

Représenter graphiquement les fonctions suivantes

file)=2>-52+6,2€R; folx)= 2> —5x+6l,x€R; fy(x)=xlr—1|—z,z€R.

Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous, ainsi que leur
image. Dans chaque cas, déterminer ensuite la fonction inverse, si elle existe (au besoin, réduire le
domaine de définition).

h@)=z-1 fo(z)=2% falz)=2>+1 fa(z)= é

Effectuer la division du polynéme P par le polynéme Q ot P, Q sont donnés par P(x) = 23 +2x+1,
Q(z) = 22% — .
Méme question avec P(x) = —2° + 1 et Q(z) =z — 1.

Décomposer les fractions rationnelles suivantes en fractions rationnelles simples.

1 1 1

D @) 3) w0 5) P11
rre Vi—e Ry

Déterminer le domaine de définition de chacune des fonctions données explicitement ci-dessous

fi(z) = cos(x?); folx) 8T i f3(x) = Vsinz; fq(x) = sin (\/ 1-— 1:2)  f5(x) = : !

" 1+cosz g2r+ %)

7
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7. Pour chacune des fonctions données explicitement ci-dessous, déterminer le domaine de définition,
limage, examiner la parité, la périodicité (justification sur le graphique) et en donner une représentation
graphique

fi(z) = |z|z;  folx) =|cosz|; fi(z) =sin(2mz +1); fi(x) = cos®z.

8. a) Déterminer le produit scalaire entre deux vecteurs tels que la longueur de 'un soit le double
de celle de l'autre et faisant un angle de mesure égale & 7 radians (resp. 30 degrés). Donner une
représentation de ces vecteurs.

b) On se place dans une base orthonormée du plan. Déterminer le produit scalaire entre les deux
vecteurs de composantes respectives (1,2) et (—1,3). Représenter ces vecteurs.
¢) Déterminer les coordonnées polaires du point P du plan dont les coordonnées cartésiennes sont
(—1,1) (xesp. (v3,~1)).

9. (Chimie, Géographie) a) Dans une base orthonormée du plan, déterminer les composantes de la
projection orthogonale du vecteur de composantes (3,1) sur la droite vectorielle engendrée par le
vecteur de composantes (—1,1). Représenter ces vecteurs.

b) Dans une base orthonormée de l’espace, déterminer les composantes de la projection ortho-
gonale du vecteur de composantes (1,2, —1) sur la droite vectorielle engendrée par le vecteur de
composantes (1,1, 1).

10. Dans une base orthonormée de ’espace, on donne les vecteurs @, g, Crespectivement de composantes
(1,1,1),(-2,0,3),(-1/2,1,1).
a) Déterminer les composantes du produit vectoriel de @ et b.
¢) Calculer (si possible)

de(bAG), aAN(bAE), de(bed), aA(bed).

11. Quel est le domaine de définition des fonctions dont ’expression est la suivante :

1
cos(arctgz), arcos(2x + 1), arcsin(y/4 — x?), arcos ( + x)

1—=z

12. Déterminer (si elle existe) la fonction inverse des fonctions dont ’expression est donnée ci-dessous.
Au besoin, réduire le domaine de définition.

sin(2z), tg(x — %), arcos(z + 1).

13. Résoudre les équations et inéquations suivantes.

sin(—z) = —, cosz =sinz, sin®z —4sinz+3=0 sinx > cosx.
2’ ) )

14. Quel est le domaine de définition des fonctions dont ’expression est la suivante :

In(—x +1) In(|22 — 3]) In(z? — 3z + 2) In(arcsin z)
In(In(x)) exp(z?) exp(v1+ z3) exp(sin(arctgx))
exp(arcsin(2z + 1)) log, (z?) e gVe-l

l,arcsin T

Liste 2003 /2004
Les exercices marqués de (**) ne sont pas destinés aux biologistes (en premiere lecture).

1. Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous

! - Va3 -1, V-a+az+2

402 +5°  \fle =11
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2.

10.

11.

12.

13.

Représenter graphiquement les fonctions suivantes
filr) = -2 +2+2, 2€R, folz)=|—-2’+2+2,2€R, fi(z)=2|-x+2|+2% 2R

Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous, ainsi que
leur image. Dans chaque cas, déterminer la fonction inverse, si elle existe (au besoin, réduire le
domaine).

) =—z, fole) =2 fs(z) =2 -1
Effectuer la division du polynéme P(z) = —2x2 + 322 + 1 par le polynéome Q1 (x) = 2% + 1 et par
le polynéme Q2(x) = —z + 1.
Décomposer les fractions rationnelles suivantes en fractions rationnelles simples.

1 1 T x
x(2z+1)" 22(22+4) 9-—22" Br+7T

Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous.

tg(2x)
2 —sinx’

fil@) =sin@@® — 1), fole) = Veosz, fy(a) =

Pour chacune des fonctions données ci-dessous, déterminer le domaine de définition, déterminer si
elle est périodique (et en donner alors la période), paire, impaire et en donner une représentation
graphique.

fi(z) = cos(|z]), fa(z)=1+sinz, f3(z)=]|—cos(mx)|, fi(z)=x+ cosz.

(Pour f,, représenter le graphique en supposant connue sa propriété de croissance; remarquer
qu'une justification qui ne fait pas appel a la dérivation peut se faire géométriquement sur le
cercle trigonométrique.)

Résoudre I’équation et I'inéquation suivantes dans U'intervalle [0, 27] :

1 : .
cos’z = 2 sin(2x) > sinx.

Déterminer les coordonnées polaires des points du plan dont les coordonnées cartésiennes sont
(—1,-1),(0,—-2),(—4,0), (v/3,1).

On fixe une base orthonormée de 1’espace, notée 1, s, 3. On donne

—

6:3ﬁ1— Uusg, b:—ﬂl+ﬁ2—2ﬁ3.

N =

Déterminer les composantes des vecteurs & et ¢ suivants
X=20—andb, y=deba.

** On fixe une base orthonormée du plan (notée €1,¢€>) et les vecteurs @, respectivement de
composantes (3, —2) et (=2, 1). Dans la base donnée, déterminer les composantes de la projection
orthogonale # du vecteur @ sur la droite vectorielle engendrée par v. Représenter @, v, u.

Les vecteurs @, v forment-ils une base du plan ? Pourquoi? Dans cette base, déterminer les com-
posantes du vecteur u et celles du vecteur €.

** On fixe une base orthonormée de I’espace et les vecteurs Z, @, ¥ respectivement de composantes
(1,1,-2),(0,0,—2),(1,—1,0). Déterminer les composantes de la projection orthogonale w de &
sur la droite vectorielle engendrée par @ et celles de la projection orthogonale ¢ de Z sur la droite
vectorielle engendrée par @. Représenter @, @, U, 0, t.

QCM

(a) Le produit de deux fonctions croissantes est une fonction croissante Vraid  FauxO
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(b) La différence entre une fonction croissante et une fonction décroissante est une fonction qui est
monotone VraiO  FauxO

(¢) Le graphique d’une fonction impaire est symétrique par rapport & Paxe X  Vraid  FauxO

(d) Le domaine de définition de la fonction donnée par cos(cosz) est U'intervalle [—1, 1]
Vrai  FauxO

Une fraction rationnelle n’est jamais définie dans ’ensemble R tout entier Vrail  FauxO
Le graphique d'un polynéme du deuxieme degré intersecte toujours 'axe ¥ Vraid  FauxO

Le produit vectoriel est associatif VraiO  FauxO

Le produit scalaire est associatif VraiOD  FauxO

)
)
)

h) Le produit vectoriel est commutatif VraiO  FauxO
)
) Le produit scalaire est commutatif VraiO  FauxO
)

(k) Si @b, sont des vecteurs et si r est un réel, Pexpression (@ A b) e (ré) est
un vecteurDd  unréel O  nil'un ni 'autre™
(1) Si @b, sont des vecteurs, expression (@ A b) A € est un vecteurd un réel O ni 'un ni
lautred
(m) Le produit scalaire de deux vecteurs paralleles est toujours positif Vrai  FauxO

(n) ** Le vecteur @A (bAC) est  un multiple de @0  une combinaison linéaire de @, b0  une
combinaison linéaire de @, 0  une combinaison linéaire de b, ¢O aucune réponse correcte]

14. Calculer

cos(arcos(1/2)), cos(arcosz) (z € [—1,0]), arcos(cos(fg)), arcos(cos x) (z € [2m, 37])

arcsin(—1), arcos(v2), arcotg(—v/3).

15. Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous

arcos(z? — 1) arctg (i—j&) arcsin (2v/22 — 1)

In(z?%) In(z2) arcsin(ln x)
parctge ™ T
exp (ﬁ) In(|xz — 1] + ) arcsin(sin x)

16. Résoudre (x est 'inconnue réelle)
exp(z) —exp(—x) =0, exp(x)+2exp(—2z) <3, 3lnz > In(3z —2).

17. Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous et les représenter
graphiquement (uniquement en se servant des symétries et des représentations graphiques de
exp,In) :

In(|z]), exp(—l|z|), In(x+1), —1+expa.

Liste 2004/2005

Les exercices marqués de ** ne sont pas destinés aux biologistes, géologues, philosophes (en premiére
lecture).

Les exercices marqués de * sont plus spécialement destinés aux informaticiens (aux autres aussi si
Poccasion se présente).

1. Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous

1
1—1x)2— 22, 1— x|zl
(

222 +1°
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2.

10.

11.

Représenter graphiquement les fonctions données explicitement ci-dessous, toutes définies sur R
fil) =2%=32+4+2, folz)=|2%>-32+2|, f3(z)=|z|>—3|z|+2

Ja(x) = fi(—=x), fs5(x)= fi(z+1), fe(x)= fi(x)+1.

. Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous, ainsi que leur

image. Dans chaque cas, déterminer la fonction inverse, si elle existe.

A =r h@)=2+1 K =1, fi) =

x—1

. Décomposer les fractions rationnelles suivantes en fractions rationnelles simples.

2?1 z?+1 20 x 1
-2z’ (1-2)2 (Q+2?)(2-4)" 2041 22+3zx+2

. Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous.

filz) =Vsinz, fo(z) = Vtanz — 1.

. Pour chacune des fonctions données ci-dessous, déterminer le domaine de définition, déterminer si

elle est périodique (et en donner alors la période), paire, impaire et en donner une représentation
graphique.
fi(z) = |sin(mz)|, folx) =cos(l +x), fa(x)=2cos’x.

. Résoudre les équations et 'inéquation suivantes dans l'intervalle [0, 27] :

sinz = cosx, cos(2z) =cosz, cos(2x) > cosz.

. Déterminer les coordonnées polaires des points du plan dont les coordonnées cartésiennes sont

(1,—1),(=V/3,1).

. On fixe une base orthonormée de I’espace, notée iy, iz, 3. On donne

vl
o8
<+
@
=
E.
=}
@
=
o
w0
(@)
©]
B
kel
@}
wn
Q
=
(¢
0
[oB
@
n
<
@
(@)
—+
)
i
=
92}
\.Hl
ul\zl
0
E.
S
B
o+
wn

* On fixe une base orthonormée de I'espace et les vecteurs T, i, ¥ respectivement de composantes
(1,1,-2),(0,0,—2),(1,—1,0). Déterminer les composantes de la projection orthogonale @ de &
sur la droite vectorielle engendrée par @ et celles de la projection orthogonale ¢ de Z sur la droite
vectorielle engendrée par ¥. Représenter Z, @, ¥, W, t.
QCM
(a) Si f est défini sur R, le graphique de F(x) = f(—z), x € R est

le symétrique du graphique de f par rapport a la premiere bissectrice O

le symétrique du graphique de f par rapport a l'axe X O

le symétrique du graphique de f par rapport a 'axe Y O

le symétrique du graphique de f par rapport a l'origine O

aucune des réponses précedentes ne convient O

(b) Le domaine de définition de la fonction donnée par cos(cosx) est U'intervalle [—1, 1]
VraiO  FauxO

(¢) Le graphique d’un polynéme du deuxiéme degré intersecte toujours axe Y Vraid  FauxO
(d) Le graphique d’un polynéme du quatrieme degré intersecte toujours 'axe X Vraid  FauxO

(e) Le produit vectoriel est associatif VraiD  FauxO
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12.

13.

14.

15.

16.
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(f) Le produit vectoriel est commutatif VraiD  FauxO
(g) Le produit scalaire est associatif VraiD  FauxO
(h) Le produit scalaire est commutatif VraiD  FauxO
(i) Sia, l_;, ¢ sont des vecteurs et si 7 est un réel, 'expression (a A E) o (1rC) est
un vecteurO un réel O ni I'un ni autreO
(j) Si @b, sont des vecteurs, Pexpression (@ A b) A & est un vecteurd un réel O ni 'un ni
lautred
(k) Le produit scalaire de deux vecteurs paralleles est toujours positif VraiO  FauxO

(1) *Le vecteur @A (bAC) est  un multiple de @0  une combinaison linéaire de @, b0  une
combinaison linéaire de @,¢0  une combinaison linéaire de b, cO aucune réponse correcte]

A proposer aux étudiants
— Soit f une fonction définie sur I’ensemble des réels. On consideére la proposition suivante
“Si x, y sont des réels qui ont méme image par f alors ils sont égaux”.
a) Exprimer cette propriété mathématiquement.
b) Cette proposition est-elle toujours vraie, toujours fausse ?
¢) Exprimer la réciproque de cette proposition.
d) Cette proposition réciproque est-elle toujours vraie, toujours fausse ?
— Exprimer mathématiquement la propriété suivante : “Le produit scalaire entre vecteurs est une
opération bilinéaire”.
— Soit f une fonction définie sur R. Expliquer ce que signifie

—1<f(r)<1, VreRetVee[-1,1],Ir € R tel que f(r) ==z

et en donner ’expression résumée mathématique.
— Qu’appelle-t-on fraction rationnelle propre 7
— Donner la définition (géométrique) du nombre cos 3.

Calculer (si possible)

-2 V3 . 137 . 137 . . 13w
arcos | —— |, arctg —3 |, avesin| ==, sin{—=], arcsin s1n(?) .

(*) Résoudre (z est I'inconnue réelle)
arcsin(sinz) = 7 —x, arcsin(sinz) = 5T

Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous

arcsin (v1 — 4a?) arctg (arcsin (%)) arcos (1 + arcsin (‘;—_ﬂ)) arcsin (22 — 3z + 1)

arcsin [% — 3z + 1 In(1 — z?) arcos (In(z?)) arcos (In z)
In(expx — 1) In(exp(z — 1)) aV? (v/2)*

Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous et les représenter
graphiquement (uniquement en se servant des symétries et des représentations graphiques de
exp, In).

Inz—1, In(z—1), Injz—1|, exp(—|z|).

Résolution des exercices de la “liste type 2002/2003”

Exercice 1
— La fonction z — fi(x) = ﬁ est définie sur R puisque le dénominateur 1 + 22 differe de zéro

pour tout z.
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— La fonction x — fo(x) = Iwi-l%l\ est définie sur

A={zeR:|z+1]#£0} =R\ {-1}.
— La fonction z — f5(z) = y/z — |z| est définie sur
A={zeR:x—|z| >0} = [0, +o0].

— La fonction x — f4(x) = v/23 + 1 est définie sur R puisque le radicand (un polynéme) est défini
sur R.
— La fonction z — f5(2) = —'— est définie sur

A={recR:2>-4#0} =R\ {-2,2}.
— La fonction z — fs(z) = v—x2 + 3z — 2 est définie sur
A={zcR:—2®+3zx—-2>0}.

Comme A = 9 — 4.(—1).(=2) = 1, les zéros du radicand sont =23 et =221 donc 1 et 2. Le

coefficient du terme en z? étant négatif, le radicand est positif pour les valeurs de  comprises
entre 1 et 2. On a donc A = [1,2].

z—3

—T>+7 est définie sur

— La fonction z — f7(z) =

-3 9

En étudiant le signe de la fraction, on a

x -1 1 3
-3 | —| - [—[=[=]0 [+
—24+1 |- 0 |+]|0|—-]|—]|—
2 [+ B3] +]0]-

Ainsi, A =] — 00, —1[ U ]1, 3].
Exercice 2
— La représentation graphique de fi(z) = 22 — 52 + 6, = € R, est la parabole convexe dont 1’axe
de symétrie a pour équation x = %, dont le sommet a pour coordonnées (%7 fl(%)) = (%, —%), qui
rencontre 1’axe des abscisses aux points de coordonnées (2,0) et (3,0) et 'axe des ordonnées au

point de coordonnées (0, 6). Ly

5 y=x>—-5x+6

-1
— La représentation graphique de fo(x) = |22 — 52+ 6|, = € R, s’obtient & partir de la représentation
ci-dessus. On a en effet

_ 2 —5x+6 si g [2,3]
fz(iv)—{ —(22 —5x46) si xe[2,3

il suffit donc d’effectuer une symétrie orthogonale d’axe X pour les points dont les abscisses varient
entre 2 et 3.
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A

Y
6 y = |2? — 5z + 6|

-1 1 2 3 4 5

— La fonction f3 peut aussi étre définie par

foizs rr—1)—z=22-2r si x>1

3 r(—x+1)— 2= —2? siox<1
Représentation de f3(z), x > 1. L’équation y = 22 — 2x est ’équation de la parabole convexe dont
le sommet a pour coordonnées (1, —1) et qui rencontre 'axe X en des points de coordonnées (0, 0)
et (2,0); on ne représente que la partie de la courbe correspondant aux valeurs de z supérieures
al.
Représentation de f3(z), = < 1. L’équation y = —2? est 'équation de la parabole concave dont le
sommet est a I'origine ; on n’en représente que la partie correspondant aux valeurs de x strictement
inférieures a 1. y

4 Y
y=zlx -1 —=x
2
-2 1 2 3 X
-2
-4

Exercice 3

— Soit f1 :x— fi(z) =2 —1;o0onadom (f1) =R

Cette fonction a pour image ’ensemble R. En effet, d’'une part, on a im (f;) C R car si z est réel,
fi(x) = 2 — 1 est réel aussi; d’autre part, on a R C im (f1) car si y est un réel alors x = y+ 1 est
un réel tel que f1(z) = y.

Cette fonction est injective sur R car si z et 2’ sont des réels distincts alors x — 1 # a2’ — 1, ce qui
équivaut a f1(x) # fi(a’).

Il s’ensuit que f1 : R — R est une bijection d’inverse ffl R—=R y—y+1.

Soit fo: x> fo(x) =22; onadom (fo) =R.

Cette fonction a pour image 1’ensemble [0, +oo[. En effet, d’une part, on a im (f2) C [0, +o0[ car
si @ est réel, fo(z) = 22 est un réel positif; d’autre part, on a [0, +0o[C im (f2) car si y est un réel
positif alors x = /y est tel que fo(z) = y.

Cette fonction n’est pas injective sur R car z et —z ont toujours la méme image mais si on réduit
son domaine de définition, on peut la rendre injective. On peut, par exemple, envisager les deux
cas suivants, mais on pourrait en envisager d’autres encore.

1cas: fo:[0,+00[ = [0,+00] s 22
C’est une bijection d’inverse fy ' : [0, 400 — [0, +o0[ ¥+ VY-

2 cas: fy:] —00,0] — [0,400[ x> 22
C’est une bijection d'inverse fy ' : [0, +oo[ = | — 00,0] y— —\/¥.

— Soit f3: 2+ f3(x) =22+ 1;0onadom (f3) =R.
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Cette fonction a pour image ’ensemble [1, +oo[. En effet, d’'une part, on a im (f3) C [1, +o0[ car
si z est réel, on a 22 > 0 et donc f3(x) = 2% + 1 > 1; d’autre part, on a [1,+oo[C im (f3) car si
y > 1 alors x = \/y — 1 est tel que f3(z) = y.

Cette fonction n’est pas injective sur R car z et —z ont toujours la méme image mais si on réduit
son domaine de définition, on peut la rendre injective. On peut, par exemple, envisager les deux
cas suivants.

lcas: f3:[0,+00] = [1,+00[ =+ 22+ 1.
C’est une bijection d’inverse f3 ' : [1,400] = [0,+0o[ ¥+ y — L.

2cas: f3:] —00,0] — [l,4+o0] x> 2?+1.
C’est une bijection d’inverse f; ' : [1,+00] = | —00,0] yrr —/y — 1.
— Soit fy : x> fa(z) = L ; on adom (fs) = Ro.
Cette fonction a pour image I'ensemble Ry. En effet, d’une part, on a im (f4) C Ry car si  est un
réel non nul, fy(z) = % est réel non nul aussi; d’autre part, on a Rg C im (f4) car si y est un réel

non nul alors x = % est tel que fy(z) =y.

Cette fonction est injective sur Rq car si z et 2’ sont des réels distincts non nuls alors % #* % ce

qui équivaut & fy(z) # fa(z').
Il s’ensuit que f; : Ry — Ry est une bijection d’inverse f;l Ry =Ry y+— %
Exercice 4

— Effectuons la division du polynéme P(z) = 2®+2z+1, x € R, par le polynéome Q(r) = 2% —x, x €
R, de la fagon suivante
>+ 02 + 2x + 1| 222 -2

P (12 Ereee
(1/2)27 + 2z 4+ 1
(1/2)z® — (1/4)x

9/4)x + 1
Comme le degré du polynéme %x + 1, x € R, est 1, donc strictement inférieur au degré de @, la
division est terminée. Ainsi, le quotient est le polynéme S(z) = %x + i, x € R, et le reste est le
polynéme R(z) =2z + 1, z € R.

— SiP)=-2"+1, zeR, et Qz)=2x—1, xR, on a
5

— 2 + 0z + 022 + 022 + Oz + 1 r—1
- 4+ 1zt —xt -3 22—z —1
— 2 4+ 023 + 022 + 0z + 1
— ozt 4+ 128
— 22 4+ 027 + 0z + 1
— 23 4+ 122
— 27 4+ 0z + 1
- 22 4+ 1z
-z + 1
-z + 1
0
ce qui montre que P est divisible par Q et que le quotient est le polynome S(z) = —a* — 23 — 2% —

r—1, x € R.
Pour effectuer cette division, on peut aussi utiliser la grille d’Horner qui se présente sous la forme
suivante

-1 0 0 0 O 1

1 -1 -1 -1 —-1]|-1
-1 -1 -1 -1 =110
coefficients du quotient reste

Exercice 5

1. La fraction donnée étant propre (degré du numérateur strictement inférieur & celui du dénomina-
teur, ces deux polynomes étant sans zéro commun), son dénominateur étant factorisé et tous les
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coefficients étant réels, on sait qu’il existe des réels uniques A et B tels que

1 A B
- =4 = R 2}.
z(z —2) x+a:—2’ v €R\{0.2}

Cette égalité est équivalente a

1 Az —2)+ Bx .
z(r —2) x(r—2) €R\{0,2},

ouencore a1 = A(z—2)+ Bz, =z € R\{0,2}, puisque ces fractions égales ont méme dénominateur.
Vu les propriétés des polyndmes, on obtient aussi 1 = A(x — 2) + Bx pour tout x réel ou encore
1= (A4 B)x —2A4, x € R. Vu les propriétés des polynomes, cette relation est équivalente au
systeme

A+ B =0 égalité des coefficients des termes en x
—2A=1 égalité des termes indépendants

lequel a pour solution A =—1/2 et B =1/2.

Finalement,
L 1, 1 eR\ {0,2}
r(x—2) 2z 2x-2) * T

. La fraction donnée étant propre, son dénominateur étant factorisé et tous les coefficients étant

réels, on sait qu’il existe des réels uniques A, B et C tels que

1 A B C
— R 2
z(z — 2)2 :v_|_ac—2+(av—2)27 v €RA{0.2},

égalité équivalente & 1 = A(z—2)?+Bx(z—2)+Cx, =z € R\{0,2},ouencoreadl = ( A+ B)x*+
(—4A—-2B+C)x+44, 2z €R\{0,2}. Vules propriétés des polyndmes, 1'égalité précédente est
également vraie pour tout x réel. Cette relation est équivalente au systeme

A+B=0
—4A-2B+C=0 |,
4A =1

lequel a pour solution A =1/4, B=—1/4et C =1/2.
Ainsi,
1 1 1 1

22 Ir iz—2) T2@_22

z e R\ {0,2).

. La fraction donnée étant propre, son dénominateur factorisé au maximum dans R et tous les

coefficients étant réels, il existe des réels uniques A, B et C tels que

1 _A Bx+C

———— =+ € Ry,
z(z?2 4+ 1) x+x2+1 TERo

égalité équivalente & 1= A(z? + 1)+ (Bx+ C)z, z € Ry.

Vu les propriétés des polynomes, on a aussi 1 = (A+ B)z?+Cx+ A Vx € R, relation équivalente
au systeme

A+B=0
C=0 ,
A=1

qui a pour solution A =1, B=—-1et C =0.
Finalement,
1 1 T
—_—— = — € Ryg.
z(@?+1) =z 2241 v 0
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4. La fraction donnée est propre, son dénominateur se factorise sous la forme (2 — z)(2 + z) et tous
les coefficients sont réels; il existe donc des réels uniques A et B tels que
x A B

4_x2:2_x+2+x’ QJER\{—2,2},

égalité équivalente & = = A(2+z)+ B(2—1xz), ze€R\{-2,2}.

Vu les propriétés des polyndmes, on a aussi x = (A— B)x+2(A+B) Va € R, relation équivalente
au systeme
A-B=1
{ 20A+B)=0"

lequel a pour solution A =1/2 et B=—1/2.
Ainsi,
x 1 1
= - R\ {-2,2}.
=2 20-2) 2232 “ERM2Z

5. La fraction donnée est propre et son dénominateur se factorise sous la forme (z +1)(z? —2 +1), le
second facteur ayant un discriminant strictement négatif; celui-ci est donc non factorisable dans
R. Enfin, tous les coefficients sont réels. Dés lors, on sait qu’il existe des réels uniques A, B et C'
tels que

1A Bx+C
B34+1 z+1 22—x+1

égalité équivalente & 1 = A(x? — 2+ 1)+ (Bz + C)(x + 1), = € R\ {-1}, donc encore a
1=(A+B)2>+ (-A+B+C)z+A+C, zeR\{-1}

Vu les propriétés des polyndmes, cette relation est vraie pour tout réel z et donne lieu au systeme

zeR\{-1},

A+B=0 B=-A A=1/3
—-A+B+C=0 ¢ C=1-A << B=-1/3
A+C=1 —A—-A4+1-A=0 Cc=2/3
Finalement,
1 1 —r+ 2 1 x—2

3+ 1 :3($+1)+3($2—$+1) :3(x+1) 32—z +1) v EeR\ {1}

6. La fraction donnée n’est pas propre; on effectue donc d’abord la division, ce qui donne

z? (22 —4) +4 4 4
=1+ =14+ — .
x? —4 x? —4 x?—4 (x —2)(z+2)

On sait alors qu’il existe des réels A et B uniques tels que

4 _ A B
(r—2)(z+2) -2 x+2’

zeR\ {22},

égalité équivalente & 4 = A(z+2)+B(xz—2), =€ R\{-2,2}, ouencorea 4 = (A+B)z+2(A-B),
z e R\ {-2,2}.
Vu les propriétés des polynomes, cette égalité est vraie pour tout = réel et équivalente au systeme

A+B=0
2A-B)=4 "

lequel a pour solution A =1et B = —1.
Finalement,
x? 1 1
—_— - — R\ {-2,2}.
x2—4 r—2 xz+4+2 vER\{=2.2}
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Exercice 6
— La fonction z + fi(x) = cos(z?) est définie sur R.

— La fonction z — fo(x) = 155,55 est définie sur

A={zeR:1+cosx #0} ={r €R:cosz # —1} = R\{n+2knw : k € Z} = R\{(2k+1)7 : k € Z}.
— La fonction z — f3(x) = Vsinzx est définie sur

A={zeR:sinz >0} = | J2kr, 7 + 2ka] = | [2kn, (2K + 1)7]
kEZ keZ

— La fonction = — f4(z) = sin(v/1 — 22) est définie sur
A={zecR:1-2>>0}=[-1,1],

puisque le bindéme 1 — 22 est positif pour les valeurs de = comprises entre ses zéros —1 et 1.

— La fonction z — f5(z) = ez 1 ) est définie sur
glat T 5

A = {xER:ZJ:—i—%E domtgettg(Zx—l—g)séO}

= {xER:Qx—i—g#g—&—kﬂr, 290—1—%7&1677, keZ}

= {xeR:Qm—i—%;«ékg, ke Z}

= {xeR:Qm;«ékg, ke 7}
= {xeR:x;«ék%, keZ}

= R\{k%:kez}.

Exercice 7
— Soit f1 : x — fi(z) = |z|z; on a dom (f1) = R. Cette fonction a pour image ’ensemble R. En
effet, d’une part, on a im (f1) C R car si x est réel, |z| est réel et f1(z) = |z|x est réel aussi;
d’autre part, on a R C im (f1) car si y est un réel alors © = \/ysiy > 0et x = —/—y siy <0
sont tels que fi(z) = y. De plus, Vo € dom f1, —z € dom f;. Ainsi, comme on a également
fi(—z) =| —z|(—z) = —|z|z = — f1(x), f1 est une fonction impaire.
Ce type de fonction n’est pas périodique; elle peut aussi s’écrire sous la forme

2siz>0
—22six <0

flzw»—>{

et voici sa représentation graphique v
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— Soit fo : x> fa(z) = |cosz|; on a dom (fz) = R. Cette fonction a pour image I’ensemble [0, 1];
en effet, cosz € [—1,1] donc |cosz| € [0,1] pour tout réel = et, si y € [0,1] alors = arcos y

est tel que fa(z) = y. De plus, V& € dom fo, —z € dom fo. Ainsi, comme on a également
fa(=2x) = |cos(—z)| = | cosz| = fa(x), fa est une fonction paire.
Cette fonction est périodique de période 7 car |cos(z + )| = | — cosz| = | cosz| et il n’y a pas de

réel positif plus petit que 7 qui donne la méme propriété.
La représentation graphique de cette fonction est la suivante
Y

y = |cosx|

-4 -2 | 2 4 X

— Soit f3: z — f3(x) = sin(2rx 4+ 1); on a dom (f5) = R. Cette fonction a pour image I’ensemble
[—1,1] car sint € [—1,1] pour tout réel ¢ et, si y € [—1,1], le réel & = w a y pour image
par f3. De plus, V& € dom f3, —x € dom f3. Ainsi, comme on a f3(—x) = sin(—27rz + 1) =
—sin(27z — 1), f3 n’est ni une fonction paire, ni une fonction impaire.
Voyons si cette fonction est périodique et considérons fs(z +T') = sin[2m(x + T') + 1] = sin(27x +
27T 4 1). Puisque la fonction sinus est périodique de période 27, on a fs(z+T) = f3(z) si T =1,
plus petit réel positif vérifiant I’égalité. Ainsi, la fonction f3 est périodique de période 1 et voici
sa représentation graphique Y,

N y =sin(2mz + 1)

— Soit fy :  — fi(x) = cos?x; on a dom (f4) = R. Cette fonction a pour image I'ensemble [0, 1] ;
en effet, cos?x € [0,1] pour tout réel x et, si y € [0,1] alors & = arcos,/y est tel que f4(x) = y.
De plus, Vo € dom f;, —x € dom f;. Comme on a également f4(—x) = cos?(—z) = cos® z, f4 est

une fonction paire.
1+ cos[2(z+T)]

2

et comme la fonction cosinus est périodique de période 27, on a fy(x +T') =

Vu les formules de trigonométrie, on sait que fy(x) = H%S(%) Alnsi, f4(z+T) =

1+ cos(2z + 2T)

2
fa(x) si T = m, plus petit réel positif vérifiant I’égalité. La fonction fy est donc périodique de
période 7 et voici sa représentation graphique y

y = cos®x

-6 4 D ; 2 4 6 X
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Exercice 8

a) Soient @ et b les deux vecteurs tels que ||@|| = 2|6, Pangle entre @ et b mesurant 7 radians.
Le produit scalaire de ces deux vecteurs vaut donc

@ o b= 2([B]][|5] cos = = —2[b]*.

Si les vecteurs @ et d sont tels que ||&]| = 2||d||, I'angle entre eux mesurant 30 degrés (donc & radians),
leur produit scalaire vaut

— —

Zed = 2|d||||d]| cos

- 3 -
— 2. 22 - v)dle.

=N

Ces vecteurs peuvent se représenter de la fagon suivante

-+ > -
L
¢

Sy
ST

b) Si @ et b ont respectivement pour composantes (1,2) et (—1,3) alors Geb = 1.(—1) + 2.3 = 5.

Y
A
3Ak
2Ak
b
1+ a
t t - X
-1 1
) ) - cosf = =% = 772
¢) Si P a pour coordonnées cartésiennes (—1,1) alors r = 1/(—1)2 + 12 = /2 et ) 2 /3
sinf = T2
L’angle polaire 6 appartient donc au second quadrant et vaut m + arctg(—1) =7 — § = 37 Ainsi, les

coordonnées polaires du point P sont (v/2, 2F).

Si P a pour coordonnées cartésiennes (v/3, —1) alors 7 = /3 + 1 =2 et § = 2m + arctg(f%) =2mr—F=

HT’T ; ainsi, les coordonnées polaires du point P sont (2, HT”)

Exercice 9

Rappelons que la projection orthogonale d’un vecteur @ sur la droite vectorielle engendrée par b #+ 0 est

L Geb-
le vecteur o = a: b.
EE
a) Comme Gob=3(-1)+11=—2c¢t b2 =(-1)2+12 =2, onad = _725 ou encore @/ = —b; le

vecteur a/ a donc pour composantes (1, —1).
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S
—

I

T

ST

|
T T

-1 1 2 3

Y
b

a/

b) Par un raisonnement analogue, si @ et b ont respectivement pour composantes (1,2,-1) et (1,1,1)
alors Geb=11+21+(-1)1=2 B2 =12+12412=3 et d = 2b. Le vecteur a’ a donc pour
2 2
tes (2,2, 2).
composantes (3, 3 3)
Exercice 10

Soient @, b, € respectivement de composantes (1,1,1), (-2,0,3), (—1/2,1,1).
a) Le vecteur @ A l; a pour composantes
(agbz — azba, azby — arbz,a1by — axby) = (3, -5,2).

b) Le vecteur b A & a pour composantes (—3,1/2, —2).

Des lors, le réel @ o (b A €) vaut —9/2 et le vecteur @ A (b A ©) a pour composantes (—5/2,—1,7/2).
L’expression a e (5 e ¢) n’a pas de sens puisque be & est un réel et qu’un produit scalaire nécessite deux
vecteurs ; il est donc impossible d’effectuer le produit scalaire de d et de b e C.

De méme, 'expression a A (50 ¢) n’a pas de sens puisque be & est un réel et qu'un produit vectoriel
nécessite deux vecteurs; il est donc impossible d’effectuer le produit vectoriel de @ et de b e C.

Exercice 11
— La fonction = — f;(z) = cos(arctg ) est définie sur R.
— La fonction x — fo(x) = arcos(2z + 1) est définie sur

A = {zeR:2zx+1 € dom arcos}
= {zeR:-1<2x+1<1}
= {zeR:-2<2x<0}
= {rzeR:-1<2<0}=[-1,0].

— La fonction z — f3(z) = arcsin(v/4 — z2) est définie sur
A = {2€R:4—2>>0et V4 —22¢c dom arcsin}

= {zeR:4—2>>0ct —1<V4—-22<1}
{reR:4—2*>0et /4 —22 <1}

La premiere inéquation est vérifiée pour —2 < x < 2: la seconde est équivalente & 4 — 22 < 1 donc
encore & 3 — 22 < 0 et elle est vérifiée pour —/3 <z < V3. Pour que la fonction f3 soit définie, il

faut que les deux inéquations soient vérifiées simultanément ; ainsi, A = [—v/3,v/3].
— La fonction z — fy(x) = arcos(11£) est définie sur
1 1
A={zeR:1—xz#0et #Edomarcos}:{xeR:x;élet -1< 1+$ <1}.
— —x
=

-1<
Analysons la deuxieéme condition : elle est équivalente au systeme { 1ta . <1 2)
l—x —
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Résolvons l'inéquation (1). On a successivement

1 1 1-— 2
T s 0e 2 T s g 2 S el-s>0ea<]
l1—2 1—=z 1—=z

et 'ensemble des solutions de (1) est S; =] — 00, 1].

Une résolution de (2) est la suivante. On a

Lte g lfo-ltr . 20
1—2z 1—-2z 1—-2z
et une étude du signe de la fraction donne
x ‘ 0 1
2x — —
2 0 + 4
Ainsi, 'ensemble des solutions de (2) est Sy =] — 00, 0] U |1, +o0].
La fonction f4 est donc définie sur A={zx €R:x#1et xz €S5S NSy} =]—00,0].

Exercice 12

— Soit f1 : x — fi(x) = sin(2x). Cette fonction, définie sur R, n’est pas injective mais si on réduit
son domaine de définition en prenant -3 <2z < F, cest-a-dire —F <z < 7, alors elle devient

1
injective.
Considérons donc la bijection fi : [-F, 5] = [=1,1] 2 ~ sin(2x). Si on pose y = sin(2z) alors
2z = arcsiny < x = % arcsiny et on a la bijection f; ' : [~1,1] —» [-%,Z] 2~ 1 arcsinz.

— Soit fo : @ > fo(z) = tg(z — F). Cette fonction, définie sur R\ {2F + k7 : k € Z}, n’est pas

injective mais si on réduit son domaine de définition en prenant —5 < x — 5 < 7, c’est-a-dire
—1<z< %Tﬂv alors elle devient injective.
Considérons donc la bijection fy ;] — Z, 3[R 2 — tg(z — Z). Si on pose y = tg(z — I) alors

o s 37r[

xr — 4 =arctg y & x = + arctg y et on a la bijection f{l ‘R—=] =4, 5F] x— § +arctg 2.
— Soit f3:x+— f3(x) = arcos(x+1);onadom fs={x e R:z+1€[-1,1]} =[-2,0],im f3 = [0, 7]
et cette fonction est injective. Si on pose y = arcos(x + 1) alors x + 1 = cosy < & = —1 + cosy.
Des lors, f3':[0,7] — [~2,0] 2+ —1+cosz.
Exercice 13

— Puisque 'ensemble des solutions de 1'équation sinz = sina est {a +2kw : k € Z} U {rm —a + 2k :

k € Z} et que sin(—z) = g & sin(—z) =sin 7, on a

)%

sin(—x) = < Jk eZtel que —x:£+2k7rou—x:7r—%+2k7r

& 3kGZtelquex:72+2kﬂouz:f?%+2k7r.

L’ensemble des solutions est donc S = {—Z + 2krw : k € Z} U{—3F + 2k : k € Z}.
— Puisque ’ensemble des solutions de 1’équation cosx = cosa est {a +2km : k € Z} U { —a + 2k :

r_

k € Z} et que, vu les formules des angles complémentaires, sinx = cos(§ — x), '’équation donnée
est équivalente & cos 2 = cos(§ — ). On a donc

cosx =sinz & HkEZtelquex:g—x+2kw0um:—g+x+2kw(*)
& EIkeZtelque2x:g+2k7r

& EIkeZtelquex:%—i—kw,

Péquation (*) étant impossible.
Ainsi, 'ensemble des solutions est S = {7 + kn : k € Z}.
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— Si on pose y = sinz, I’équation donnée s’écrit alors y? — 4y + 3 = 0; c’est une équation du second
degré dont le discriminant vaut A = 16 — 12 = 4. Cette équation a donc pour solutions 4%2 =3
et 4—;2 =1, ce qui donne sinxz = 3 ou sinz = 1.
Comme I'image de la fonction sinus est [—1, 1], la premiére équation est impossible. La seconde,
donc aussi I'équation donnée, a pour ensemble de solutions S = {F + 2k7 : k € Z}.

— Si on utilise les formules des angles complémentaires et celles de Simpson, l'inéquation donnée
devient

-5tz r+ 5 —x

) cos( ) >0

[NRINIE

sinx—sin(g—m) >0 < 23111(:17
& QSin(x—g)cosg >0
& sin(x — Z) >0

puisque 2 cos 7 > 0. Cette derniére inéquation est vérifiée si et seulement s’il existe k € Z tel que

2kﬁ§x*%§ﬂ+2kﬂ¢>g+2kﬂ§1}§%+2k’ﬂ.

Finalement, 'ensemble des solutions de I'inéquation donnée est .S = U + 2k, LR 2km].
keZ
Une autre fagon de prodéder est celle-ci.

Considérons € [0, 2x[. Si cosz > 0 c’est-a-dire si & € [0, Z[U]3F, 27[ alors sinz > cosz < tgr >
lexelf, Sl Slcosx—Ocestadlre81x—§oux—?’{al rs sing > 0 2= 7. Sicosz <0
c’est-a-dire si z €)%, 3 [ alors sinz > cosz < tgz < 1 & z €)%, 27).
Au total, pour x € [0, 2], on a

s o e[7r 57T]

sinz > coszx & x € [—, —

- 4’ 4
donc
sinx > cosx & x € U + 2km, +2k7r]

kEZ

Exercice 14
— La fonction z — f1(x) = In(—z + 1) est définie sur

A={zreR:—z+1ledom n}={zeR:—z+1>0}={zeR: 2 <1} =] —o0,1].
— La fonction z — fo(x) = In(|2z — 3|) est définie sur
A={zeR:|2z—-3|€dom In}={zeR: 22 -3] >0} ={z eR:2x —3#0} =R\ {3/2}.
— La fonction z +— f3(z) = In(2? — 3z + 2) est définie sur
A={recR:2> -3z +2cdom In} ={r €R:2% -3z +2>0}.

Le trinome x? — 3x + 2 se factorise sous la forme (z — 1)(z — 2); ses zéros sont donc 1 et 2. De
plus, puisque le coefficient de 22 est positif, le trindme est strictement positif si z < 1 ou > 2.
Ainsi, A =] — 00, 1[ U ]2, +o0].
— La fonction z — f4(z) = In(arcsin x) est définie sur
A = {xeR:zedom arcsin et arcsinz € dom In}
= {reR:-1<z<1et arcsinz > 0}
= {zeR:-1<z<1letz>0}=]0,1].

— La fonction z — f5(z) = In(In(x)) est définie sur

A = {rzeR:zecdom In et Inz € dom In}
= {zeR:z>0et In(z) >0}
= {reR:z>0etz>1}=]1,400.
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2) est définie sur R.

xp(x
xp(v/1 + 23) est définie sur
A = {xeR:l—i—xBGdom\[}
= {zeR:1+2°>0}
= {zeR:(1+2)(1-z+2% >0}
= {zeR:1+2>0}=[-1,+0]

— La fonction z — fg(x) =
— La fonction z — f7(z) =

puisque 1 — z + 22 > 0 pour tout z.
— La fonction = — fs(z) = exp(sin(arctg x)) est définie sur R.
— La fonction z — fo(x) = exp(arcsin(2z + 1)) est définie sur

A = {zx€eR:2x+1¢€dom arcsin}
= {zeR:-1<2z+1<1}
= {zeR:-2<2x<0}={reR:-1<z<0}=[-1,0]

— La fonction  +— fio(z) = log,(2?) est définie sur
A={reR:2°cdom In} ={rcR:2> >0} ={r €R:z#0} =Ry.

— La fonction z + f11(z) = 2% = exp(Inx. Inx) est définie sur A = {z € R: x > 0} =]0, +-o0[.
— La fonction  +— fia(z) = 7V¥~1 = exp(v/x — 1.In7) est définie sur

A={zeR:2—-1>0}=[1,+0].
— La fonction 2 + fi3(z) = 227" % = exp(arcsin x.In ) est définie sur

A={zxeR:-1<z<1letz>0}=|0,1].

4.3 Solutions des exercices de la “liste type 2003/2004”

Exercice 1
R , ]J—00,0[U]2,400[ , R , [-1,2]

Exercice 2

— f1 : parabole dont le sommet a pour coordonnées (%, %) et passant notamment par les points de
coordonnées (—1,0), (2,0),(—2,—4) et (3,—4).

— f2 : pour les valeurs de z inférieures a —1 ou supérieures a 2, graphique symétrique de celui de f;
par rapport a ’axe des abscisses ; pour les valeurs de « comprises entre —1 et 2, méme graphique
que celui de f;.

— f3:siz < 2: droite d’équation y = 2x donc passant par les points de coordonnees (0
si x > 2 : parabole d’équation y = 222 — 2z dont le sommet a pour coordonnées ( ,
notamment par les points de coordonnées (2,4) et (3,12).

0) et (1,2);

—3) et passant

Exercice 3

Fonction | Domaine de définition | Image Fonction inverse
f R R r— —x, €R
fo R R z— Jx, xR
f3 R [—1, +o0| z—=Vr+1, z€[—1,4o0]
si on réduit le domaine de f3 a [0, 4+o00[

Exercice 4
P(z) = (2% + 1)(—2x + 3) + (22 — 2) et Plz)=(—z+1)(222 -2 —1)+2
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Exercice 5

1 1 2 1 x 1 1
Tor D 2 e TERAM=50 = - R\ {-3,3
z(2z+1) =z 295—&—1’586 \ 2’ } 9—22  2(3—u) 2(3_'_30)7356 \{-3,3}
S S SRR S z _1_ 7 xeR\{—z}
22(22 +4) 422 4(a? +4) 0 52—7 5 5(x+7) 5

Exercice 6

dom fi =R dome:U[—g+2k7r,g+2k;7r] . dom fs =R\ {Z +kZ:keZ}
kEZ

Exercice 7

Fonction | Domaine de définition | Période | Parité

bil R 2m pair

fg R 2w ——

I3 R 1 pair

fi R —
Exercice 8

™ 3w bmw Trw T 5T

S={-,—,—,— S=0,=|U[r, —

(3 0. 31Ul 3
Exercice 9
Coord. cartésiennes | Coord. polaires Coord. cartésiennes | Coord. polaires

(71571) (ﬁv%) (_4’0) (4a77)

(O’_Z) (2737”) (\/gyl) (27%)

Exercice 10
Vecteur | Composantes

T (_35_47_1273)

i | %510
Exercice 11
. 3} ~ . (16 —8
Composantes de @ : (£, %)

a et U forment une base du plan car ils ne sont pas multiples I'un de I'autre.
Dans la base @,7, les composantes de @ sont (0, Z2) et celles de €7 sont (—1,—2).

Exercice 12

Vecteur | Composantes
w (0,0,-2)
t (0,0,0)

Exercice 13 : QCM
Vrai : (b), (f), (j).

95
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Faux : (a), (c), (d), (e), (g), (h), (i), (m).

(k) : un réel (1) : un vecteur (n) : une combinaison linéaire de b, 7.

Exercice 14
i z,x € [—1,0] s x — 2w,z € 27, 37] -5 n’existe pas o

Exercice 15

V2, V2 R\ {-1} [, ~1) U1, ]
Ry | — o0, =1 U1, 400] [é,e]
R\ {1} R R

Exercice 16
S = {0} S =[0,1n2] S =]2,1[ U1, +o0]

Exercice 17

dom In(|z|) = Rg : représenter le graphique de f(z) = Inz et le symétrique de ce graphique par rapport
a ’axe des ordonnées.

dom exp(—|x|) = R : représenter le graphique de f(x) = exp(—z) si > 0 et le symétrique de ce graphique
par rapport a I’axe des ordonnées.

dom In(z + 1) =] — 1, 4o00] : représenter le graphique de f(z) = lnx puis le translater horizontalement
d’une unité vers la gauche.

dom (—1+expz) = R : représenter le graphique de f(z) = exp(z) puis le translater verticalement d’une
unité vers le bas.

4.4 Solutions des exercices de la “liste type 2004/2005”

Exercice 1
] — 00, l] R } — 0Q, H

Exercice 2

A
/ Y 6| X Y
Vit fa s I3 ’
o 5
4 4
3|
N 3
2| 2 2,
1] 1 A
1 T 3 4 1 1 2 3 4 % 4;
1! X 1! X 1 X

Le graphique de f; est le symétrique du graphique de f; par rapport a ’axe des ordonnées.
Le graphique de f5 est le graphique de f; translaté horizontalement d’une unité vers la gauche.
Le graphique de fg est le graphique de f; translaté verticalement d’une unité vers le haut.

Exercice 3

f | dom(f) | im(f) | f*

filz) == R R [ffi:R=>Ry—y

fo(z) =22 +1 R R |fi 'R Ry— 4528
fa(z)=1 Ro Ry | f;': Ry =Ry yi—>i

fam) =25 [R\{1}| Ry |fi':Ro—=R\ {1}y 2
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Exercice 4

2?1 2?41 2 2
1=z T , v e R\ {1} 1—2)? +x—1+(x—1)2’x€ \ {1}
20 —4 1 1 x 1 1 1
= - R\ {-2,2 -~ zeR\{-:
(1+22)(2? —4) 1+x2+x72 :c+2’x€ {22} 2w+1 2 2(2z+1)’x€ \ { 2}
1 1 1

= - ,zeR\{-2 -1
224+32x+2 a+1 z+2 . \ }

Exercice 5

dom(fl) = U [2]{)7[’, (2]{7 =+ l)ﬂ'] dom(f2> — U [% + kﬂ-’g + ]C7T|:
kEZ kez

Exercice 6

fi(x) = |sin(rz)| : dom (f1) = R, fonction périodique de période 1, fonction paire.

fa(x) = cos(1 + ) : dom (f3) = R, fonction périodique de période 2 7, fonction ni paire, ni impaire.
f3(x) =2cos?z : dom (f3) = R, fonction périodique de période , fonction paire.

Y
Y 3
f2 /:[ fs
T > 6 -4 -2 2 4 6 > '
-1 2 2 4
0.5 X _J X B
Exercice 7
S={z,5 S={0,2r,4 27}  S=[Z 4]U{0,2n}
Exercice 8
Coordonnées cartésiennes ‘ Coordonnées polaires
(1,-1) (V2. 7)
(_\/ga 1) (2? 5%)
Exercice 9
Composantes de & : (%, -1, fg) Composantes de 4/ : (%, f%, %) Composantes de 7': (%, -5, 177)

Exercice 10
Composantes de o : (0,0, —2) Composantes de £ : (0,0, 0)

Exercice 11 : QCM

(a) : le symétrique du graphique de f par rapport a Paxe YV
Vrai : (c), (h)

Faux : (b), (d), (e), (f), (g), (k)

(i) : un réel

(j) : un vecteur

(1) : une combinaison linéaire de b, &
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Exercice 12

—a)z,yeRet f(z) = fly) =z =y
b) Cette proposition n’est vraie que si f est une fonction injective sur R.
c)r,ycRetz=y= f(z)=f(y).
d) Cette proposition réciproque est toujours vraie.

— Voir notes de cours.

— —1< f(r) <1, Vr € Rsignifie que im(f) C [-1,1] et Vo € [-1,1],Ir € R tel que f(r) = x signifie
que [—1,1] C im(f). L’expression mathématique résumée est im(f) = [—1,1].

— Voir notes de cours.

— Sur le cercle trigonométrique, & partir du point Py de coordonnées (1,0), on parcourt, dans le sens
trigonométrique, un arc de cercle de longueur 3. On obtient ainsi un point P du cercle ; ’abscisse
de ce point vaut cos 3.

Exercice 13

3—71- T impossible 1 T
4 6 P 2 6
Exercice 14
T 37 47 87
= [ == — (" op 2%
s=05.51  S={3.2m7}
Exercice 15
11
I I 1
0,11uU(2,3 —-1,1 — ——|U[— -
0,1JU[2,3] [ ] =1L 1[| [-Ve, \/é] [\/57\/5] [Zel
10, 400 R 10, +o00] R
Exercice 16
10, +o0] 1, +o0] RN\ {1} R
by b Y y=1In(z—1)
2 2
y=Ilnzr—-1
1 1
4 6 8 2 4 6 8
1 X 1 X
-2 -2
Y y=Inl|z— 1]
2 1.5 Y
1
. y = exp(—|z)




Chapitre 5

Limites - Dérivées - Primitives

5.1 Exercices de base sur les chapitres 2 et 3 (partie A)

Dans cette section figurent quelques exercices de base (dont il a été question durant les années
académiques mentionnées).

Dans tout ce qui suit, sauf mention du contraire, x est I'inconnue réelle.

Liste 2002/2003
1. On considere la suite z,, (m € Np) définie par x,, = ml-l—Z pour tout m. Donner la valeur de z1g
et la liste des valeurs des cinq premiers éléments de cette suite.

2. Les limites suivantes existent-elles 7 Si la réponse est affirmative, effectuer leur calcul sans utiliser
le théoreme de 1'Hospital.

. . . 27
limg,_1 Va2 —3x +2 hml._)% Va2 -3z +2 lim,_,q #;_H

. _ . . 5_
lim,_, 1o % lim, s oo(2® — 2% +1) limg 4 oo %

. e . VisT . V=273
hmxﬁfoo —"fo—l—ll hma:~>+oo \/% hmxﬁfoo \/ngi:f
limg s 100 (VX + 22 — ) limg oo (Va + 22 — 2) limg 400 ‘g;:gl
limg_,» ﬁgw limy 3, /2 = lim,_,¢ arcos(z? — 1)
lim, o arcsin(v/22 + 2) lim,_, . arcotg(2z? — 1) lim, 1 In(jJz — 1])
lim, , oo In(z? — 2+ 1) limg 400 ln(;zfi) lim,_,» exp(tgz)
lim,_,q+ exp(1l/x) lim,_,q- exp(1/x) lim, 4 o arctg(exp x)

3. On donne les fonctions par les expressions explicites suivantes. En déterminer le domaine de
définition, de continuité, de dérivabilité et calculer leur dérivée premiere.

sin(y/z) cotg(2x — m/4) arcos(3x + 1) arctg(z? — 1)

In(2?) In(z? — 1) exp({/z) 2"
gz - arctg(exp x) x|z|

x

4. Ou la fonction donnée par
f(z) = arcsin(2z? — 1)
est-elle définie, continue, dérivable ? Calculer ensuite sa dérivée.
5. Pour chacune des fonctions données ci-dessous, répondre aux questions suivantes.
- Ou la fonction est-elle dérivable ?
- Quelle est I’équation cartésienne de la tangente au graphique de la fonction au point d’abscisse
i) ?
- Tracer le graphique de f et la tangente demandée.

f(2) = tgz, 70 =0; f@)=Inw, zo=1; f(a)=alel,z0 =0.

99
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6. Calculer rapidement la dérivée d’ordre 8 de la fonction f(z) = xexp(x),z € R.

7. Les limites suivantes peuvent-elles étre envisagées 7 Si la réponse est affirmative, les calculer si elles
existent ; si elles n’existent pas, le justifier.

lim, oz lnx limg 5100 1\‘}% lim, s 4o 2 exp(—2)
lim,,_,, o2 lim,, o —%— i 4 oo i
lim, oo zIn(1 + %) limg 4o S22 lim,_,_o L;l:i
limg_, _ oo In(22) lim, 0 %jf’ lim, o 302
limg_y oo lim,_,; logg(z? — 1) lim,_, o %ﬁiﬁ)
Pour les étudiants qui ont le plus d’heures de TP.
lim z®",  lim (x®)*
z—0t z—0t

8. Représentation graphique de fonctions (au moins une, pas nécessairement longue ; ceci dans le but
de revoir la notion d’asymptote au graphique d’une fonction, les notions d’extrema et de concavité).

9. Primitiver les fonctions données explicitement ci-dessous. Préciser chaque fois I'intervalle sur lequel
vous travaillez.

x\/15 +3  zexp(2z) (x+1)sinz =z 2052 x lnlsc =
x
— Vi — a2 V4 —a? FrEmw e S @ ETD

Liste 2003-2004

Les exercices (*) sont plus spécialement destinés aux informaticiens.
Les exercices (**) sont plus spécialement destinés aux informaticiens, aux chimistes et aux géographes.

1. On donne la suite z,, = (=1)" ¥/m+1 (m € Ny). Quelle est la valeur du treizieme élément de

cette suite ? _
m  (=1)
=17

On donne la suite z,, = Y, (m € Np). Quelle est la valeur du cinquieme élément de cette
suite 7
2. * Déterminer la limite (si elle existe) des suites suivantes (voir notes de cours pour la théorie et

les exemples fondamentaux) :

1\2
;1cm:\/mQ—i—m—l—\/mQ—m—i—l(mENO)7 a:m:gn'))l (m € Np)
m)!
xm:i;(mENo) xm:ii(meNO) meL(WENo).
=i+ 7 = m? ’ 1+ a2m

Meéme question pour la suite définie par récurrence
1 =2, Tmt+1 = V2 4+ (m € Ng,m > 2).

3. * Exprimer lim,_,(_q)- f(z) = 400 en vous servant de la propriété en “c,n” (pour rappel, la
notion de limite a été définie par I'intermédiaire de suites). Démontrer cette propriété.

4. Calculer (si possible) les limites suivantes (sans utiliser le théoréme de 1’'Hospital)

lim, yo Va2 +2—1 limg, 1/ Va2 + 2 — 1 limy oo VX?4+a—1

: . s—2 . alz—2

limg oo z;;rll lim, o 312074' limg oo 11574‘

. / . . 2
lim, 4 oo % lim,_,o- In(|2 — z|) lim,_, o arctg (ii})
lim,, = exp(tg) lim, , = - exp(tgz) lim, _, =+ exp(tgz)

lim,_,o- exp (I%) limg 100 @ (\/xQ +1+ x) limg—s_oo (\/.%‘2 +1+ x)
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5.

10.

11.
12.

13.

* Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes et les limites aux extrémités de ce

domaine.
22 +1 2?2+ 1
T — x + arctg , &+ x-+arctg
|| |z —1]

. On donne des fonctions par les expressions explicites suivantes. En déterminer le domaine de

définition, de continuité, de dérivabilité et en calculer la dérivée premiere.

= cos(v1 — 4z2) arcsin(v'1 — z2)

exp (ﬁ) In(z? +2+1) In(22)
zy/x six >0
(2o 41l +0)  @-e-1 = gV

. Déterminer 1’équation cartésienne de la tangente au graphique de la fonction = — In(z 4+ 1) au

point d’abscisse 0. Représenter cette fonction et cette tangente.

. * Déterminer une relation de récurrence entre les dérivées successives de la fonction f(z) =

exp(z?), z € R. Calculer la valeur de D™ f(0) pour tout naturel m.

. QCM

(a) Silalimite & gauche et la limite & droite des valeurs d’une fonction en un point de son domaine
de définition existent, alors la limite en ce point existe et vaut la valeur de la fonction en ce

point Vrai  FauxO

2
(b) * La fonction x — x + arctg (le""l) se prolonge en une fonction continue dans R et possede
au moins un zéro Vrail  FauxO

(¢) Si une fonction est continue en un point de son domaine de définition (inclus dans R) alors elle

y est dérivable Vrai  FauxO
(d) Si une fonction est dérivable en un point de son domaine de définition (inclus dans R) alors
elle y est continue Vrai  FauxO
(e) Si une fonction est dérivable en un point de son domaine de définition (inclus dans R) alors
cette dérivée y est continue VraiD  FauxO
(f) La fonction z + arcsin(z? — 1) est dérivable en 0 VraiD  FauxO

(**) On considere la courbe d’équation cartésienne (22 + y2)? = 22 — y2. Déterminer les points de
cette courbe en lesquels la tangente a la courbe est horizontale.

T <tgr —tgy < ZS5L

(*) Démontrer que, pour tous réels x,y tels que 0 <y < x < 7/2, on a 5 < e

Calculer les limites suivantes (dans chaque cas, si ce n’est pas possible ou si elle n’existe pas, en
donner la raison)

2

lim, g+ vz lnx lim, s oo % limg 400 V& —1 In(22+ 1)
. In(z2—1) . In(z?—1) : cosz—1

lim, 1+ 122 limg oo 122 lim, o+ z

. tgz—1 : sinz—x . 1

limg, /g 5% lim, o+ %5 limg oo zIn(l + )

: arctg12 : tgzr : vV |z—2|(1—=)
hmx—>—oo T hmx%O* arctg(2z) hma:—>—oo T

. toex . x 3

limg,_, Hfﬁ limg— _ oo exp(w) lim, o z exp(1/x).

(*) Calculer les limites suivantes (dans chaque cas, si ce n’est pas possible ou si elle n’existe pas,
en donner la raison).

:1: 1 1
lim 9, lim (%)%, lim < - ) ,  lim In(Jz — 1]) exp(z).

z—0+ z—+00 z—0+ \sinx T T——00
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14. (**) Soit un réel strictement positif a. Déterminer le domaine de définition, de continuité, de
dérivabilité de la fonction donnée explicitement ci-dessous et calculer la limite de ses valeurs en
chacune des extrémités du domaine de définition.

a x
r)=(1+ 7> .
@)= (1+2
15. Représenter graphiquement les fonctions f et g données explicitement ci-dessous.

fz) =

x
3z — 8’

g(x) =In(jlz — 1| +1).
16. (*) Etudier la monotonie et déterminer I'image de la fonction
2 x
f:0,40[= R z+— (1+ ) .
x

17. Primitiver les fonctions données explicitement ci-dessous. Dans chaque cas, spécifier 'intervalle.
Vzlnz (22 — 1) exp(—2) arctgz V1+3z  zsinz
x cos?(3z) 22 exp(z?) zV/1 + 222 T4 -
PRI e

18. (*) Méme question (sans nécessairement avoir vu les fonctions hyperboliques inverses)

sTey (LFO e (e (L)

Liste 2004,/2005

Les exercices marqués de *

Poccasion se présente).

sont plus spécialement destinés aux informaticiens (aux autres aussi si

i (_1)271171

1. On donne la suite z,, = “—— (m € Np). Quelle est la valeur du treizieme élément de cette
suite 7
On donne la suite z,, = Z;nzl m (m € Np). Quelle est la valeur du troisieme élément de cette
suite 7

2. (*) Déterminer la limite (si elle existe) des suites suivantes (voir notes de cours pour la théorie et
les exemples fondamentaux) :

12
xm:\/m2+m—1—\/m2—m+1(meNO), Ty = (m!) (m € Np)
m)!

m

m m .
1 7 a
Meéme question pour la suite définie par récurrence
1 = V2, Tl = V2 + 2y (M € Ng,m > 2).

3. Calculer (si possible) les limites suivantes (sans utiliser le théoréme de 1'Hospital)

lim,_, 5v2? — 3z +2 lim,_,q /2 V2? — 3z + 2 lim, oo V22 — 32 + 2

: 1422 . 223242 . |x2—3fc+2|

limg oo 1—a2 limg 1 s limg 1 iz

s |22 —3z42] . 22 —3x+2 . Vr2—3z+2

lim, ;- T limg d—x)? limg oo T a—1

. 1 . .

lim,_,0 exp (m \r\) lim,_, = - In(tgz) limg ;oo In(§ + arctgz)

lim, . exp (w%) limg 100 @ (\/x2 +1+ x) limg—s_oo (\/.%‘2 +1+ x)
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4. (*) Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes et les limites aux extrémités de ce

domaine.
22 +1 22 +1
r+— x+arctg| —— |, z+— x+arctg| ———
|z |z —1]

5. On donne des fonctions par les expressions explicites suivantes. En déterminer le domaine de
définition, de continuité, de dérivabilité et en calculer la dérivée premiére.

= Vsin 2z cos(sin” x) arctg (1)
exp (i) In(2? + z + 1) In(x?) 3*

(4%)* arcos(cos z) cos(arcosz)  In ((1 —2)|z— 1|)

zy/xsix >0
) ={ S

6. Déterminer 1’équation cartésienne de la tangente au graphique de la fonction = — tgz au point
d’abscisse 0. Représenter cette fonction et cette tangente.

Méme question avec arctg et arcos.

7. (*) Déterminer une relation de récurrence entre les dérivées successives de la fonction f(x) =
exp(z?), = € R. Calculer la valeur de D™ f(0) pour tout naturel m.

8. A proposer aux étudiants

(a) La fonction z — arcos(cosx) est définie sur R VraiD  FauxO
(b) La fonction = — arcos(cosz) est périodique Vrai  FauxO
(¢) La fonction x — arcosx est périodique VraiD  FauxO
(d) La fonction x +— arcos(cos ) est paire VraiD  FauxO
(e) La fonction x — arcos(cosz) est injective sur R Vrai  FauxO
(f) Si une fonction est continue en un point de son domaine de définition (inclus dans R) alors elle

y est dérivable Vrai  FauxO

(g) Si une fonction est dérivable en un point de son domaine de définition (inclus dans R) alors
elle y est continue VraiO  FauxO

(h) Si une fonction est dérivable en un point de son domaine de définition (inclus dans R) alors
cette dérivée y est continue Vrai  FauxO

(i) Soit f une fonction définie sur l'intervalle | — v/2,2+/2[. Alors,

— O pour que cette fonction soit dérivable en 0, il est nécessaire qu’elle y soit continue

— O pour que cette fonction soit dérivable en 0, il est suffisant qu’elle y soit continue

— O pour que cette fonction soit dérivable en 0, il est nécessaire et suffisant qu’elle y soit
continue

— O la continuité et la dérivabilité en 0 de cette fonction sont des propriétés équivalentes

— O pour que cette fonction soit continiment dérivable en 0, il suffit qu’elle y soit dérivable
et continue

— O aucune des propositions précédentes n’est correcte

(j) Soit une fonction f définie sur lintervalle I =] —1,2[\{1}. L’expression
lim f(z) = —o0
z—1
signifie

— O pour toute suite de l'intervalle I qui converge vers 1, la suite des images des éléments
de celle-ci par f est une suite qui converge vers —oo

— O pour toute suite de 'intervalle I qui converge vers —oo, la suite des images des éléments
de celle-ci par f est une suite qui converge vers 1
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— 0O il existe une suite de 'intervalle I qui converge vers 1 et telle que la suite des images des
éléments de celle-ci par f soit une suite qui converge vers —oo
— O aucune des propositions précédentes n’est correcte

Soit une fonction f définie sur l'intervalle I =] —1,2]\ {1}. Si 'on veut démontrer que la limite

en 1 de la fonction f n’est pas —oo,

— O il suffit de construire une suite d’éléments de I qui converge vers 1 et telle que la suite
des images par f des éléments de celle-ci converge vers 1

— O il est nécessaire de construire une suite d’éléments de I qui converge vers 1 et telle que
la suite des images par f des éléments de celle-ci converge vers 1

— O il suffit de construire une suite d’éléments de I qui converge vers 1 et telle que la suite
des images par f des éléments de celle-ci converge vers —oo

— O aucune des réponses précédentes n’est correcte

Soit une fonction f définie sur I'intervalle I =] —1,2]\ {1}. Si 'on veut démontrer que la limite

en 1 de la fonction f n’existe pas,

— O il suffit de construire une suite d’éléments de I qui converge vers 1 et telle que la suite
des images par f des éléments de celle-ci converge vers 1

— O il est nécessaire de construire une suite d’éléments de I qui converge vers 1 et telle que
la suite des images par f des éléments de celle-ci converge vers 1

— DO il suffit de construire une suite d’éléments de I qui converge vers 1 et telle que la suite
des images par f des éléments de celle-ci converge vers —oo

— O aucune des réponses précédentes n’est correcte

Soit une fonction f définie sur I'intervalle I =]—1,2[\{1}. Donner la signification de 'expression
lim f(z) = —o0

en utilisasant le critere en €, 7.

9. (*) (i) Dans un repere orthonormé du plan, on considere la courbe d’équation cartésienne y? = 4x

et le point A de coordonnées cartésiennes (1,0). On demande les coordonnées cartésiennes du point
de cette courbe dont la distance au point A est minimale. Méme question avec A(3,0).

(ii) Dans le plan muni d'un repere orthonormé, on donne la courbe d’équation cartésienne 2y? —
22 = 3. On demande de déterminer r € R tel que la droite d’équation cartésienne d,. : 2y —x =r
soit tangente a la courbe.

10. (*) Applications directes du TVI et du TAF (cf fascicule d’exercices).

11. Calculer les limites suivantes (dans chaque cas, si ce n’est pas possible ou si elle n’existe pas, en
donner la raison)

In 2 Jr—1

lim xln+vx lim — lim ———
z—0+ f z——00 12 z—+00 111(29: + 1)
In(z — 1) . In(—22+32-2) . In(—22+32x-2)
_— lim lim
a—2-  |x — 2| T2 |z — 2] z——00 x—2
. In|— 2%+ 3z — 2| . 1—coszx . arcosT
lim lim ———— lim —M—
z—>—00 T —2 z—27  sinzx a—1- arctgr — 7
. ter—=x . 1 et
lim —— lim xze=—1T lim —
x—0 .’L‘3 ) r——+00 t—+oo et
In2 z 2 . .
e —a?430—2 sinx sin(3x
lim —— lim e G-1?2 lim %
x—+o00 gVinz r—1— z—0 tg“x

12. (*) Calculer les limites suivantes (dans chaque cas, si ce n’est pas possible ou si elle n’existe pas,
en donner la raison).

@ 1 1
lim &9, lim (%)%, lim ( - >

20+ z—+00 z—0+ \sinx =«



5.1. EXERCICES DE BASE SUR LES CHAPITRES 2 ET 3 (PARTIE A) 105

13. Représentation graphique de fonctions (au moins une-pas nécessairement longue-dans le but de

revoir I’étude du graphique d’une fonction). Par exemple f(x) = "’3’1{2;1, () = ze™®, f(x) =
xIn|z|.

14. (*) (i) Démontrer que, pour tout naturel n, on a
I+2)">1+nz, Vr>0.

(ii) Démontrer que
2
x
cosx >1— X Vr € Ry.

(iii) Déterminer la valeur en 0 de la dérivée 2004-ieme de la fonction f donnée par f(z) = 2°In(1+

15. Primitiver les fonctions données explicitement ci-dessous. Dans chaque cas, spécifier I'intervalle (et
ajouter quelques questions du type “quelle est la primitive qui vaut... en ...”).

V1-2z x + x cos(2z) cos® x In(z+1) arctgr

Va3 lnz (2x —1)e™ ™  sin? (4x) 221 + 223 x3”
x? x? x

o L _r VA~ 922

1— 22 14 a2 1+ 22 v

16. (*) Méme question (sans nécessairement avoir vu les fonctions hyperboliques inverses)

1
1 2\1/2 1 213/2 1 2\—1/2 1 2)-3/2
Sren (FE GEa P ()T (1)

17. A proposer aux étudiants

(a) On donne les fonctions
2 1
frax— T g T .
x—1 4—x
(i) Déterminer le domaine de définition de la fonction de fonction F' = fog.
(ii) Déterminer 'expression explicite de la fonction F' la plus simple possible.

(b) Une substance “parente” se transforme en une substance “fille” selon une loi exponentielle
décroissante de telle sorte que la quantitié P(t) de la substance parente soit P(t) = P(0)e™*
apres t années. La quantité de substance “fille” apres ¢ années est donc donnée par F(t) =

P(0) — P(t). Montrer que
1 F(t)
t=—In|{—=—=+1]).
v (b +1)
(c) Soit f une fonction dérivable sur l'intervalle ]0,2[. Ci-dessous, on donne le graphique de Df.

Y
1

0.8

0.6

(i) Esquisser le graphique de D?f.
(ii) A-t-on assez d’information pour esquisser le graphique de f de fagon univoque ? Pourquoi ?
Si ce n’est pas le cas, donner un exemple de représentation de f.

(d) Quelles sont les fonctions qui sont & la fois croissantes et décroissantes sur U'intervalle [0,2] ?
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(e) Est-il correct d’affirmer qu’en supposant que les limites de f et g en le réel 2 existent, la limite
du produit de ces fonctions en 2 est le produit des limites de f et g en 27 Pourquoi ?

(f) Est-il correct d’affirmer qu’en supposant que les limites de f et g en le réel 2 existent et sont
égales, alors la limite de la différence entre f et g en ce réel est nulle? Si la réponse est non,
donner une hypothese sous laquelle cette affirmation est vraie.

(g) Exprimer mathématiquement que deux primitives d’une méme fonction f sur 'intervalle I sont
nécessairement égales a une constante additive pres.

(h) Comment justifier ’égalité suivante ?
Mo Mo Mo
(x+a) ZC?W xl qM—I :ZC'JJM zitt aM_]—i—ZCfV[ zd g™t
j=0 j=0 =0

(i) Soit f:R—=R =z — 5z + 2. Cette fonction est telle que

lz =3[ <n
zeR

a) Que signifie cette suite de symboles mathématiques ?

b) Si on prend £ = 1 alors on peut choisir 1 égal a

O1 O 0,5 O 0,25 00,1 (O aucune proposition correcte

Ve >0 3 n >0 tel que }:>f(x)—17|§6.

5.2 Résolution des exercices de la “liste type 2002/2003”

Exercice 1 5
En remplacant m par 10, on obtient la valeur de x1( a savoir =5 En remplagant m successivement par

1, 2, 3, 4 et 5, on obtient les cinq premiers éléments de la suite, a savoir x1 = $7 Ty = Q—JQFQ, T3 = %7
Ty = ﬁ et x5 = % c’est-a-dire %7 %7 %, % et %
Exercice 2
— La fonction z — f(x) = Va2 — 3z + 2 est définie sur
A={reR:2?-32+2>0}={z€R: (z—1)(z—2) >0} =] —o00,1]U[2,+o0].

Comme tout intervalle ouvert comprenant —1 rencontre le domaine de définition A, on peut envi-
sager la limite en —1. On a

lim Va2 —30+2= V(=1)2=3(-1) + 2= 6.

T——

Par contre, on peut trouver un intervalle ouvert comprenant %, par exemple |1, 2[, dont I'intersec-

tion avec A est vide. La limite en % n’a donc pas de sens.
2
x4 —1
— La fonction z — f(x) = —————— est définie sur
/(@) 2 —2r+1

A={reR: 2’ -2r+1#£0}={z€R: (z - 1) #0} =R\ {1}.

Comme tout intervalle ouvert comprenant 1 rencontre le domaine de définition A, on peut envisager
la limite en 1. Ainsi, puisque 1iml(x2 —1)=0et liml(x2 — 2z + 1) =0, on se trouve en présence
r— r—

de l'indétermination “%”. Des lors,

| . (z=1)(x+1) . oxr+1
im ————— = lim ———~———% = lim =00
a—122 —2x+1 o1 (x—1)2 |
On peut méme préciser que lim f(z) = 4oco et lim f(z) = —cc.

z—1t z—1—
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_ |2z—1]

— La fonction z + f(z) = z— est définie sur

A:{xeR:@@-l#O}:{xeR:@x—D@x+D#O}:R\{_;%}

Comme tout intervalle ouvert comprenant —1/2 rencontre le domaine de définition A, on peut
envisager la limite en —1/2. On a

. 22— 1]
lim =
aj~>7% 41’2 — ].
On peut méme préciser que lim f(z) = +ooet lim f(z) = —oo.
1%7%7 93~>7%Jr

— La fonction o — f(x) = 2% — 22 + 1 est définie sur R. Cet ensemble n’étant pas minoré, on peut

envisager la limite en —oo. Ainsi,

lim (x5 — 2+ 1) = —oc0.
T——00

) 4 5
?MTx;es‘n définie sur A = {r € R: —2° + 6 # 0} = R\ {+/6}. Cet
—x

ensemble n’étant pas majoré, on peut envisager la limite en +o00. Ainsi,

— La fonction z +— f(z) =

. 3x° —2x 44
lim ————— = 3.
z—4+00 —x9 46
— La fonction z > f(x) P =1 défini
a fonction x) = ———— est définie sur
—x3+1

A={zeR: -2 +1#£0} =R\ {1}.
Cet ensemble n’étant pas minoré, on peut calculer la limite en —oco et on a

2 _ _
lim u: lim —1:0.

-0 —x3 + 1 T——00 I

vae—1
— La fonction z — f(z) = VLT est définie sur
2z +3

A={zeR:z—-1>0et2x+3>0}={rcR:z>1} =1, 400
Cet ensemble n’étant pas majoré, on peut calculer la limite en 400 et on a

ve—1 i NZ3 1

lim —— = lim = .
=400 /21 + 3 r—+00 /21 \/§

vV—z+2
vrz+1

A={reR:—z+2>0et 2’ +1>0} ={rcR:2<2} =] 00,2

— La fonction z — f(z) = est définie sur

Cet ensemble n’étant pas minoré, on peut calculer la limite en —co et on a

) V—x+2 . vV—z . 1
lim ———— = lim = lim =0.
T——00 /2 +1 z——00 /2 T——00 \/—1
— La fonction z — f(x) = V& + 22 — x est définie sur
A={zecR:z+2°>0)={zcR:2(1+2) >0} =]—o00,—1] U0, +o0].

Cet ensemble n’étant pas borné, on peut calculer les limites en +oo et en —oo.
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Comme lim vz + 22 = +oo et lim x = +oo, on a l'indétermination “co — co0”. Pour lever
Tr—+00 T—+o0

cette indétermination, on multiplie le numérateur et le dénominateur par vz + x2 + z. Ainsi,

lm f(z)= lim ~ + z? — 22 I x i &1
1m xXr) = m — = m ———— = m — = —.
z— 400 =400 \/r + 22 + 1 z—+00 /2 4 g z—+o0 21 2

D’autre part, lim vz +22= lim Vz?2= lim |z|=+4ocet lim z = —oo0;ainsi, lim f(z)=
Tr—r— 00 Tr—r—00 Tr— —00 Tr—r—00 Tr—r— 00

+00 — (—00) = +00; dans ce cas, il n’y a pas d’indétermination.

| —z + 3|

Gy est définie sur

— La fonction z — f(z) =

A:{IGR:2$+57§0}:R\{72}.

Cet ensemble n’étant pas majoré, on peut calculer la limite en +oco. Ainsi,

. I e |

est définie sur

— La fonction z — f(z) = 1T tg
x

A {r eR:x € dom tg et 1+ tgx # 0}

{xeR:x#g—l—kw, ke€Zet tgx #—1}

3
= {xER:x;ﬁngkﬂ', keZ}ﬂ{xER:x;&ZﬂJrkTr, keZ}.
Comme tout intervalle ouvert comprenant 7 rencontre A, la limite en 7 a un sens et on a

lim
z—r 1+ tgx

1
— La fonction = — f(z) = est définie sur
cos

A:{xER:cosx#O}:R\{g—i—kﬂ:keZ}.

Comme tout intervalle ouvert comprenant 37” rencontre A, la limite en 37” a un sens et on a
. . . . 1

lim = 00. On peut méme préciser que lim =—00 et lim = 400.

z—3T COST z—>3T~ COST z—3rt COST

— La fonction z +— f(z) = arcos(z? — 1) est définie sur

A = {zeR:-1<2*-1<1}
= {reR:0<2*<2}
= {reR:2?<2}
= {z€eR:(z—V2)(z+V2) <0} =[-v2,V2.
Comme tout intervalle ouvert comprenant 0 rencontre A, la limite en 0 a un sens et on a
313% arcos(z® — 1) = arcos(—1) = 7.

— La fonction © — f(z) = arcsin(va? + 2) est définie sur
A={reR:2?4+2>0et —1<Va2+2<1}={recR:2?+2<1} ={z € R: 22 +1 <0} = .

La limite demandée n’a donc pas de sens puisque la fonction n’est pas définie.
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— La fonction x — f(x) = arcotg(22z? — 1) est définie sur R. Cet ensemble n’étant pas minoré, on
peut calculer la limite en —oo. Ainsi, puisque lim (22 — 1) = 400, on a
T—r—00

lim arcotg(2z? —1) = lim arcotg y = 0.
Yy—r—+o00

z—"00
— La fonction z — f(z) = In(Jx — 1|) est définie sur
A={zeR:|z—-1>0}={zeR:2—-1#0} =R\ {1}.
Comme tout intervalle ouvert comprenant 1 rencontre A, la limite en 1 a un sens et on a

ilinl In(lz —1]) = ;13%)111(\y|) = ulirng Inu = —o0.

— La fonction z — f(x) = In(z? — 2 + 1) est définiesur A = {xr e R: 22 —2+1 > 0} = R car
A= (-1)2—-4= -3 <0 et le coefficient de 22 est strictement positif. Ainsi, I'ensemble A n’est
pas minoré et on peut calculer la limite en —oco. On a

lim In(z? —z+1)= lim lny= +oo.
y——+o0

r—r—00
241
— La fonction z — f(z) =1n <x2+1) est définie sur
22—
2 +1 9 5
A:{xeR:x2_1>0etx —1#0}={reR:2°—1>0} =] — o0, —1[ U |1, +o0].

2
. . .. . 2+ 1
Cet ensemble n’étant pas majoré, on peut calculer la limite en 4+co. Comme lim —— =1

5t 2 —1
. r? 41 .
i (7)< iy o =0

)

on a

— La fonction z — f(x) = exp(tgz) est définie sur
A={ze€R:z¢€ domtg}:R\{ngkﬂ:kEZ}.
Comme tout intervalle ouvert comprenant 7 rencontre A, on peut calculer la limite en 7 et on a
lim exp(tgz) = lim expy = 1.
T y—0
. 1 P .
— La fonction = — f(z) = exp(—) est définie sur Ry. Comme tout intervalle ouvert comprenant 0
x
rencontre A, on peut calculer la limite en 07 et en 0~. On a

I A= +
1m ex — ) = 1m ex = o0
r—0+ P xT Y—+—+o0 Py

et

1
lim exp(—) = lim expy=0.
z—0~ X Yy——0o0

— Lafonction z — f(z) = arctg(exp ) est définie sur R, ensemble non majoré. On peut donc calculer

la limite en +o00 et comme lim expxz = +o0, on a
r—r+00

li tg( )= 1l tgy = —
m_l)rfooarcgexpa: —y_l}rfooarcgy— 5

Exercice 3
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— La fonction z — f(z) = sin(y/z) est définie et continue sur A = {x € R: & > 0} = [0, +00[; elle
est dérivable sur |0, +oo[. Dans ce dernier ensemble, on a

Df(x) = Dsin(X)|x_ /z-Dva = cos(vx) . % _ COQSE/\;E)’

T
— La fonction z — f(z) = cotg(2z — Z) est définie, continue et dérivable sur

A:{xeR:2m—%;Almr,kGZ}:{xeR:x;«ég—kkg,keZ}:R\{g—kkg:keZ}.
Dans cet ensemble, on a

m -1 -2
4 4

— La fonction x +— f(x) = arcos(3x + 1) est définie et continue sur

2 2
A:{J;ER:—1§3m+1S1}:{1‘6R:—2§3x§0}:{x€R:—gngO}z[—g,O].
Elle est dérivable sur 5
B:{Z‘ER:71<3ZE+1<1}:]7§,O[.
Sur cet ensemble, on a
Df(x) = Darcos(X)|x=3z+1- DBz +1)
_ -1
1—(Bz+1)2
B -3
V1=922 — 6z — 1
B -3
V=922 — 6z
— La fonction z — f(x) = arctg(x? — 1) est définie, continue et dérivable sur R. Sur cet ensemble,
on a
1 2z

Df(z) = Darctg(X)|x—g2_1 - D(2* — 1) 2x

Tlr @102 T I @ o2
— La fonction z +— f(z) = In2? est définie, continue et dérivable sur A = {z € R : 2% > 0} =

{x € R:x # 0} =Ry. Sur cet ensemble, on a

Df(z) = DIn(X)|x—yp> . D(z?) = L -

2
x? x

— La fonction  +— f(z) = In(z? — 1) est définie, continue et dérivable sur
A={zecR:2?-1>0}={zcR: (z+1)(z—1) >0} =] — oo, —1[ U1, +o0[.

Sur cet ensemble, on a

1 2x

— La fonction z — f(x) = exp(¥/x) est définie et continue sur R. Elle est dérivable sur Ry et sur cet
ensemble, on a

Df(x) = Dexp(X)|x= ¢z - D(Vx) = exp(Vz) . Tk
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— La fonction x — f(z) = 27" = exp(22.1n2) est définie, continue et dérivable sur R. Sur cet
ensemble, on a

Df(x) = D2%|x_,2 . D(2?) = 27" In2 .2z =22" ' 1n2.

— La fonction z — f(z) = 2% = exp(Inz.Inz) = exp(In®z) est définie, continue et dérivable sur
10, +00[. Sur cet ensemble, on a

Df(z) = Dexp(X)|x—in2s - DY?|y—ine . DInz
1
= exp(ln®z) .2z . =
X

1
= 2% = 2z

T
= 27" 1ng.

— La fonction z — f(x) = est définie, continue et dérivable sur

In® x
A={zcR:z>0ct In®2#0}={z€R:x>0etz#1}=]0,1[U]1,+oo].

Sur cet ensemble, on a

-2 1 -2
Df(z) = DX 2% x_ims . DInz = e —
/(@) [x=1 n*z =z z In®z

— La fonction x — f(z) = arctg(exp x) est définie, continue et dérivable sur R et on a

exp T

D = Darctg X | x—expz - D = =
flx) arctg X | x —exp: exp T T+ exp(2)

— . expz
1+exp?x P

. x? si x>0 i . .
— La fonction z — f(z) = x|z| = 22 & w0 Ot définie et continue sur R. Etudions la

dérivabilité de cette fonction en zéro; on a
22 -0 —22-0

= lim x=0et lim ——— = lim (—z) =0.
z—0t x —0 z—0+t z—0- T — z—0~

Ainsi, la fonction donnée est dérivable sur R. Sur cet ensemble, on a

2x si x>0 _
Df(x)—{zr § 2<0 ou encore Df(z) = 2|xz|.

Exercice 4

La fonction x + f(x) = arcsin(222 — 1) est définie et continue sur
A={reR:-1<22? - 1<1}={rcR:0<2* <1} ={rcR:2?-1<0} =[-1,1].
Elle est dérivable sur

B = {zeR:-1<22?2-1<1}
= {zreR:0<2?<1}
= {zeR:z#0et 2’ —-1<0}
— ]-1.0[Ul0,1[
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Sur B, on a

Darcsin(X)|x—oz2_1 . D(22% — 1)

1
= — Ax

- — 1P
4x
V1—dat +422 -1
4x

4x2(1 — 22?)
4x
2|x|m

—2 .
= sz €] —1,0]
{ 2 si x€]0,1]

Df(x)

1—x2

Exercice 5 1
— La fonction z +— f(z) = tgz est dérivable sur R\ {§ + kn : k € Z}. Comme D f(x) = poa
x

le coefficient angulaire de la tangente au graphique de f au point d’abscisse g = 0 vaut 1 et
l’équation cartésienne de la tangente y — f(xo) = D f(zo)(xz — xo) s’écrit y = x.
Yy

3 L

1
— La fonction z — f(z) = Inxz est dérivable sur ]0, +oo[. Comme D f(z) = —, le coefficient angulaire

de la tangente au graphique de f au point d’abscisse g = 1 vaut 1 et ’équation cartésienne de la

tangente s’écrit y = x — 1.
Y
y=x—1

2 y=Inx
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— La fonction z — f(x) = z|z| est dérivable sur R et D f(z) = 2|z| (cf. exercice 3). Le coefficient
angulaire de la tangente au graphique de f au point d’abscisse zop = 0 vaut 0 et I’équation
cartésienne de la tangente s’écrit y = 0.

yd y = z|z|

Exercice 6

La fonction z — f(z) = zexp(x) est infiniment dérivable sur R. En appliquant la formule de Leibniz, on
a

8
D3(x . exp(z)) = ZC’g D?x D% exp(z).
§=0

Comme D'z =0si j >2et D8 Jexp(z) =exp(xr) Vj=0,...,8, la formule s’écrit encore
D3(x . exp(z)) = C x . exp(x) + Cg exp(z) = zexp(z) + 8exp(z) = (x + 8) exp(x).

Exercice 7
— La fonction x — f(z) = /xlnz est définie sur A = ]0,4oc[. Puisque tout intervalle ouvert
comprenant 0 rencontre A, on peut envisager la limite de f en 0 mais on ne peut considérer que la

limite & droite de zéro vu le domaine de définition. Comme lim+ Vr=0et lim+ Inx = —o0, on
z—0 z—0

peut tenter de lever 'indétermination “0.00” en appliquant le théoreme de I'Hospital a la fonction
Inx

— -
x72 )
Soit V' =|0,¢[ avec € > 0 assez petit. Les fonctions = — In(z) et © — x~2 sont dérivables dans V'
et Dz~ 2 = —%CU_% # 0 Vz € V. De plus, on a

écrite sous la forme f(z) =

lim Inzx=-o00, lim T = 400
z—0t z—0t
et |
D(lnz x~
lim (7,1): lim =2 lim 22 =0
x—0+ D(xT) z—0+ _% xrz z—0+
Des lors, lim (yzlnz)=0.
z—0t 1
nx
— La fonction = — f(z) = Vi est définie sur A = 0, 4o0[, ensemble non majoré; on peut donc
x
calculer la limite de f en +co. Comme lim Inz = lim +/z = 400, on peut tenter de lever
r——+0o0 Tr—r400

Woo”

I'indétermination en appliquant le théoreme de I’Hospital.
Soit V =Je, +oo[ avec € > 0 assez grand. Les fonctions 2 — In(z) et 2 — 22 sont dérivables dans

Vet Dzz = %:v_% # 0 Vx € V. De plus, on a

D(l =1 _
lim (nlx) = lim m - =2 lim T = 0,
r—+00 D(.’E§) T—+00 L pT3 r—+00
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Inx
et des lors, lim — =0.
T—+o0 €T
La fonction @ — f(z) = 23 exp(—x) est deﬁnle sur R, ensemble non majoré ; on peut donc calculer
la limite de f en +00. Comme lim = +4ooet lim exp(—z) =0, on peut tenter de lever
T—>+00 T—+00
I’indétermination “0.00” en appliquant le théoreme de I’Hospital a la fonction écrite sous la forme
fla) = ==
x) = .
exp()

Soit V =le, +o0[ avec € > 0 assez grand. Les fonctions z +— 23 et  — exp(z) sont dérivables dans
V et Dexp(x) = exp(x) # 0 Vo € V. De plus, on a

. ) . . D(z?) . 3a?
lim z°= lim exp(z)=+oc0 et lim ————— = lim ——.
r—~400 r—~4o00 r——+00 D(GXp(I)) r——400 GXp(l‘)

En appliquant & nouveau le théoreme (les hypotheses étant vérifiées), on a successivement

2
lim M = lim bz et lim M = lim 6

z—+oo D(exp(x)) a—+oo exp(z) a—+oo D(exp(x)) a—+oo exp(x) =0

Des lors, lim (x?’ exp(—m)) =0.

r—+o0
Inx L.

T est définiesur A={z € R:2x >0etz # 1} =]0,1[ U |1, +o0].
Puisque tout intervalle ouvert comprenant 1 rencontre A, on peut envisager la limite de f en 1.
Comme hm lnx = hm1 (x — 1) = 0, on peut tenter de lever I'indétermination “%” en appliquant

—

La fonction = — f(z) =

le theoreme de ’'Hospital.
Soit V' =|1 —¢,1 + ¢[\{1} avec ¢ > 0 assez petit. Les fonctions z — In(x) et z — z — 1 sont
dérivables dans V et D(x — 1) =10 Vz € V. De plus, on a

D(Inzx) .1

im ———— =1lim — =1,

z—1 D(x— 1) z—1
et, des lors, lim Iz _

x—1 1 — 1
3
La fonction x — f(x) = xi est définie sur A = {z € R : z —sinz # 0}. Puisque tout
x —sinz

intervalle ouvert comprenant 0 rencontre A, on peut envisager la limite de f en 0. Comme lir% z3 =
T—

limO (z —sinz) = 0, on peut tenter de lever 'indétermination “%” en appliquant le théoreme de
z—
I’Hospital.
Soit V =] —¢,e[\{0} avec ¢ > 0 assez petit. Les fonctions x — 2 et x — x —sin(z) sont dérivables
dans V et Dsin(x) = cos(z) # 0 Vx € V. De plus, on a
D(z?) 3z 0
lim ————— =1lim —— = “=7
z=0 D(x —sinz) =0 1—cosz 0
et (322)
D(3z 6x sinx
lim ————— = lim =6 puisque lim =1
z—0 D(1 —cosz) =0 sinx PHsaue I T2
X : z?
Deslors, lim ——— =6
=0 x —sinx )
z—
La fonction x — f(z) = T est définie sur R, ensemble non majoré; on peut donc calculer
exp(2z

la limite de f en +o00. Comme lim (z—1) = lim exp(2z) = 400, on peut tenter de lever
r—4-00 T—+00

woo”

I'indétermination “22” en appliquant le théoreme de I’'Hospital.
Soit V' =|e, +oo avec £ > 0 assez grand. Les fonctions z — x — 1 et x — exp(2z) sont dérivables
dans V et Dexp(2x) = 2exp(2z) # 0 Vz € V. De plus, on a

D(z—1) 1

li ——— = i —— =0
z=31 00 D(exp(2x)) oo 2 exp(2)
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-1
Deés lors, lim L 0.
z—+oo exp(2x)

1

— La fonction = — f(z) = = ln(1+> est définie sur A = {x e R:z # 0et1+1 >0} =
x

{re R :x#0et £ >0} =]—o00,—1[ U0, 400[, ensemble non majoré; on peut donc calculer

1

la limite de f en +00. Comme lim =z = +oo et lim In <1 + > = lim Iny = 0, on peut
r—400 r—400 €T y—1

tenter de lever I'indétermination “0.00” en appliquant le théoreme de I’'Hospital a la fonction écrite

In(1+ 2
sous la forme f(z) = M

x
Soit V' =le, +o0[ avec € > 0 assez grand. Les fonctions x — In (1 + %) et x — % sont dérivables
dans V et D% = —I% #0Vz € V. De plus, on a

In(1+ 1 In(1 D(In(1 1
lim M — lim M et lim M = lim — =
z— 400 y—0t Yy y—0+ D Yy y—=0t 1+y

Des lors, lim (m In <1 + 1)) =1.
r—+00 xT
0S T

— La fonction z — f(z) = est définie sur Ry, ensemble non majoré; on peut donc calculer la

8=

-1 1
limite de f en +00. Comme —1 <cosx <1 VzreR, si >0 alors — < T <
x

x T
-1
De plus, lim (—) = lim (=) = 0. Ainsi, en appliquant le théoreme de 1’étau, on peut
Tr—+0o0 x€X Tr—r+00 x€X
i cosx
conclure que lim = 0.
Tr—+o0 X
x| —2
— La fonction z — f(z) = | 2| 1 est définie sur A = R\ {—2,2}. Puisque tout intervalle ouvert
72 —

comprenant —2 rencontre A, on peut envisager la limite de f en —2. Ainsi

|x| — 2 . —r—2 . -1
m —== l1m -—= |1m ——-
z——2 g2 —4 2--2 (z—-2)(z+2) =—-2 x—2

1

1

— La fonction = + f(x) = In(2?) est définie sur Ry, ensemble non minoré; on peut donc calculer la
limite de f en —oo. Ainsi, vu le théoréme de la limite des fonctions composées

lim In(z?) = lim Iny= +ooc.
r——00 Yy——+00
arctg(\/T)
N2

comprenant 0 rencontre A, on peut envisager la limite de f en 0 mais on ne peut considérer que
la limite & droite de 0 vu le domaine de définition. D’autre part, on a

— La fonction = — f(x) = est définie sur A =]0, +oo[. Puisque tout intervalle ouvert

lim arctg(v/z) lim arctg y

z—0+t \/E y—0t Yy

Comme lim arctg y = lim y = 0, on peut tenter de lever I'indétermination “%” en appliquant
y—0t y—0t

le théoreme de I’'Hospital.
Soit V' =]0,¢[ avec € > 0 assez petit. Les fonctions y — arctg(y) et y — y sont dérivables dans V'
et Dy=1%#0Vy € V. De plus, on a
D(arct 1

lim 7(%0 gY) = lim ——= =

y—0t D Yy y—0+ 1+ y2
Des lors,

lim arctg(y/x)

=1.
z—0t ﬁ
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— est définie sur A = {x € R: 2 € [-1,1] et arcsinz # 0} =
arcsin x

[—1,1]\ {0}. Puisque tout intervalle ouvert comprenant 0 rencontre A, on peut envisager la limite

de f en 0. Comme hn% sinz = hr% arcsinz = 0, on peut tenter de lever 'indétermination “%” en

appliquant le théoreme de I’Hospital.
Soit V =] — £,e[\{0} avec € > 0 assez petit. Les fonctions x — sin(z) et z + arcsin(z) sont
dérivables dans V et D arcsin(z) = ﬁ #0Vz € V. De plus, on a

Di
i 200D ©ST g (/1= 2 cosar) = 1.

z—0 Df(arcsinz) -0 0

V1—22

Des lors,
. sinx
lim =1

z—0 arcsinz

La fonction z — f(x) = 7* est définie sur R, ensemble non minoré ; on peut donc calculer la limite
de f en —oo. Ainsi, vu le théoréme de la limite des fonctions composées
lim 7%= lim exp(zln7)= lm exp(y)=0.
T——00 T——00 y——00

La fonction z + f(z) = logg(2%—1) est définiesur A = {x € R: 22—1 > 0} =] — 00, —1[ U1, 0.
Puisque tout intervalle ouvert comprenant 1 rencontre A, on peut envisager la limite de f en 1
mais on ne peut considérer que la limite a droite de 1 vu le domaine de définition. Ainsi, vu le
théoreme de la limite des fonctions composées

. 1
z1;1111 logs (2% — 1) = 11%1+ logsy = 3 yli%l+ Iny = —oo0.

e}ipi(gz)estdeﬁmesurfl {reR:22>0ct na? #0} ={z€R:a#
n 2

0et 2?2 #1} =R\ {-1,0,1}, ensemble non borné; on peut donc calculer la limite de f en cc.
Comme lim exp(3z) = lim Ina? = +o0, on peut tenter de lever I'indétermination “22”
T—r+00 r—r+00

La fonction z — f(x) =

en

appliquant le théoréeme de I’Hospital.
Soit V' =Je, +o0[ avec € > 0 assez grand. Les fonctions x — exp(3x) et x — In(z?) sont dérivables
dans V et DIn(z?) = 2 # 0 Vz € V. De plus, n a

) D(exp(3z)) . 3exp(3z) 3 B
zgl—sr-loo D(lnx?) »Lgrfoo 2r-1 2 LEToo (zexp(3z)) = +oo.
Des lors 3
i EPGT)

z—+oo  Inx?

D’autre part,
3
lim exp(3z) = lim exp(3z). lim =0
z——oo Ina? T——00 -0 Inaz2

Les limites de f en —oo et 400 étant différentes, la limite en oo n’existe pas.

Pour la fonction z — f(x) = V& + 22 — x, les limites en +00 et —oo ont été calculées a 'exercice
2.

La fonction z — f(z) = 2" = exp(z® . Inx) = exp(exp(zInz) Inz) est définie sur A = 0, +-00].
Puisque tout intervalle ouvert comprenant 0 rencontre A N ]0,4o00[ = ]0,400[, on peut envisager
la limite de f en OF.

Loo”

nzw
Calculons tout d’abord lim (zlnz) = lim —— en levant I'indétermination par application

@—0 e—0+ 7!
du théoréeme de I’'Hospital.
Soit V' =]0, [ avec € > 0 assez petit. Les fonctions « — In(z) et  — L sont dérivables dans V et
D%:—%#OVZ‘EV. De plus, on a

. . D(lnx) . z~! ) _
azclig)lJr (JJIHZ‘) - xllg)l* D(iCil) B xllg)l* —z 2 - xlig)l* (—33) =0
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Ainsi,
li =1 1 = li =1
A 0= Bp, ewlehne) = g exely)
Des lors,
li o1 =— t li =1 S| = i =0.
im (z® . Inx) co et lim f(z) im exp(z® . Inx) L exp(y)

— La fonction z — f(z) = (2")* = = exp(z?Inz) est définie sur A = ]0, +o0o[. Puisque tout

intervalle ouvert comprenant 0 rencontre A N ]0, +oo[ = |0, +00[, on peut envisager la limite de f
en 0. |
. . nx <12 . . .
Calculons tout d’abord lim (ac2 Inz) = lim — en levant l'indétermination “32” par applica-
z—0+ z—0+ T o

tion du théoreme de 'Hospital.
Soit V' =]0, e[ avec € > 0 assez petit. Les fonctions & — In(z) et = — —5 sont dérivables dans V et
DY =—-2% 3£0VzeV.Deplus, on a

. ) D(Inz) ) x1 . -z
2 _ — - =
zligl+ (x In x) N zlingr D(Z‘_Q) B a:lingr —2x—3 z—0t1 2

Ainsi,
lim f(z) = lim exp(z®lnz) = lim exp(y) = 1.

z—0t z—0t1 y—0

Exercice 8

. . . i 2
— Représentons graphiquement la fonction x — f(z) = { MLJ Zi i i 9

— Cette fonction est définie sur R, continue et dérivable sur R\ {2} vu son expression. Etudions

112

sa continuité en 2. Puisque lim
z—2- 20— 7
en 2; elle n’y est donc pas dérivable non plus. Dés lors, f est continu et dérivable sur R\ {2}.

4
=3 # f(2) = 2, la fonction f n’est pas continue

— Le domaine de définition de f n’étant pas borné, on peut calculer la limite de f en —oo et en
+o00. Ainsi,
x? x?

= lim —= lim —=-00 et lim = lim —-—=1.
z——o00 20— 7 z——0c0 2% z——00 2 z—+o00 x — 1 r—+o0 T

On peut donc dire que f admet une asymptote horizontale en +o0o d’équation y = 1. Vu le
domaine de définition, f n’admet pas d’asymptote verticale mais pourrait avoir une asymptote
oblique en —oo. Pour cela, calculons

. f(z) . z? . 2 1
lim —= lim —— = lim — =
T——00 T g—o—oo (20 —7) a——o0 222 2
et
. 1 . x2 T ) 222 — 222 + Tx ) Tx 7
On voit donc que f admet une asymptote oblique en —oco d’équation y = 227,
— La fonction est indéfiniment contintiment dérivable sur R \ {2}.
Sizc<2onaf)="4 42 i d
iz yona f(z) =2+ 7+ . 57— ce qui donne
1 49 (-2) 1 49 1 422 — 28z
D = — _— — = = — — =
I = o+ T @2 2 3 @72 3@

et
se 49 (=4 98
D@ =5 @ ~ o
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Siz>2 ona f(x) =1+ 5 ce qui donne

Df(x):(:xiill)? ot sz(x):ﬁ.

On en déduit le tableau de signes suivant

T 0 2
Df(x) + 0 - 7 -
D’f(z) | — - — ] +
f(x) croiss. | max. | décroiss. | 2 | décroiss.
conc. | conc. conc. conv.

Il y a donc un maximum au point d’abscisse 0. Ce maximum vaut 0 et ¢’est un maximum local
puisque, par exemple, f(2) = 2.

— La représentation graphique de f est la suivante

Y

_ 2247 2 \
y="7

-6

— Représentons graphiquement la fonction z — f(z) = In(|sinz|).
— Cette fonction est définie, continue et dérivable sur A = {# € R : |sinz| > 0} = {z € R :

sinz # 0} = R\ {kw : k € Z}. De plus, elle est périodique de période 7 puisque f(x +
) = In(|sin(z + 7)| = In(] — sinz|)) = In(| sinx|). Enfin, cette fonction est paire car lorsque
x €A —x € Aet f(—z) =In(|sin(—=z)|) = In(] — sinz|) = In(|sinz|). Ainsi, il suffit d’étudier
la fonction sur ]0,7[. Dans cet intervalle, la fonction est définie, continue et dérivable et on a
f(z) = In(sinz).
Calculons les limites aux bords de 'intervalle. On a

lim In(sinz) = lim Iny=—oco et lim In(sinz) = lim lny = —oo,

z—0t y—0+ T y—0+
ce qui montre que les droites d’équation x = 0 et * = 7 sont des asymptotes verticales au
graphique de f.
La fonction f est indéfiniment contintiment dérivable sur ]0, 7 et on a

Df(x) = ST _ cotgr, D?*f(zx)= %, Yz € ]0,7].

sinx sin® x

Ainsi, si x € |0, 5[, Df(z) > 0et D?f(x) < 0 ce qui signifie que, sur cet intervalle, la fonction
est croissante et concave.
Size|Z,w, Df(z) <0f et D*f(x) < 0; f est donc décroissante et concave sur Uintervalle

considéré. Enfin, f admet un maximum pour x = 7 ; ce maximum vaut 0.

— La représentation graphique de f est la suivante

t X
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Exercice 9
— La fonction f :  — x+v/x + 3 est continue sur A = [0, +00[; elle est donc primitivable sur ]0, +oc0].
On obtient directement

2 2
/(m\/EJr?)) dz:/x% dx+3/1 d:czgx%+3ngsc2\/5+3x, z € ]0, +o0l.

— La fonction f : z +— xexp(2z) est continue sur R et y est donc primitivable. Par une primitivation
par parties, pour tout réel z, on a

/xexp(?x) dx = /xD(%)dw = gexp@x) — %/exp@x) dx ~ gexp(2x) - iexp(?x).

— Lafonction f : & — (x41) sin x est continue sur R et y est donc primitivable. Par une primitivation
par parties, pour tout réel x, on a

/(x—i—l)sinx dx:/(x—i—l)D(—cosx) dx = —(x—i—l)cos:v—i—/cosx dx ~ —(x+1)cosz +sinz.

— La fonction f : z +— xcos®z = £(1 + cos(2x)) est continue sur R et y est donc primitivable. Par
une primitivation par combinaison linéaire puis par parties, on a

1 1
/:L‘ cosz dr = 5/36 dm+§/xcos(2x) dx

2?1 sin(2z)
x .

1

4

x L[
o~ ZJrZ Sln(Qz)fZ/sm(Qx) dz
~ ﬁ_Ff X (2)_1_1 ((22), v € R
= o+ sin(2z) + 2 cos(22), @ .

— La fonction f : 2 — Inx est continue sur |0, 400[ et y est donc primitivable. Par une primitivation
par parties, on a

1
/lnxdz:/lnz.Dxdx:x lnxf/x.fdxzx Inz —z, z €]0,+o0].
x

— La fonction f : x — est continue sur R et y est donc primitivable. Par une primitivation

x
V1422

par substitution, on a

x 1 2x 1 1
L dr=- | = da== || — dt ~ Wiliiaa2 = V1422, z € R.
/ o T 2/ o T 5 {/\/f L_sz [(Vt]i=1+ T4 T

1
— La fonction f : x — ——— est continue sur |—2, 2[ et y est donc primitivable. Comme /4 — x2 =

/ x
24/1— (5)2, on a, par une primitivation par substitution,

1 3 1 x
——dr = | ——2——dz = [/ dt] ~ [arcsint]—z ~ arcsin(=), x € ]—2,2].
/ Vi — 22 VI-(%)? VI s =2 2

— La fonction f : 2 — /4 — 2?2 est continue sur [—2,2]; elle est donc primitivable sur | — 2,2[. Si on

pose x = 2sint avec t € | — Z, Z[ alors V4 — 22 = \/4 — 4sin®t = VA cos2t = 2| cost| = 2cost car
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cost > 0site]— 7, 7] et, par une primitivation par changement de variables, on a

/\/4—352 dr = [/2cost . 2cost dt]
t=arcsin(%)

= 2 {/(1 + cos(2t)) dt}

5 {t N sin(2t)}
2 t=arcsin(%)

t=arcsin(%)

1

12

Q[t + sint cos t]t:arcsin(%)
4 — 2
2 arcsin(f) +2. E
2 2 2
V4 — 22
2

R

~ 2arcsin(g) + , x€]—2,2[.

— La fonction f : z — xv4 — 22 est continue sur [—2,2]; elle est donc primitivable sur | — 2, 2[. Par

une primitivation par substitution, on a

/x\/4—:102 dx

1
—5/—2:10\/4—:52 dx

Sl

_% ' % [\/;3} t=4—z2

~ —%\/(4 —22)3, re]—22]

T

— Lafonction f : x — I%H est continue sur R et y est donc primitivable. Comme 2% +4 = 4(( 5 )241),

par une primitivation par substitution, on a

1 1 1
[omaw = i g

1

L tgt
5 larctatl,_
x

2), x €R.

1 ta
~ —arc
B g

— La fonction f : 2 — est continue sur R\ {—2,2}; elle est donc primitivable sur | — oo,

22 _
] —2,2[ et |2,400[. Si on décompose f(x) en fractions simples, on a

1 A N B A(x+2)+ B(r—2)
2—4 -2 x+2  (2-2)(z+2)

ce qui donne

(A+ B)x +2(A— B) =1 ou encore { ﬁ

I+
W W
I
o= O
3
—N
SIS
Il
| A=
N

-2,
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Ainsi,
1 1/ 1 17 1 1 1 1. |z—2
I S S de~>In|z—2|— =1 9~ =1 .
/x2—4x 1) z-2% 4/x+2£ gl =2f= e 2| 4nx+2‘
Des lors,

1 -2
. Zln <z+2), x €| — oo, —2[ (resp. z € ]2, 400])
v " (22E) se)—22
“1n _
1" \z12) " ’

— La fonction f : 2 — %4 est continue sur R\ {—2,2}; elle est donc primitivable sur | — co, —2],
x

] —2,2[ et |2, 4+00[. Si on décompose f(x) en fractions simples, on a

x A B Alx+2)+ Bz —2)

2 —4 :E—2+:E+2_ (x—2)(x+2) 7

ce qui donne

IS NI

= A
(A+ B)x +2(A — B) = x ou encore { A+B=1 @{ 5

A-B=0

Ainsi,

T 1 1 1 1 1 1 1
T o gr=c ) ——dr+: | ——dr~cl|r—2 +-lnje+2/~ - Injz? —4].
/:102—4 =5 —5 $+2/x+2 T 2n|1: |+2n|x—|—\ 211\1: |
Des lors,

—4), z €] —o00,—2[ (resp. x € |2, +0|)

1

T 2
dr ~

/w2—4 v 1

2

— La fonction f : z —

In(4—-2?), z€]-2,2]

GRS est continue sur R\ {—1}; elle est donc primitivable sur
] — 0o, —1[ et | — 1,400[. Si on décompose f(z) en fractions simples, on a
x B A Bz +C
@@+l ozl 24l
A(®> + 1)+ (Bz+ C)(z +1)
(@2 4+ 1) (z+1)
(A+B)z?+ (B+C)z+ (A+0C)
@+ D+ 1) ’

ce qui donne

c=1

2

N[ =

A+B=0 B=-A
(A+B)2?+(B+C)z+(A+C) =z ouencore { B+C=1 ¢ C=-A & { é
A+C=0 —2A=1

Ainsi,
. 1/ 1 1 [ 241
T g = = e+ [ 2Ty
/(1:2—|—1)(z+1) * 2/ z+1 x+2/x2+1 *
1/ 1 1 x 1 1
= ot -t | ——— 4
2/x+1 x+2/x2+1 x+2/:172+1 v

1 1 2 1
—aln\m+1|+1/7xdx+§arctgx

1

2+ 1

1R

1 1 1
~3 In|z+ 1]+ I In(z? +1) + 3 arctgx.
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Des lors,
711(fx71)+11n(x2+1)+1arctx x €] —o00,—1]
/ x 2 n 4 2 g 9 9
(2 +1

)z +1) 7§1n(x+1)+11n(x2+1)+§ arctgr, = € | — 1, 4o00]
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5.3 Solutions des exercices de la “liste type 2003/2004”

Exercice 1

$13:—1\3/14 3;‘5:—1—#%—%4—%—%:—%.
Exercice 2
Osiaz#—1,1
1, ot 1, i lsia=1 .2
diverge si a = —1
Exercice 3
0<—-1—2z<n
VYR >0 3n > 0 tel que e A }:>f(a:)2R
Exercice 4
V5 n’existe pas +00
n’existe pas 00 -1
1 —0o0 z
n’existe pas +o00 0
+00 400 -3
Exercice 5
. . m
. . ™ .
dom f=R\{1}  lm_f&)=—oc lm f@)=1+5  lm f(z)=-too
Exercice 6
f dom f = dom, f dom. dérivabilité dérivée
2
12{1 R\{_lvl} R\{_Ll} ﬁ
4x sin(v/1—4x2
cos(VI— 127) -3.1] |- 13l e
L_size]—-1,0
arcsin(v/1 — 2) [—1,1] ] —1,0[U]0,1] Vi-a® ] [
A== size 10,1]
eXp(%l-) R \ {1} R \ {1} eXp(l%w) . (1_11)2
In(z? +2z+1) R R Igﬁﬂil
111(132) Ro RO %
" R R 7w . Inmw
(m®)* R R ™ 2. Inm
x® 10, +00] 10, 400 2®(Inz+1)
—L_sir<—1
In(|2z + 1] + ) ]—oo,—l[U]—%,—l—oo[ ]—oo,—l[U]—%,—l—oo[ (x'El) . 1
m s1x > -3
(z — D]z —1] R R 2|z — 1|
zy/xsix >0 Osixz <0
{Osix§0 R R {g rsix >0

Exercice 7

Equation cartésienne de la tangente demandée : y = = (premiere bissectrice).

Exercice 8

Cf. syllabus d’exercices (chapitre 3, exercice 10).

123
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Exercice 9 : QCM
Vrai : (b), (d) Faux : (a), (¢), (e), (f).

Exercice 10

Cf. syllabus d’exercices (chapitre 3, exercice 22).

Exercice 11

Exercice 12

0 0 +00
1
—00 0 -3
0 —3 1
0 z -1
0 1 n’existe pas

Exercice 13

0, ~+00, 0, 0.

Exercice 14

Tous les domaines sont égaux a | — oo, —a[ U |0, +o0].

li =e® li = li =1 li =e%.
z—ir—noo f(fL') ¢ a:~>1£l/}1— f(fﬂ) oo a:if(r)l‘*' f(x> x_l)r"'r‘loo f(x) ¢
Exercice 15
A
7.5
5
2.5
5 -2.5 Y
5 y=In(lz—1|+1)
2.5
-5
7.5 -4 -2 P12 4 6 X

Exercice 16

[ est strictement croissant sur ]0, +oo[ et im f = ]1,¢€?[.
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Exercice 17
A une constante additive pres, on a (les exercices sont envisagés ligne par ligne)
1. 2 /z(Inz — 2), = €]0,+00] 7. 2exp(z?), z €R
2. (—2z —1)exp(—z), x €R 8. §(1+22?)V1+222, z€R
3. z arctgr — 1 In(1+2?), z € R 9. 1Iln(1+2?), z€R
iln(z?-9)sizr<-3ouz>3
4. 2(14+32)V/1+3z, z €] — %, 400 2
o ) =3 | $In(9 — 2?) si x €] — 3,3
5. —zcosx +sinz, x € R 11. 2‘faurctg%f/'tl, zeR
6. % + “”féﬁx) + Cos(m), reR 12. =1 —arctgz, siz <0Oouz >0
13. 22v1 — 42 + % arcsin(22), = €] — 1, 1]
Exercice 18
A une constante additive pres, on a
‘[arctg(\lfth) x €] —m,m VA +22)3, zeR
iin(Vi+a?+2)+2VI+22, z€R In(v1+az®+z), z€R
Sin(Vi+a? + ) + 32VI+a22 + i TER
5.4 Solutions des exercices de la “liste type 2004/2005”
Exercice 1
-1 3
RS BTy
Exercice 2
si a=-1 ux,, diverge
1, 0t, 1=, %+, si a=1 ., converge vers % , 2
si |a|#1 @, converge vers 0
Exercice 3
3
pas de sens % 400
pas de sens 1 n’existe pas
1 oo (aG:i4+o0;aD:— -1
1 400 —00
1
+o00 400 3
Exercice 4
F(@) = 2+ arctg(" L) s dom(f) = Ros_lim_ f(z) = —ooi I, f(a) = 2 lim_ f(a) =
. _ . . e _ T :
x) =z + arctg 2] om 0; lim  f(z oo lim - f(z 55 Hm +00;
(@) = a-+arets( b s dom(f) = R\ {1}:_lim_ f(x) = —oci i f(e) = 1+ 2 I f(a) =+
[ ] = M = : = — : = —_ =
x) ==z arcg|$71‘ om ; lim o f(z oo; lim f(x 53 Hm Sz 00
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Exercice 5
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f dom déf. et cont. de f | dom. dériv. de f Df(x)
1 —2x
R\ {-1,1 R\ {-1,1 —_—
— 1,1} V{-L1) o1
2
sin(2x) U [k, g + k) U Jkm, g + kn| m
keZ kEZ sin(2z)
cos(sin” ) R R —sin(sin® z) . sin(2z)
1 —1
tg(— R R
arctg() 0 : e
(=) R\ {1} R\ {1} (2=) - 7
P P, (1—2)?
2z +1
In(2? 1 R R _
n(z?+x+1) P
2
In(z?%) Ro Ry -
x
37 R R 3% . In3
(47) R R 47*  2z1n4
Lsize ] ]2k, (2k + 1)7]
arcos(cos x R R\{kr:keZ kez
(cos ) | ) ~1size | J]@2k+)m, (2k + 2)7|
kEZ
cos(arcosz) [-1,1] ]—1,1] 1
-2
In((1 —z)|z—1]) | —o0,1] ] —o00,1] .
—x
z/xsix >0 % rsiz >0
{Osix§0 R R {OsixSO
Exercice 6
f ‘ équation cartésienne de la tangente au graphique de f en zg =0
1) tg = y==x
2) arctg x y==c
3) arcos x y=-z+73
+ Y
‘Y 4
s Y
’ fs
fl 2 .
-4 2 2 > ?
-1 2 2 1 X 1.5
. * 1 1
_a -4 2 1
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Exercice 7

Vm € N : D™ 2 exp(2?) = 20 D™ exp(2?) + 2(m + 1) D™ exp(z?)

0 si  m impair
Ym eN:D™f(0) = (2k)!

o si  m pair (m = 2k)

Exercice 8 : QCM

Vrai : (a), (b), (d), (g)-

Fau : (), (¢), (F), (h)-

(i), (j), (k) : premiére proposition.
(1) : quatrieme proposition.

—1<
(m) : VR >0 37 >0 tel que @ 13'32?}:>f(x)<—R.

Exercice 9
(1) (070)7 (1,72) et (1a2)
(11) _\/37 \/§

Exercice 10

Exercice 11

0~ 0t +00
—17 | pas de sens mais lim f(z) = —oo | pas de sens
T2~
0~ 0 —o0
1+
3 +o0 +o0
400 0t 3

Exercice 12

0F; +00; 0r.

Exercice 13

Y

173 Yy
1

4

5 -2 2
-1

6 4 2 2 4 6 s’X 5

-2
| f(a) = e

4 4

d ) = :

Exercice 14
0~ )~ () ~ e

127
2 4 .
f(z) = znla|
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Exercice 15

1 1
1. -3 (1—-2x)3, z€]— o0, 5[ 8. %2 — L sin(8z) — 145 cos(8z), z € R
2?2z, 1
2. 5 + §s1n(2x) + 1005(21‘), x€R 9. 3 /(1+223)3, z €] - 3%/5,—1—00[
3.sinz — Zsin®x + Lsin®z, 2 €R 10. %(m—ﬁ),xeﬂ%
—x—l—%lnz—ﬂ si z<—-louz>1
4. (z+1D)In(z+1)—z, z €] —1,400] 11. { T N
5. x arctgr — 2In(z? +1), z €R 12. x — arctgz, x € R
6. 2Va*(Inz — 2), x € ]0,+00] 13. $In(1+2?), z € R
7. (—2z—1)e™®, z €R 14. Zarcsin ¥ + ZV4 - 922, z €] — 2, 2]
Exercice 16
1)%§arctg(%tg%), xe]—mm| NHIn(vV1+22+2z), 2€R

2)Ln(vIT 22 +2)+ Va7 1, z €R 5) i, ¢ €R
3)%ln(m+x) + %me ¢! +2)V1+22, 2 €R
Exercice 17
(a) (i) dom(F) =R\ {3,4} F(z) = gy 47@1@73)
(b) —
(c) (i)

i

Y
'y A
Y 0.4
2
0.2
1
0 1 1 2y .5 1 5 2y
1 X X
-0.2
2
= -0.4

(ii) On n’a pas assez d’informations pour esquisser le graphique de fagon univoque car la fonction n’est
définie qu’a une constante additive pres. Ci-dessus, a droite, un exemple de représentation de f.

(d) Les fonctions constantes sur [0, 2].

1
(e) Ce n’est pas correct. On a, en effet, lim (x )sm(x — 2) 0 et lim —— = co mais lim sm(m — 2)
n’existe pas.
1 1 1

f) Ce n’est pas correct. On a, en effet, lim — = lim — = +o00 mais lim (——= —
() P z=2 (z—2)2 252 |z —2 + T2 ((x —2)2

1
ﬂ) = +00 et non zéro. L’affirmation est correcte si les limites sont égales et finies.
T —

(g) Voir notes de cours
(h) Distributivité de la multiplication par rapport a l’addition.
(i) a) lim (52 +2) =17 b) 0, 1.

li
rz—3



Chapitre 6

Calcul intégral

6.1 Exercices de base sur le chapitre 4 (partie A)

Dans cette section figurent quelques exercices de base (dont il a été question durant les années
académiques mentionnées).

Liste 2002-2003

1. Calculer les intégrales suivantes

2 1 2
/ Ve dx / xe " dx / sin®y dy
1 0 0

1y 1
/ — dzx / Int dt / V1—22dx
0o VT 0 0

1
“+o0 1 +oo +oo 1
/ ——dx / 22e % dg / dx
oo 1422 0 5 x2-—1

2. Calculer 'aire de la partie du plan délimitée par les graphiques des fonctions f,g,h données
explicitement par f(r) = 22, g(x) =z, h(x) = 2z et donner une représentation graphique de
cette région du plan.

Liste 2003-2004
Les exercices (**) sont plus spécialement destinés aux informaticiens, aux chimistes et aux géographes.
Les exercices (*) sont plus spécialement destinés aux informaticiens.

1. Pour chacun des cas suivants, déterminer si 'intégrale de f sur A existe (c’est-a-dire si [ 4 f(x) dx
représente bien un nombre)

1
f@) =sin(/D). A= 0] f@)= 7 A —o00) [ de
1 +o0o 1
/ Inz? da / 7lnx2dx / lnx2
0 0 14z 0 1—=x

2. Calculer les intégrales suivantes (si c’est possible)

2

/2 1 3 T
/ dx / vV1+zx dx / 22e %dx / xcos®z dx
w 1/2 0

/4 sin® x 1

Yoo . 1 0 0
/ 22e™™ dx / Inz? dx / arcsinx dx / rarcsinz dx
0 0 -1 -1,

oo 4 Y x4 tee - 1
In(1+— ) d d 4 1y
(*)/0 n( +w2> ! /,2x+3x /0 422+ 9" /,004$2—9x

129
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(*) Montrer que les fonctions = + In(sinz) et  — In(cos x) sont intégrables sur |0, 5[ et que leur
intégrale sur cet ensemble ' vaut —Z% In 2.

Calculer l'aire de la partie du plan dont une description analytique est la suivante
{(z,y) : xz €]0,27], cosz <y <sinzx}.

Donner aussi une représentation graphique de cet ensemble.
(*) Calculer (si possible)

3 r+1 Zer /4 cosd /2 1
——dux, ——dx, — — dx
o (x—1)° o € +1 0o 2+sin“z o 2+sinz
(**) Montrer que >
400 1
/ T e =o.
0 1 + 12

/+°° h;(ax) dr — 7 In(ab)
0o x24b? 2b

Sia,b > 0, en déduire que

La vitesse d'une voiture, partant de l'origine O et se déplacant en ligne droite suivant I'axe X
est v(t) = 10t — 2, t € [0,10]. Déterminer la position x(t) de la voiture au temps ¢t € [0,10].
Déterminer également quand ’accélération est nulle.

Liste 2004,/2005

Les exercices (*) sont plus spécialement destinés aux informaticiens (aux autres aussi si I'occasion se
présente, surtout pour les chimistes).

1.

Calcul intégral, début
— (*) Pour chacun des cas suivants, déterminer si f est intégrable sur A.

$2

1
=1 A=R fl@) =, A=]0, 1] et A=[1,+o0]

3

f(@) = cos(v/]z]), A=[-1,1]; f(x)

— Calculer les intégrales suivantes (si ¢’est possible)

w/3 /3 1 3 1 ™
/ cos? xdx / 5 dzx / V3 —x dx / ze *dx / T cos T dx
/4 /4 COS™XT 1/2 -1 0

1 4 + o0 -2 1
Tz +4 1 1 T
In(2?) d d -y 4 T 4
/_1n(m) “ /_233—|—3x /O 42 1 9% /_004332—996 /01—|—1:2x

. Calculer laire de la partie du plan dont une description analytique est la suivante

{(x,y) cxe[-1,1,yeRet sinz(%) <y< cos%%)} .

Donner aussi une représentation graphique de cet ensemble.

. Calculer (si possible)

o0 1 +o0 1 +o0 1
——d —d —d
/0 Zrerls /0 2z 2" /2 2rr_2"

1. Suggestion. Par changements de variable, on a I = foﬂ/z In(cosz) dx = fOﬂ'/Q In(sinz) dx = f:/Q In(sinz) dz. Alors

2 = /2 (3232 gz = —TIn2 4 1.

2. Suggestion. [

+oo Inax _ _ 1l Inz
1+4x2 dz = 0 l+12dz
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4. (*) Montrer que les fonctions x ~ In(sinx) et z + In(cos ) sont intégrables sur ]0, [ et que leur
intégrale sur cet ensemble?® vaut —Z% In 2.

400 1
/ )
o 1+a?

/+°° In(ax) d 7 In(ab)
; —_—

5. (*) Montrer que*

Sia,b > 0, en déduire que
T =
x2 + b2 2b
6. La vitesse a laquelle s’accroit une population de virus est donnée au cours du temps par la fonction
exp(3t), t > 0.
a) Avec ces données, est-il possible de déterminer la population au temps 0?7 Pourquoi ?
Si la réponse est “oui”, déterminer cette population.
b) Sachant qu’au départ la population était égale & 1 (million d’individus), déterminer la population
au temps t = 1.

7. (*) Définir le produit de composition de deux fonctions : si f et g sont définies dans R et si
I’intégrale a un sens, on pose
(rea)a) = [ 1)

Propriété d’associativité et de commutativité.

On considere f = x[o,1]-

— Calculer (f x f)(x), x € R, (f x f * f)(x), = € R et représenter ces fonctions.

— Pour tout naturel m € Ny, on pose By, (z) = f *...x f (B-spline de degré m — 1). Démontrer
—_—

mfacteurs
que

- pour tout m, la restriction de B,, & un intervalle du type [k, k + 1] (k € {0,...,m — 1}) est
un polynoéme de degré m — 1,

- pour tout m, la fonction B, est nulle dans le complémentaire de [0, m],

- pour tout m > 2, la fonction B,, appartient a C,,_2(R),

- pour tout m > 3, on a DBy, (z) = Bpy—1(2) — Bpp—1(z — 1), 2 € R,

- pour tout m, on a B (z) = —E5Bn_1(z) + "=7By_1(r — 1), © € R; en déduire que
B (z) > 0 pour tout z €]0, m|,

- pour tout m, on a By, (z + F) = B (
graphique de B, 7

m
2

—x), © € R; quest-ce que cela implique pour le
8. A proposer aux étudiants
— Si la somme de deux fonctions f, g est intégrable sur [0, 1] alors I'intégrale de la somme f + g
est égale a la somme des intégrales de f et g. Vrail  FauxO
— Si f, g sont deux fonctions continues et intégrables sur [0, +o00[ alors
a) toute combinaison linéaire de f et g est aussi intégrable sur[0, +-o00[
b) lintégrale d’une combinaison linéaire de f et g est égale a la combinaison linéaire des

intégrales.

Exprimer mathématiquement la partie b) du résultat énoncé ci-dessus.
— Une fonction continue sur [0, 2 est toujours intégrable sur [0, 2[ Vrail  FauxO
— Une fonction continue sur [0, 2 est toujours intégrable sur [0, 1] Vrail  FauxO

— Qu’appelle-t-on largeur d’un découpage ?
— On donne le découpage suivant de l'intervalle [0, 1] :

0, 1.

1
DX

4>\>—‘
OJ\H

1
"5’

Que vaut la largeur de ce découpage 7

3. Suggestion. Par changements de variable, on a I = foﬂ/z In(cosz) dx = fOﬂ'/Q In(sinz) dx = f:/Q In(sinz) dz. Alors

2 = /2 (3232 gz = —TIn2 4 1.

1
4. Suggestion. ;"> fi;d =—/ fi;zd
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— Si on augmente le nombre de points d’'un découpage, on diminue toujours sa largeur.
VraiO FauxO

6.2 Résolution des exercices de la “liste type 2002/2003”

Exercice 1
— Comme f : z — /x est une fonction continue sur [1,2], ensemble borné et fermé, elle y est
intégrable et on a
2 2 ) 2
| va i = [3\5] = 2BV =2eva-),
1 1

— Comme f : z — z e est une fonction continue sur [0, 1], ensemble borné et fermé, elle y est
intégrable et on a

1 1 1
2

/ xe ¥dr= / xD(—e ") dx = [~z e*“}](l)—k/ e dr=—et—[e"]p =21 +1=1-".
0 0 0 €

1 — cos(2y)

— Comme f : y — sin’y = est une fonction continue sur [0, 27], ensemble borné et

fermé, elle y est intégrable et on a

/27T in® d 1/27T1d 1/2Tr (2)d 1[]27T 1[ (2 )]271- 1 2
sin = - - = cos =— — —[sin =—.2r=m.
; yay =y ; y—35 ; Y) ey = 5o 1 Y)lo B
— Comme f : x> —\}E est une fonction continue sur |0, 1], ensemble borné non fermé, on doit étudier

1 1
I'intégrabilité en 0. Puisque T = —, 8 = % étant strictement inférieur a 1, la fonction est
X xr2

intégrable en 0, donc sur |0,1] et on a

1
/ 277 dr = [2v/7)5 = 2.
0

— Comme f : t — Int est une fonction continue sur ]0, 1], ensemble borné non fermé, on doit étudier

Iintégrabilité en 0. Considérons hm+ (t% Int) et levons I'indétermination “0 . co” par application
t—0

du théoreme de I’Hospital.
Soit V' =0, e[ avec € > 0 assez petit. Les fonctions ¢ — In(t) et ¢ — ¢~ 2 sont dérivables dans V' et
Dt~ = —%t_% # 0Vt e V. De plus, on a

Int D(Int 1
lm (2 nt) = lim A2 200D =2 lim t* =0.
t—0+ t=0t t72  t=0t D(t7z) =0t _%tfi t—0+

Des lors, limJr (t% Int) = 0 et puisque cette limite existe et est finie, le critere d’intégration en 6
t—0

(avec § = § < 1) permet d’affirmer que la fonction est intégrable en 0 et donc sur ]0,1]. Ainsi,

1 1 1
1
/lntdt:/ D(t) . Int dt =t 1nt]g)—/ t.—dt=—[t]j=—-1.
0 0 0 3

Autre méthode : la fonction f étant continue et négative sur l'intervalle d’intégration, on peut

vérifier son intégrabilité en 0 et calculer la valeur de son intégrale par application de la définition.
1

Si la limite lim+ In(t) dt est finie alors f est intégrable en 0 donc sur ]0, 1] et la valeur de cette
z—0 z

limite est aussi la valeur de 'intégrale.

Comme

Fz) = /1 In(#) dt = [tIn(t) — )L = —1 — 2In(z) +
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et

In(z)

lim F(z) =—-1- lim (zln(z)) = -1 — lim o

z—0t z—0t z—0t T

on leve I'indétermination “2” par application du théoréme de I'Hospital (les hypotheses étant
vérifiées). Ainsi, puisque
In(x) Dln(x) r!
lim = = lim = lim (—x) =0,
e—0+ 7t a0t D(zl)  a—mot —z72 m—>0+( )

f est intégrable sur |0, 1] et son intégrale vaut —1.

— Comme f : z — /1 — 22 est une fonction continue sur [0, 1], ensemble borné et fermé, elle y est

intégrable. Si on effectue le changement de variables g : ¢ — x = sint entre |0, 7/2[ et ]0,1[, on a

1 3
/ V1—22dz / V1 —sin’t cost dt
0 0

Vcos2t cost dt

[NE]

[SE]

0
= / cos2t dt
0
71 2
- / Lt cos2)
O 2
t  sin(2t)]2
_ 7+1n()
2 4 ],
- i
T4

puisque cost > 0si t € [0, 5].

— Comme f : x> H% est une fonction paire continue sur R, ensemble non borné, il suffit de vérifier

I’'intégrabilité en +o00. Pour cela, calculons lim (mz
T—r+0o0

e 2). Cette limite existe et est finie
x

puisqu’elle vaut 1. Des lors, par le critére d’intégration en 6 avec 8 = 2 > 1, cela prouve que f est
intégrable en +oo. Ainsi,

+oo +oo 1
/_Oo [ d;v:2/0 dezQ[arctng‘”z?(wgrfooarctgx—arcth):2.g:m

— Comme f : z +— 2% 72 est une fonction continue sur [0, +o00|, ensemble non borné, on doit étudier

Iintégrabilité en +oo. Considérons lim (2% . 2%e72") = lim (2% . e727); cette limite vaut 0
Tr—r—+00 Tr——400
car “a l'infini, la fonction exponentielle domine toute puissance antagoniste de x”. Puisque cette

limite existe et est finie, le critére d’intégration en 0 (avec § = 2 > 1) permet d’affirmer que la
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fonction est intégrable en +oco et donc finalement sur [0, 4+o00[. Ainsi,

+o00 +oo 6—290
/ w2 e dr = / z? D(— ) dx
0 0 2
2 ,—2¢7+o° +oo
[_1: ¢ ] +/ e 2 dx
0

2 0

“+oo 672w
= 0+/ x D(— ) dx
0 2

_ +oo
_ [ } +1/+°°ezx da
2, 2 Jo

— Comme f:z+— T est une fonction continue sur [2, +00o[, ensemble non borné, on doit étudier

2 —

Iintégrabilité en 4+oco. Considérons lim (27 . 5
T—+00 xTre —

vaut 1, ce qui prouve, par le critere d’intégration en 6 avec § = 2 > 1, que f est intégrable en
+00 donc finalement sur [2, +o00]. Calculons tout d’abord une primitive de f en décomposant cette
fonction en une somme de fractions simples. On a, pour tout x # +1,

T ). Cette limite existe et est finie puisqu’elle

1 A N B A(lx+1)+ Bz —1)
22—1 -1 2+1  (z—D(x+1)

ce qui donne

| N[

(A+B)x+(A—B):1@{ A+B=0 @{ g:

A-B=1

(SIS

et donc, si x > 2

1 1 1 1 1 1 1 1. z—1
 dr=-= dr— - | —— dp~—In(z—1)— =1 1)~ =1 .
/x2—1 v 2/3;—1 x Z/x—l—l v gn(z—1)—gh(z+ 1)~ gh-—

Ainsi,

+oo
1 1 p—1 2-1] 1 1 1
de=<| lim 1 s |=—-ln; =<3
/2 21" QLJTOO “rr1 Moy T aMzTame

Exercice 2

Représentons graphiquement la région dont on veut calculer I'aire.
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Si f(z) = 22, g(x) = x et h(z) = 2z, d'une part, les points d’intersection des graphiques de f et g ont
pour coordonnées (0,0) et (1,1); d’autre part, les points d’intersection des graphiques de f et h ont pour
coordonnées (0,0) et (2,4). Ainsi, puisque les fonctions & intégrer sont continues sur tout intervalle fermé
et borné, on a

1 2
Aire = / 2z —z) dx —|—/ (22 — 2?) dx
0 1

1 2
= /$d$+/(2l‘—$2)d$
0 1

1 2
- [3]+1+-3
2 0 3 1

2 3 3
1 7

= — 3—7
5 T 3

_ 3+18-14

- 6

_ T

6

6.3 Solutions des exercices de la “liste type 2003/2004”

Exercice 1
f(z) = sin(y/x) : intégrable sur A.

f(z) = 11,7 : non intégrable en —oo donc non intégrable sur A.
f(z) = % : non intégrable en 0 donc non intégrable sur[—1,1].
f(z) =Ina? : intégrable sur |0, 1].

f(z) = 11_‘;;52 : intégrable sur ]0, +o0].

f(z) = {22% : intégrable sur ]0, 1[.

Exercice 2

1 16 _ v8 ~10e~2 +e =

1 ™ s

3 —2 — 3 3
non intégrable en + oo 6+In7 15 1—12 In7
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Exercice 3

Exercice 4

Aire = 2V/2.

Exercice 5

2
B 2In(H) — 2

5
o

£2(3 arctgg — 1)

Exercice 6

Exercice 7
t3

x(t) =5t — &, t € [0,10].

Accélération nulle si ¢t = 5.

6.4 Solutions des exercices de la “liste type 2004/2005”

Exercice 1

Les deux premieres fonctions sont intégrables sur A, la troisieme est intégrable sur [1, +oo[ mais non sur
10, 1].

1.7 3
“(z+-—=-1 —-1 131 =2 -2
5tz b V3 3V10 | =

—4 6+m7| = | 7| im2

Exercice 2

L’aire hachurée vaut %.
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Exercice 3

m 1
La premiere intégrale vaut et la troisieme — In4.

La deuxieme fonction n’est pas intégrable en 1.

Exercice 4
Exercice 5

Exercice 6

a) Non, la population est définie & une constante additive pres.
e 2
b) P(1) = — + —.
) P(1) =S+ 2
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Exercice 7

si <0
si 0<zxz<1
(f*f)(x)_ —x si ISSCSQ
si xz>2
Y
2 1
1 4+
-1 0 1 2 3
14

Exercice 8

0 si <0
1172
5 si 0<x<1
3
(fxf*f)z)= a:2+3x—5 si 1<x<?2
T 3?4 2<u<3
— — o — S1 X
2 2 - =
0 si >3
b Y
1
0.8
0.6
0.4
0.2
5 1 1.5 2.5 3
-0.2

CHAPITRE 6.

CALCUL INTEGRAL

Faux, a) vrai b) Vr,;s € R : f0+oo(rf(x) +sg(x))dx = rf0+oc f(x) dz+s f0+oo g(x) dz, faux, vrai, cf. notes

de cours, la largeur de ce découpage vaut %, faux.



Chapitre 7

Equations différentielles

7.1 Exercices de base sur le chapitre 5 (partie A)

Dans cette section figurent quelques exercices de base (dont il a été question durant les années
académiques mentionnées).

Liste 2002-2003

1. Résoudre les équations suivantes

1) iDf(x) +3f(x) =2z +14 2) Df(xz) = cosx + 2f(x)

3) 2Df(@) +4f(x) = e 4) Df(t) + f(t) = 17em
5) D*f(x) + Df() = 2" 6) D*f(x) +2Df(x) + f(x) = 1 +sinz
7) D*f(x) +4f(x) = cos(2z)  8) D*f(x) + f(2) = 553

Dans le cas 1), quelle est la solution qui s’annule en 17
Dans le cas 5), quelle est la solution qui vaut 1 en 1 et dont la dérivée s’annule en 17
Dans le cas 7), quelle est la solution qui s’annule en 0, ainsi que sa dérivée ?

Liste 2003-2004

1. Soit » > 0. Représenter graphiquement la fonction y(z) = vr? — 22, x € [—r,r| et montrer qu’elle
vérifie I'équation différentielle
yDyy+2x =0, z € —rr[

2. Résoudre les équations différentielles ou les systémes suivants, en spécifiant sur quel intervalle on

se place
o { A= ) DI + 1) = e
D*f(z) +9Df(z) == D*f(z) +9f(x) =
0 f)=1 )4 F(0)=0
Df(1) =0 Df(0) =

) 9D*f(z) + 6Df(z) + f(z) = 1+ aze®  f) 9D?f(x) + 6Df(z) + f(z) = e 5
9) D*f(x) = f(2) = yes h)(#x) iD*f(x) — f(x) = €®
i) D?f(z) + 4f(x) = cosx J) D?f(z) + 4f(z) = cos’z

139
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Liste 2004-2005

Les exercices marqués de (*) sont plus spécialement destinés aux informaticiens (aux autres aussi si
Poccasion se présente, surtout pour les chimistes).

1. A proposer aux étudiants.
— L’équation différentielle (Dyy)? = 4(y + 1) est -elle linéaire ?
Montrer que la fonction g(t) = t> — 2t, (t € R) vérifie le systeme

(Dyy)*> =4y +1)
y(0) =0
y(2) =0

— Dans I’étude des solutions des équations différentielles linéaires a coefficients constants, on a
rencontré des fonctions fondamentales que l'on a appelées fonctions du type “exponentielle
polynome”. Comment s’écrit explicitement une telle fonction ?

2. Résoudre les équations différentielles ou les systémes suivants, en spécifiant sur quel intervalle on
se place

#Df(2) + 2f(a) = 3i e
“ { 1) = 2 D) Df(x) ~ f(z) = 7=

c)(x) Df(x) +2f(2) = 7= d) f(1

e) { F(0)=0 J) D2f(2) + Df(x) - 2f(x) = we® + ¢

g) 4D*f(z) + f(xz) = 1 +sinz + sin® z h) D?f(z) +4Df(x) +4f(z) =1+ e 2"
) D2f(x) — f(a) = mis

3. (*) Un ou deux exemple(s) simple(s) d’équation d’un autre type que linéaire & coefficients constants.

7.2 Résolution des exercices de la “liste type 2002/2003”

Exercice 1

1. Résolvons I’équation d’ordre 1 homogene iD f(2)+3f(z) = 0. L’équation caractéristique est iz+3 =
0 et son seul zéro est 3¢. Des lors, les solutions de I’équation homogene sont les fonctions

fa(x)=Ce*" reR

ou C est une constante arbitraire complexe.

Cherchons a présent une solution particuliere sur R puisque le second membre z — g(x) = 2z + 14
est une fonction continue sur R. Comme on peut écrire g(x) sous la forme (22 + i) . €%, produit
d’un polynéme du premier degré et d’une exponentielle dont le coefficient 0 de I’argument n’est
pas solution de I’équation caractéristique, il existe une solution de la forme fp(z) = Az + B ou A
et B doivent étre déterminés. Puisque D fp(z) = A, on a

, o : 34=2 A=
szp(m)+3fp(x)—2x+z©2A+3Aa:+3B—2m+z(:>{ iA43B—i (:){ B

Ol W
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Ainsi, on obtient une solution particuliere

2z 4

et les solutions de I’équation donnée sont les fonctions

f(x)=Ce3””+§+§, zeR

ou C est une constante arbitraire complexe.

Déterminons la solution f qui s’annule en 1 ¢’est-a-dire telle que f(1) =0.OnaCe® + 2 + L = 0 &
C ¥+ 8 =0« C = =8¢~ La solution cherchée est donc la fonction
6 + 7 3i(w71) 2z 7
T)=———2¢€ + =+ -, zeR.
fley= -3 vy
2. Résolvons I'équation d’ordre 1 homogene D f(x)—2f(x) = 0. L’équation caractéristique est z—2 =
0 et son seul zéro est 2. Des lors, les solutions de 1’équation homogene sont les fonctions

fu(z)=Ce* z€R

ou C' est une constante arbitraire complexe.

Cherchons a présent une solution particuliére sur R puisque le second membre x — g(z) = cos x est
une fonction continue sur R. Comme 1’équation est & coefficients réels et que cos z = R(e®), une so-
lution particuliere sera donnée par la partie réelle d’une solution particuliere de DF(z)— 2 F(z) =
€. Le second membre de cette équation est I’exponentielle polynéme 1 . €**, produit d’un po-
lynome de degré 0 et d’une exponentielle dont le coefficient ¢ de I’argument n’est pas solution de
I’équation caractéristique. Il existe donc une solution de la forme F(x) = A e ot A doit étre
déterminé. Puisque DF(x) = Ai e, on a
—2—1

DF(x) —2F(z) = e < Ai e —24 e =" & (—2+))A=154A=-2—ic A= 5.

9 . 2
Ainsi, F(x) = 3 L eim = (_5 — %)(cosx +isinz) et, deés lors,

2 1
fr(x) =RF(z) = —x cosx + 5sinx,x eR.

En conclusion, les solutions de ’équation donnée sont les fonctions

2 1
f(z)=C e* — gcosx—l— 3sinx, x€R

ou C est une constante arbitraire complexe.

3. Résolvons V'équation d’ordre 1 homogene 2D f(x) + 4f(x) = 0. L’équation caractéristique est
2z+4 = 0 et son seul zéro est —2. Des lors, les solutions de ’équation homogene sont les fonctions

fa(x)=Ce ™ xeR

ou C' est une constante arbitraire complexe.

Cherchons & présent une solution particuliere sur R puisque le second membre z +— g(x) = e~2% est
une fonction continue sur R. Comme on peut écrire g sous la forme de I'exponentielle polynéme
1 . e 2%, produit d'un polynome de degré 0 et d'une exponentielle dont le coefficient —2 de
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I’argument est solution simple de I’équation caractéristique, il existe une solution de la forme
frp(z) = Az e72% ot A doit étre déterminé. Puisque Dfp(z) = A €72 —2Ax e=2 on a

1
2Dfp(z) +4fp(x) = e 2 & (24 —4Ax)e ™ +4Az e = ©2A=1 A= 5

Ainsi, on obtient une solution particuliere

fr(z) = %6721”, zeR

et les solutions de I’équation donnée sont les fonctions

f($)=(0+g) e reR

ou C' est une constante arbitraire complexe.

. Résolvons ’équation d’ordre 1 homogene D f(t)+ f(t) = 0. L’équation caractéristique est z+1 =0

et son seul zéro est —1. Des lors, les solutions de ’équation homogene sont les fonctions
fut)=Ce™* teR

ou C est une constante arbitraire complexe.

Cherchons & présent une solution particuliere sur R puisque le second membre ¢ — ¢(t) = To e
e

est une fonction continue sur R. Vu Pexpression de g(¢), nous utiliserons la méthode de variation
des constantes.

La solution de C(t) e ™" =

t

e
—— est C(t) = ——— ; calculons, sur R, une primitive de la fonction
1+ e2t *) 14 e2t P

t — C(t). Par une primitivation par substitution, on a

et 1
/m dt = [/ 112 du} - ~ [arctg u],—e: ~ arctg(e’)

et, ainsi, une solution particuliere fp est donnée par
fp(x) = arctg(e’) e, t € R.
En conclusion, les solutions de ’équation donnée sont les fonctions
f(t) = [C +arctg(e)] e7", teR

ou C' est une constante arbitraire complexe.

. Résolvons I'équation d’ordre 2 homogene D?f(x) + Df(x) = 0. L’équation caractéristique est

22 + 2z = 0 dont les zéros sont —1 et 0. Deés lors, les solutions de I’équation homogene sont les
fonctions
fH(l‘) =C4 " +Coe ™ =C1+Cye™™, z€R

ou Cy et C5 sont des constantes arbitraires complexes.

Cherchons & présent une solution particuliere sur R puisque le second membre x — g(x) = = €*
est une fonction continue sur R. Comme g est une exponentielle polynéme, produit d’un polynéme
du premier degré et d’une exponentielle dont le coefficient 1 de I'argument n’est pas solution
de Péquation caractéristique, il existe une solution de la forme fp(x) = (Az + B) e* ol A et
B doivent étre déterminés. Puisque Dfp(x) = A e® + (Axz + B) e = (Ax + A + B) € et
D*f(z)=Ae*+ (Az+ A+ B) e®* = (Az +2A+ B) e*,0n a

N|—=

) o e 24 =1 A=
D*fp(z) + Dfp(z) =z ¢” < (2Az +3A+2B) " =z e ‘i’{ 3A+2B =0 ‘:){ B=_3
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Ainsi, on obtient une solution particuliere

et les solutions de I’équation donnée sont les fonctions

fl@) =01+ Oy ew+<;—i> e*, 2 €R

ou C et Cy sont des constantes arbitraires complexes.

Déterminons la solution qui vaut 1 en 1 et dont la dérivée s’annule en 1 c’est-a-dire la solution f

1
telle que f(1) =1 et Df(1) =0. Comme Df(z) = —Cy e™* + (2 + g - i) e, ona

f)=1 Ci+Crel—le=1 Ci=1
{Df(]-)_o < 7026714*%6:0 < 022% )

la solution cherchée est donc la fonction

2—x 3
f(x):l—l—e +(x_) e’, v eR.

6. Résolvons I’équation d’ordre 2 homogene D? f(z) + 2D f(x) + f(z) = 0. L’équation caractéristique
est 22 4+ 22 + 1 = 0 laquelle est équivalente & (z + 1)? = 0, équation qui admet —1 comme zéro
double. Des lors, les solutions de ’équation homogene sont les fonctions

fa(x)=(Ciz+Cy) e, zeR

ou (7 et Cy sont des constantes arbitraires complexes.

Cherchons une solution particuliére sur R puisque le second membre x — g(x) = 1 +sinz est une
fonction continue sur R. Comme g est une somme de deux fonctions, cherchons tout d’abord une
solution particuliere de D?f + 2Df + f = 1; on voit immédiatement que la fonction constante
1 convient. Cherchons & présent une solution particuliere de D?f(z) + 2D f(z) + f(z) = sinz.
Comme ’équation est a coefficients réels et que sinz = ('), une solution particuliere sera
donnée par la partie imaginaire d’une solution particuliecre de D*F(z) +2DF(x) + F(z) = €'*. Le
second membre de cette équation est I’exponentielle polynome 1.e**, produit d’un polynéme de
degré 0 et d’'une exponentielle dont le coefficient ¢ de 'argument n’est pas solution de I’équation
caractéristique. Il existe donc une solution de la forme F(z) = A e ou A doit étre déterminé.
Puisque DF () = Ai ' et D?f(x) = —A €™, on a
D?*F(2) +2DF(z) + F(x) = e & (~A+24i + A) e = = 2iA=124= i A= —5
Ainsi, . .
T i
F(z) = ~3 e’ = —5(0081‘ +isinx)
et, des lors, une solution particuliere fp de ’équation de départ est

1
fpx)=14+SQF(z)=1- 5 008T, T eR.
En conclusion, les solutions de ’équation donnée sont les fonctions
. 1
fl)=(Cixa+Co) e +1— 5C08%, T € R

ou (7 et C5 sont des constantes arbitraires complexes.
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7. Résolvons 1'équation d’ordre 2 homogene D?f(x) + 4f(z) = 0. L’équation caractéristique est
22 +4 = 0; elle est équivalente & 1’équation 2% — 4i? = 0 dont les zéros sont 2i et —2i. Des lors, les
solutions de I’équation homogene sont les fonctions

fru(x) = C1e*™ + Coe ™ 2R
ou (4, s sont des constantes complexes ou, ce qui revient au méme, les fonctions
fru(x) = Cycos(2z) + Cysin(2z), z € R
ou (7 et Cy sont des constantes arbitraires complexes.

Cherchons & présent une solution particuliere sur R puisque le second membre z — g(z) = cos(2z)
est une fonction continue sur R. Les coefficients de I’équation étant réels et cos(2z) étant la partie
réelle de e?*®, une solution particuliere sera donnée par la partie réelle d’une solution particuliere
de D?F(z) + 4F(z) = €?*®. Le second membre de cette équation s’écrit 1 . €2, produit d’un
polynéme de degré 0 et d’une exponentielle dont le coefficient 2¢ de 'argument est solution simple
de I'équation caractéristique. Il existe donc une solution de la forme F(x) = Az €2 ot A doit
étre déterminé. En appliquant la formule de Leibniz, on a

D?F(z) = CYD°(Az).D?(e*®) + C3 D(Ax).D(e*®) + C2D?(Ax).D°(e*™®) = —4Axe*™ + 4iAe*™
et
D?F(x) +4F (x) = *® & (—4Ax + 4iA + 4Az) 27 =¥ S 4iA=14A= —ic A= _Ii.
Ainsi,
F(z) = e eiT = f%(cos@x) + isin(2x))

et, des lors, une solution particuliere fp de I’équation de départ est donnée par

frlz) = RF(z) = %sin@x),x eR.
En conclusion, les solutions de ’équation donnée sont les fonctions
f(z) = Cycos(2x) + (Co + E) sin(2z), z € R

ou Cy et C5 sont des constantes arbitraires complexes.

Déterminons la solution qui s’annule en 0, ainsi que sa dérivée c’est-a-dire la solution telle que
1
f(0) =0et Df(0) =0. Comme Df(x) =—2C;sin(2x) + 1 sin(2x) + 2(C2 + %) cos(2zx), on a

£0)=0 Cy =0 =0
{Df(O)O ©{2520 @{C;O ’

la solution cherchée est donc la fonction

f(z) = %sin(Qz:)7 z e R.

8. Cet exercice est un des exemples résolus dans les notes de cours.
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7.3 Solutions des exercices de la “liste type 2003/2004”

Exercice 1

Représentation graphique : points d’ordonnée positive du demi-cercle centré a ’origine et de rayon r.

Exercice 2

_ =i 2i(z—1) 4 3i
a) f(z) = SLe@-D 4+ 3 g eR
b) f(x) = e *(c+ arctg(e®)), x € R, ¢ constante complexe arbitraire.
2
o flz) =39 + %69(1’1) +&-& zeR
d) f(z) = —5-sin(3z) + £, z € R.
e) f(z) = (az+c)e 8 + (& — 2)e* +1, z €R, ¢ et ¢y constantes complexes arbitraires.
f) f(z) =(az+ca+ ”{%)e*%, x € R, ¢ et cy constantes complexes arbitraires.
)= (

~
—
8

c1—3In(1+e 2))e" +(co— 1 In(1+€>"))e ™, z € R, c1 et ¢y constantes complexes arbitraires.

09
—_

NV N - o
cre’ (C1HDT 4 poety (1-iz %ex, r € R, ¢1 et co constantes complexes arbitraires.

c1 cos(2z) + cpsin(2z) + § cosz, & € R, ¢1 et cp constantes complexes arbitraires.

=
~
—~

8
S~—

I

—-

.

=
—~~
8 &

I

= cpcos(2z) + (£ + c2)sin(2z) + 5, © € R, ¢; et ¢ constantes complexes arbitraires.

7.4 Solutions des exercices de la “liste type 2004/2005”

Exercice 1

L’équation différentielle n’est pas linéaire.

Exercice 2

3ty o 34
a) flz)=(-1- 52)621(1_36) + 52’ z €R.
b) f(z) = (C —In(1+ e %))e”, © € R ol C est une constante complexe arbitraire.
c) f(x) = (C+e” —In(e” +1))e™?*, x € R ot C est une constante complexe arbitraire.
2 33 Lo

d) f(%):%—4$+?—126 T . zeR
e) f(x) :x72sin§, reR

9 2 e
f) f(z) =Cre " 4+ (Ca+ o~ §)e”’ + R € R ou Cq, Cy sont des constantes complexes arbitraires.

3 1 1
g) f(z) = Ci cos g + Cysin g + 373 sinx + 30 cos(2x), x € R ot C4, Cy sont des constantes complexes
arbitraires.

2
h) f(z) = (Cixz + Cy + x—)eﬁf’:, x € R ou C1,Cy sont des constantes complexes arbitraires.

1 1
i) f(z) = (C’l ~1 In(e?* 4 1)) e "+ (C’g - Zln(e*% + 1)> e’, z € R ou C1,C; sont des constantes

complexes arbitraires.

Exercice 3
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Chapitre 8

Fonctions de plusieurs variables

8.1

Exercices de base sur le chapitre 1 (partie B)

Dans cette section figurent quelques exercices de base (dont il a été question durant les années
académiques mentionnées).

Liste 2002-2003

1.

Quel est le domaine de définition et de dérivabilité des fonctions données ci-dessous ? Représenter
graphiquement ces domaines.
1

fi(z,y) = m» fo(z,y) =In(z —y), fa(z,y) = In(|z] - |y|)

falz,y) = eV fi(,y) = arcos(a® +y7),  fo(w,y) = arctg(gl
Calculer

D3 fe(x,y) + D} fo(z,y), D.Dyfs(z,y).

Permuter les intégrales et représenter ’ensemble d’intégration.

/01 (/yl_ly flx,y) dm) dy, /01 (/OMH f(z,y) dy) dz, /1+00 (/ﬂ:jo F(z,y) dy) da.

N Vnz
Calculer / / sin(Vz3) dz | dy et représenter 'ensemble d’intégration.
0 y

2

On considere la partie A du plan bornée par les droites d’équation y = 2z, = 0,y = 4. Représenter

A et calculer / / x dz dy.
A

On considere la partie A du plan délimitée par I'axe X et le graphique de la fonction cosz,z €

[Z,2Z]. Représenter A et calculer 'intégrale de f(z,y) = 2y sur A.

Calculer / / (z +y) dedy o A est 'ensemble hachuré ci-dessous.
A
\y

2,

/

- <

<Y

147
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7. Calculer / / V2 4+ y? dzdy ol A est 'ensemble hachuré ci-dessous.
A

Y

2.
.
— . e

dxdy ou A est la partie hachurée ci-dessous
Y

i / y=a?

—
-1 -0.5 0.5 1 1.5 2 X

8. Calculer

NG

IS

w

N

i

+o0 x —a?
9. Si elle existe, calculer I'intégrale / < / :BST dy) dx et représenter son ensemble d’intégration.
0 o T Y
10. Calculer l'intégrale de f(z,y) = e~ @ +¥) sur A = [0, +00[x[0, +o0l.

11. Calculs de volumes.

Liste 2003-2004
Les exercices (**) sont plus spécialement destinés aux informaticiens, aux chimistes et aux géographes.
Les exercices (*) sont plus spécialement destinés aux informaticiens.
1. Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous et le représenter.
1

f(ﬂf,y):m

;o g(@,y) =In(|z] + [y - 1).

2. Déterminer le domaine de définition et de dérivabilité des fonctions données explicitement ci-
dessous, les représenter et calculer les dérivées partielles.

X

f(.’l:,y): ’I2+y27

f(z,y) =In (:1:24—?5—1).

3. Déterminer ot la fonction (z,y) ~— In(z? + y?) est indéfiniment continfiment dérivable et calculer
D2 f(x,y) + D f(x,y).

4. On donne les fonctions (r,0) — f(r,0) = rcos@ et (r,0) — g(r,0) = rsind. Ou ces fonctions
sont-elles dérivables ? Dans cet ensemble, calculer

Drf(ra Q)Deg(ra 0) - Dgf(?", G)Drg(ra 9)
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5. Permuter les intégrales et représenter I’ensemble d’intégration dans les deux cas suivants

o [ 11 ( / (w+l)/2f<x,y>dy> ax b) /01 ( /\Z%f(ﬂc,y)d:c> dy.

6. a) On donne 'ensemble A suivant (ensemble borné fermé), borné par les deux droites obliques et
les deux droites paralleles a Y. Calculer (et justifier 'intégrabilité) / / sin(z+vy) dxdy et simplifier
A

la réponse au maximum.

y
Y
11 (1’1)
xl >
/8 /2 X
-1 (L_l)

b) On donne lensemble A suivant (ensemble hachuré, borné et fermé). Calculer (et justifier
l'intégrabilité) // T\ y? — x2 dady.
A

Y 4

i

7. a) On donne l'ensemble A = {(z,y) € R? : x € [1,¢],y € [0,Inz]} et la fonction (z,y) — f(x,y) =
y. Représenter A. Calculer (et justifier I'intégrabilité) 'intégrale de f sur A en choisissant un ordre
d’intégration. Effectuer a nouveau le calcul apres avoir permuté 'ordre d’intégration.

2

b) On donne A = {(z,y) € R? : y € [0,1],2 € [y,1]} et la fonction (z,y) — f(z,y) = e* .
Représenter A. Etablir que f est intégrable sur A et calculer son intégrale.

¢) On donne A = {(z,y) € R? : z € [1,2],y > 0} = [1,2] x [0, +00] et la fonction (z,y) — f(z,y) =
ye Y. Représenter A. Etablir que f est intégrable sur A et calculer son intégrale.

d) On donne l'ensemble A = {(z,y) : 7,y € R,0 < y < 1,-= <z < et la fonction

1
7 7t
(,y) = flz,y) = e¥=” . Représenter A. Etablir que f est intégrable sur A et calculer son intégrale.

8. a) Représenter ’ensemble d’intégration et calculer (en justifiant)

1 0
/ (/ e_V’”2+y2dy> dx.
0 —V1—x2
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b) (**) Représenter I’ensemble d’intégration, calculer (en justifiant) et donner une interprétation

géométrique de l'intégrale suivante
1 V1—z2
/ / 1dy | dz.
0 r—1x2

. (*) Calcul d’aires et de volumes

Suggestion d’exercices supplémentaires pour les informaticiens

. Calculer I'intégrale de la fonction (z,y) — 2%y? sur la boule centrée a I'origine et de rayon 1.

. Calculer et représenter ’ensemble d’intégration :

1 Vi—z?
/ (/ e dy) dx.
0 0

. L’intégrale suivante a-t-elle un sens? Si oui, la calculer.

+oo —x —2z
€ — e
—dz.
0 x

(Suggestion : transformer 1/z en une intégrale; permuter alors les intégrales.)

. L’intégrale suivante a-t-elle un sens? Si oui, la calculer.

+oo 1
/ oz .
01— a2

2
(Suggestion : transformer Inz en une intégrale : 2Ilnxz = 0+°°(1+T'Ty - )dy ; permuter alors les intégrales‘)

1
Ty
+oo 1 +oo (=1)™
m=1 m2 et de m=1 m2

En déduire la valeur de [; 122 dz et de [, 122 dz, puis la valeur de

(Suggestions : Garnir, Fonctions de variables réelles II, pp 257-259.)

. Définir le produit de composition de deux fonctions : si f et g sont définies dans R et si 'intégrale

a un Sens7 on pose
(f %)) = / F@)g(z — y)dy.
R

Propriété d’associativité et de commutativité.

On considere f = xo,1]-

— Calculer (f x f)(x), x € R, (f = f * f)(x), = € R et représenter ces fonctions.

— Pour tout naturel m € Ny, on pose By, (z) = f*...x f (B-spline de degré m — 1). Démontrer
—_—

mfacteurs
que

- pour tout m, la restriction de B, & un intervalle du type [k, k+ 1] (k € {0,...,m —1}) est
un polynoéme de degré m — 1,

- pour tout m, la fonction B, est nulle dans le complémentaire de [0, m],

- pour tout m > 2, la fonction B, appartient & C,,_o(R),

- pour tout m > 3, on a DB,,,(z) = By—1(z) — Bp—1(z — 1), z € R,

- pour tout m > 2, on a By, (z) = ~“5Byn-1(z) + B={Bm_1(r — 1), z € R; en déduire que
B, (z) > 0 pour tout x €]0,m],

- pour tout m, on a By, (z + %) = By (% — ), v € R; qu'est-ce que cela implique pour le
graphique de B, 7

(Beaucoup de choses peuvent se faire par récurrence.)
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Liste 2004/2005

Remarques
— Les exercices (*) sont plus spécialement destinés aux informaticiens (aux autres aussi si ['occasion
se présente).
— Les exercices (**) sont plus spécialement destinés aux informaticiens, chimistes et géographes.
— Plusieurs exercices peuvent étre considérés comme faisant partie de la LISTE 2 (cours B) pour les
1B Chimie, 2C Géomatique-Géométrologie et 2C Informatique.

1. Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous et le représenter.

flzyy) =va2—y2+9, g(z,y)=Wn(jlxa+y|—-1), h(z,h)= arcsin( L > .

Tty

2. Déterminer le domaine de définition et d’infinie dérivabilté des fonctions f, g données explicitement
ci-dessous, les représenter et calculer les dérivées partielles premiéres et secondes de f, les dérivées
partielles premieres de h et |z|Dyg(x,y) + |y|Dyg(z,y).

f(z,y) =In(v/a? +y?), g(z,y) = arcsin (i) ;e y) =In(Va?+y+1).

3. On donne une fonction f, continiiment dérivable sur | — 1, 1[x]0, +00[. On demande le domaine de
dérivabilité de la fonction F' : ¢+ f(Int,e—e') et 'expression de sa dérivée premiere en fonction
des dérivées partielles de f.

4. Permuter les intégrales et représenter I’ensemble d’intégration dans les cas suivants

o[ ( / :w/gﬂx,y)czy) v [ ([ seva)e o7 ( / Mf(ﬂc,y)dx> Iy,

5. (**) On considére l’ensemble borné fermé du plan (parallélogramme) délimité par les droites dont
les équations équations cartésiennes sont les suivantes

di:x—y=0, di:2y+2=0, ds:2y+2x—2=0, dy:y—z=2.

Représenter cet ensemble et déterminer Uintégrale de f(x,y) = y sur celui-ci.

6. (**) On considére 'ensemble A = {(z,y) € R? : 0 <y < inf{e™*,In(z + €)}} . Déterminer, si elle
existe, 'intégrale de f(x,y) = =+ y sur A.

7. a) Calculer I'intégrale de f(z,y) = y*sin(zy) sur A = [0, 5] x [0,1].
b) Calculer l'intégrale de f(z,y) =z +ysur A= {(z,y) : 0 <y <inf{z,v1—22}}.

8. a) Calculer I'intégrale de f(z,y) = xe? sur ensemble borné fermé hachuré suivant (et donner une
description analytique de cet ensemble)

2
y=x -1

2

b) Calculer 'intégrale de f(z,y) = x*sin(zy) sur I'ensemble borné et fermé suivant (hachuré)
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9.

10.
11.

12.

13.
14.

15.

16.

8.2

CHAPITRE 8. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

£
S

Déterminer si les intégrales suivantes existent ; si oui, les calculer. Représenter géométriquement
I’ensemble d’intégration dans chaque cas.

2 2

+00 E— +00 R
a)/ / che dy | dz, b)/ / 62 dy | dz,
0 o T°+ty 0 o T°+tyY
1 +o00 1 z2
1
c)/ (/ Zﬂ de) dy, d)/ / dy | dx
0 y Tty —1\Jo z+vYy

Calculer l'intégrale de f(z,y) = Va2 +y2 sur A= {(z,9) : 2 > 0,y < 0,22 +y? < 4}.
Soit A la surface fermée du plan bornée par les cercles de rayon respectivement 1,2, centrés a
lorigine et I'axe X. Calculer I'intégrale de f(z,y) = 1 + 3z + 8y? sur A.

(**) Calcul d’aires et de volumes. Calculs d’intégrales faisant intervenir le changement de variables
polaires dans le plan.

(*) Calculer I'intégrale de la fonction (x,y) — z2y? sur la boule centrée & 'origine et de rayon 1.

(*)Calculer et représenter I’ensemble d’intégration :

1 V1—z2
/ / yidy | de.
0 0

(*) L’intégrale suivante a-t-elle un sens? Si oui, la calculer.

+oo —z —2z
e — e
—dx.
0 x

(Suggestion : transformer 1/z en une intégrale; permuter alors les intégrales.)

(*) L’intégrale suivante a-t-elle un sens? Si oui, la calculer.

+oo 1
/ ne dx.
01— a2

P U
1422y 1+y

(Suggestion : transformer Inx en une intégrale : 2lnz = fOer( )dy ; permuter alors les intégrales‘)

+oo L et de too (Z1)T

4 : 1 ing 1 ng te
En déduire la valeur de [; {2Zdz et de [, {5Zdz, puis la valeur de Y% — 1 "2

1+x
(Suggcstions : Garnir, Fonctions de variables réelles II, pp 257—259.)

Résolution des exercices de la “liste type 2002/2003”

Exercice 1
e La fonction (z,y) — fi(z,y) = W est définie et dérivable sur

1

A={(z,y) eR*: 1 — (2 +9*) >0} = {(z,9) e R? : 2® +3* < 1}
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qui est I'ensemble des points intérieurs au cercle centré a lorigine et de rayon 1 (bord exclu).

e La fonction (z,y) — fa(x,y) = In(z — y) est définie et dérivable sur A = {(z,y) € R? : 2 — y > 0} qui
est I’ensemble hachuré ci-dessous (bord exclu).

vt Y77

1 4

SHH

e La fonction (z,y) — f3(z,y) = In(|z| — |y|) est définie sur

[y

A={(z,y) €R?: 2] = |y| > 0} = {(z,y) € R* : x| > [yl}.
L’analyse de cette condition donne

—r<y<xsix>0

y|<|x|<:)—x|<y<|a?|<:>{ r<y<-zsiz<0 ;

A est donc 'ensemble hachuré ci-dessous (bords exclus).
y=-—x y
11

y=z

Pour déterminer le domaine de dérivabilité, il faut tenir compte du fait que la fonction x — |z| n’est pas
dérivable en zéro et que la fonction X — In X est dérivable sur |0, +oo[. Ainsi f3 est dérivable sur

{(z,y) eR? :fa| —[y[ >0, 2 #0 et y# 0} ={(x,y) €R*: [x| — |y| > 0, y # 0}.
e La fonction (z,y) — fi(z,y) = eV**1t¥” est définie sur R? ; elle est dérivable sur

A= {(z,y) e R? : 2% +y* > 0} = R?\ {(0,0)}

e La fonction (z,y) — f5(z,y) = arcos(z? + y?) est définie sur A = {(z,y) € R? : =1 <22 + 9% < 1} et
dérivable sur B = {(z,y) € R?: -1 < 2% +y? < 1}. Comme 2? + 4% > 0 Vz,y € R, on a

A={(z,y) eR*: 22 +y*> <1} et B={(z,y) e R?: 2% +¢* < 1}.

L’ensemble A est ’ensemble des points situés a lintérieur du cercle centré a 'origine et de rayon 1, le
bord étant compris; pour 'ensemble B, le bord est donc exclu.
e La fonction(z, y) — fo(z,y) = arctg($) est définie et dérivable sur A = {(z,y) € R? : y # 0}, ensemble
des points du plan dont on exclut ceux de 'axe des abscisses.
Calculons les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de fg par rapport a x puis par rapport a y. On a

1 1 Y ]
L+(£)?2y 2 +a?

—2zy

D3 fo(w,y) = W

Dmfﬁ(xvy) =
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1 —x —x 2y
D - (CH . D2 =
yfﬁ(l'ay) 1 + (§)2 (y2 ) yQ +l’2 ) yfﬁ(fl',y) (yQ +l'2)2
Des lors,
—2zy + 2zy
2 2 _ _
Dy fo(z,y) + Dy fo(z,y) = L
Enfin,

—r B —y2—x2+2x2 22 _yz
- (y2 +x2)2 (yz +:c2)2'

DIDyf6($7y) = Dw l:yQ +IZ?2 =

Exercice 2
e L’ensemble d’intégration est 'ensemble A = {(z,y) € R? : y € [0,1],z € [y — 1,1 — y]} ; il se représente
de la facon suivante

Si f est intégrable sur A, on a

/Lﬂ%wM@=AXL:meM)@

Comme on peut aussi décrire cet ensemble par
A={(z,y) eR*:x € [-1,0,y € [0,x+ 1} U{(z,y) eR* 2z €[0,1],y € [0, ~z +1]},

si on permute 'ordre d’intégration, on a

temdeay= [ ([ swpdr)des [ ([ femdy) de
/], [.(/ Ja [ (]

e L’ensemble d’intégration est Pensemble A = {(z,y) € R? : z € [0,1],y € [0, -2z + 2]} ; il se représente

de la fagon suivante
y=—2x+2
\YY
2

= 1\ 5 X
11




8.2. LISTE 2002/2003 155

Si f est intégrable sur A, on a

|tz = | 1 ( / e dy) dr.

Comme on peut aussi décrire cet ensemble par A = {(x,y) € R? : y € [0,2],7 € [0,1 — 41}, si on permute

lordre d’intégration, on a
2 1-4
[ swwacay= | ( / f(a:,y)dm) .
A 0 0

e L’ensemble d’intégration est I'ensemble A = {(z,y) € R? : z € [1, +00[,y € [x+1, +00[} ; il se représente
de la fagon suivante

Y A
31 y=z+1

Si f est intégrable sur A, on a

J[ temdeay= | m ( / f o) dy) .

Comme on peut aussi décrire cet ensemble par A = {(x,y) € R? : y € [2,+00],x € [l,y — 1]}, si on
permute 'ordre d’intégration, on a

J[ ey~ | +°° ( / " e dx) dy.
Exercice 3

L’ensemble d’intégration est I’ensemble borné, fermé A = {(z,y) € R? : y € [0, /7], z € [y?, V72]}; il se
représente de la fagon suivante

Comme la fonction f : (x,y) — sin(vz3) y est continue, elle y est intégrable et on a

//A f(z,y)dedy = /Oﬁ (/yzwsm(@) da:) dy.
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Pour faciliter les calculs, permutons I'ordre d’intégration.
Puisque A peut aussi étre décrit par A = {(z,y) € R?: z € [0, V72,5 € [0,/z]}, on a

//Af(x,y)dxdy = /Ow</oﬁsin(\/x73)dy> dx

Vnz
Vz sin(Va3) dz

0
V2 o

= / gD(\/x?’)Sin(\/xS)dx
0

¥z

- __ + — O—é

= —gcosT+gcosl= <.

Exercice 4
Considérons la représentation de I’ensemble A ci-dessous.

L’ensemble A est un ensemble borné, fermé décrit par A = {(x,y) € R* : 2 € [0,2],y € [22,4]} et la
fonction (z,y) — f(x,y) = = est continue sur A, donc intégrable sur A. Dés lors,

//Af(x,y)dxdy = /02</2:xdy> dz

y=4

2
= / [J;y} dx
0 y=2x

2
= / (4o — 22°)dx
0

2737 16 8
= (222 -2 | =8 — = _,
SR T
Exercice 5
Soit la représentation de I’ensemble A ci-dessous.
WY
Yy =cosx

2

SN

L’ensemble A est un ensemble borné, fermé décrit par A = {(z,y) € R? : z € [5, 28],y € [cos z,0]} et la
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fonction (z,y) — f(x,y) = 2y est continue sur A, donc intégrable sur A. On a donc

37 0

flresss - (L)

2

! s
3 J;—i—banm]ﬂ
2
1 377 1 17 1 3mow T
= g BT plp s =y =y

Exercice 6
L’ensemble d’intégration est I'ensemble borné, fermé A = {(z,y) € R? : z € [0,1],y € [0,2 — 2]} et la
fonction (z,y) — f(z,y) = x + y est continue, donc intégrable sur A. Ainsi,

1 2—x

//(x—i—y)dwdy = / (/ (x—i—y)dy) dx

A 0 0

1 27Yy=2—2
/ [xy + y} dx

0 2 y=0
1 22

= /(2x—x2+2—2x—|——)dm
0 2

Exercice 7

L’ensemble d’intégration est I’ensemble borné, fermé A = {(z,y) € R? : x € [0,/2],y € [z,V4 — 22|} et la
fonction (z,y) — f(x,y) = /22 + y? est continue, donc intégrable sur A. Si on travaille en coordonnées
polaires, cet ensemble, privé de l'origine, est décrit par A" = {(r,0) €]0,2] x [F, ]} ; dans ces conditions,

on a f(x,y) = f(rcosf,rsind) = V12 cos2 0+ r2sin? 6 = V12 = r. 1l en résulte que

[ vErimy = [ (/’%d@)
_ /rdr/ a0

_ [ z 8m _2rm
o 13]),4 34 37
Exercice 8

L’ensemble d’intégration est 1’ensemble borné, fermé A = {(x,y) € R? : z € [0,2],y € [2%,4]} et la
fonction (z,y) — f(z,y) = —2— est continue, donc intégrable surA. L’ensemble A peut aussi étre

Vity?




158 CHAPITRE 8. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

décrit sous la forme A = {(z,y) e R? : y € [0,4],z € [0, /y]}. Ainsi,

// Y dzd /4 /ﬁ R
———dzdy = ——dz | dy
A /1492 0 0o /1+19y2
e=y/§
4 2
_ / [502 i
o [2vI+yt]

4
_ /de
0 2¢/1+y?

Exercice 9 )
—T

Te
La fonction f: (z,y) — est continue sur {(z,y) € R? : 22 + y # 0} donc sur son ensemble

2 +
d’intégration A, ensemble non borné dont la représentation graphique est la partie hachurée du plan
ci-dessous. L Y
y=x

Etudions I'intégabilité de f sur A sachant que |f(z,y)| = f(x,y) ¥(x,y) € A.
2

—X

xe
Pour z fixé dans ]0, +oo], la fonction g : y — est continue sur le fermé borné [0, z2]. Elle est donc

2 +y
intégrable sur cet ensemble et on a

.’E2

/ e dy= {xezz In(z2 + y)] = ze~" (In(22?) — In(2?)) = ze~ In(2).
0 r+y 0

2 _ 2

Etudions l'intégrabilité de la fonction & : 2 — xe~*" In(2) continue sur [0, 4+oc]. Comme h est continu sur
[0,t] ¥t >0, on a

/O " e In(2) de = ) /O g dp = —lnf) {ez}; _ @) ey

2

Des lors,

. In(2), _,2 _1n(2) In(2) . _tz_ln(2)
b () e

puisque , ligl e =0 par application du théoréeme de la limite des fonctions composées.
—+00

Comme cette limite est finie, h est intégrable en +oo donc sur [0, +o0].

Ainsi, f est intégrable sur A et comme la fonction f est positive sur A, on obtient

Hoo v ge=a” In(2)
/0 </0 x2+ydy> dr = 5 -
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Exercice 10

2 2
La fonction f : (z,y) — f(x,y) = e~(* T¥) est une fonction & variables séparées et ’ensemble d’intégration
A se présente aussi sous la forme d’un produit cartésien d’intervalles :

t2

f(@,y) = g1(2).92(y) x €[0, 400, y € [0, 400, g1=g2:t—>e€”

Le calcul de l'intégrale de cette fonction sur A est traité dans les notes de cours et effectué au cours.

8.3 Solutions des exercices de la “liste type 2003/2004”

Exercice 1

dom f = {(x,y) € R? : 4— 2% —y? > 0}, ensemble des points du plan intérieurs au cercle centré a 'origine
et de rayon 2 (“bord” exclu).

dom g = {(z,y) € R? : |x| + |y| — 1 > 0}, ensemble des points du plan extérieurs au carré ayant pour
sommets les points de coordonnées (1,0),(0,1),(—1,0) et (0,—1) (“bords” exclus).

Exercice 2

Domaine de définition et de dérivabilité = R? \ {(0,0)}, ensemble de tous les points du plan excepté
I’origine.

71/,‘2 2 _or
D, f(z,y) = (ﬂfﬁy Dyf(z,y) = (1242»:[}?2;)2'

Domaine de définition et de dérivabilité = {(z,y) € R? : 2% + % — 1 > 0}, ensemble des points
du plan extérieurs a l’ellipse centrée a l'origine et dont les sommets sont les points de coordonnées
(1,0),(0,2),(-1,0) et (0,—2) (“bord” exclu).

Dwf('%y):Zix Dyf('r7y): Y

2 ] .
x4 41 22442 —1)

Exercice 3

Fonction indéfiniment contintment dérivable sur R?\ {(0,0)}; D2 f(x,y) + D f(z,y) = 0.

Exercice 4
Fonctions dérivables sur R?; D,.f(r,0)Dgg(r,0) — Do f(r,0)D,g(r,0) = r.

Exercice 5

Les ensembles d’intégration sont les parties hachurées du plan.

a) fy (Jy,_y f(x,y)dw)dy

b) J U faydy)de + 2T @ y)dy)da



160 CHAPITRE 8. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Yy

y=1-z

Exercice 6

5
+
“f9

a) f est continu sur ’ensemble fermé borné A donc intégrable ; I'intégrale vaut

|~ oo‘

b) f est continu sur I’ensemble fermé borné A donc intégrable; I'intégrale vaut 5.

[ V)

Exercice 7

A est I’ensemble hachuré.
a) f est continu sur I’ensemble fermé borné A donc intégrable ; 'intégrale vaut § — 1.

Ay r=e

1

0 >
1 2 3 4 X

-1

b) f est continu sur ’ensemble fermé borné A donc intégrable ; l'intégrale vaut %(e -1).

Y y==x

]

T >

\ 1 2

c)V(z,y) € A:|f(z,y)| = f(z,y). Pour x fixé dans [1, 2], la fonction y — ye™*¥ est intégrable sur [0, +o0[
car elle y est continue et ygr—il-loo (y* . ye~™¥) = 0. De plus, f0+°° ye "dy = ?12 et la fonction = — w% est
continue sur le fermé borné [1,2] donc intégrable. L’intégrale donnée vaut 3.

Y r=1 x=2

X

\ I 2!
d) Y(z,y) € A : |f(z,y)| = f(x,y). Pour z fixé dans [1,+o0], la fonction y — ¥ est continue sur le
1
1

, sl ez 22 2 1 1 . 1 1
fermé borné |5, —;] donc intégrable et on a f% eV dy = —5(e —ev). La fonction x — (e —e7) est
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1
intégrable sur [1, +o0o[ car elle y est continue et lir_~r_1 (z? . — (e~ e¥)) = e — 1. L’intégrale donnée vaut
z— 400 x

1.

Exercice 8

a) L’ensemble d’intégration A est ’ensemble des points situés dans le quatrieme quadrant, intérieurs
au cercle centré a origine et de rayon 1. f est continu sur I'ensemble fermé borné A donc intégrable ;
I'intégrale vaut Z(1 — 2).

b) L’ensemble d’intégration A est I’ ensemble des points du premier quadrant situés entre le cercle centré
au point de coordonnées (27 0) de rayon 3 L et le cercle centré & l'origine de rayon 1. f est continu sur
I’ensemble fermé borné A donc intégrable ; l’intégrale vaut ¢ ; ce réel est la mesure de aire de la surface A.

Exercice 9

Suggestion d’exercices supplémentaires pour les informaticiens
Exercice 1

[ est continu sur la boule, ensemble fermé borné donc f y est intégrable; I'intégrale vaut 7

Exercice 2

L’ensemble d’intégration A est I’ensemble des points du premier quadrant situés a l'intérieur du cercle
centré a 'origine et de rayon 1. Comme f est continu sur A, ensemble fermé borné, f y est intégrable;
l'intégrale vaut &

Exercice 3

La fonction est continue sur |0, 4+o00[ et on vérifie qu’elle est intégrable en 0 et +o00 en utilisant le critére
en 6 par exemple. L’intégrale vaut In 2.

Exercice 4

La fonction est continue sur ]0, 1] U ]1, 400[ et on vérifie qu’elle est intégrable en 0, 1 et +oo. L’intégrale
2

71'
vaut I De plus, si

Inz

1 1
1 1
X:/ nxd:z: et Y:/ﬂdx, on a A+ ¥ = / —x2
2

1 +o0 +oo 2 2 2
Inx Inz 1 Inx om 0 0
Comme /O 1— 1’2 dr = /1 md.ﬁ = 5/0' mdﬂf = 8 , On obtient X = —F et Y = —E
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+o0 2 +oo m 2
1 T (-1) T
Enfi —_— = — = ——.
ufn, ), 5= ot m? 12
m=1 m=1
Exercice 5
0 si <0
T si 0<z<1
f*fx’_)(f*f)(x)_ 2 _ 1 si 1§£L’<2
0 si x>2
0 si <0
.’IJ2 3
5 si 0<zx<l1
frfrfram (fxfxf)l@)= —2®+3z—-2 si 1<z<2.
””—2273x+% si 2<x<3
0 si >3

8.4 Solutions des exercices de la “liste type 2004/2005”

Exercice 1

— dom (f) = {(z,y) € R? : 22 — 4?> + 9 > 0} : ensemble des points situés entre les branches de
I'hyperbole d’équation 2% — y? + 9 = 0 ayant pour sommets les points de coordonnées (0,3) et
(0, —3), les points de la courbe étant compris.

— dom (g) = {(x,y) € R? : |x +y| — 1 > 0} : ensemble des points situés a I'extérieur des droites
d’équation z +y =1 et x + y = —1, les points des droites étant exclus.

— dom (h) = {(z,y) € R? : |z + y| > 1} : méme ensemble de points que pour g mais les points des
droites sont inclus.

Exercice 2

— Pour f, les deux domaines sont égaux a R?\ {(0,0)}, ensemble des points du plan dont on exclut
lorigine. On a

T Y
D, f(z,y) = P Dyf(x,y) = 242
2 2 2 2
, T ) a2ty B . 2uy
Delle) = ey DIV =g DDl 0 = Dyl 0o =

— Pour g, dom (g9) = {(z,y) € R? : |z| < |y|} tandis que le domaine d’infinie dérivabilité est
{(x,y) € R? : |z| < |y|}. Le domaine de définition de g est 'ensemble des points situés entre les
droites d’équation x +y = 0 et z — y = 0 et comprenant notamment les points de coordonnées
(0,1) et (0,—1), les points des droites étant inclus mais non le point de coordonnées (0,0) ; pour
le domaine d’infinie dérivabilité, les points des droites sont exclus. On a

0 si axy >0
|z[Deg(z,y) + |y|Dyg(z,y) = { —2 si xy <0

— Pour h, les deux domaines sont égaux & {(z,y) € R? : 22 +y + 1 > 0} : ensemble des points

extérieurs & la parabole d’équation y = —z? — 1, les points de la courbe étant exclus. On a
D,h(z,y) ° Dyh(z,y) !
T,Yy) = ——— T,Y) = ——5——.
Y 1 VY TGy y 1)

Exercice 3

La fonction F est dérivable sur |2, 1[ et on a DF(t) = (D1f)(1.1o) - + — (D2f)(f1.p) - €

e
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Exercice 4

1 —2y = _9 v
a) L’intégrale donnée est égale & / (/ f(z,y) da:) dy. 2 4
-1 \J-2
y=—3"| 1+
s
X
ol | F1] | o ‘ ‘ 2 3
=1 l
Y -1
-1 0 0 0
b) L’intégrale donnée est égale & / / flx,y) dx | dy —I—/ (/ f(z,y) da:) dy
r=_1 —4 —uft -1 -1

\*1
1 X

N[[l01 2 3

|
T

|
w

—4

\y——3m—4 )

\/5 x V4—ax?
¢) L’intégrale donnée est égale a / f(z,y) dy> dz +/ (/ flz,y) dy) dz.
0 vz \Jo

Exercice 5

Si A est 'ensemble hachuré alors [, f(z,y) dz dy = 3.
d3

d>

4N“<
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Exercice 6

L’intégrale vaut 8 e b
intégrale vaut — — = — —.
& L2 1
Exercice 7
o 1 4 . 1
a) L’intégrale vaut - — — + — b) L’intégrale vaut —.
2 7 72 3

Exercice 8

a) A= {(z,y) e R? :x € [-1,1],y € [-1 + 22, —2% + 1] et Pintégrale vaut 0.

2 1 2
b) A= {(x,y) eR?:z e [0, Wg/ﬂ Y € [O,x]} et l'intégrale vaut % ~3 sin <7T3>

Exercice 9

a) y = a2 L’intégrale vaut %hl 2 et ’ensemble d’intégration est I’ensemble hachuré.

y=—a?

In2
b) L’ensemble d’intégration est le méme que ci-dessus et l'intégrale vaut Tﬁ

c) v Y L’intégrale vaut 7 et I'ensemble d’intégration est I’ensemble hachuré.
12 y=z
y=1
X
-2 /101 2 3
1-2
+-3
d) L’intégrale vaut 21n 2 — 2 et ’ensemble d’intégration est I’ensemble hachuré.
4}Y r=1
3 y =a?
2
1
21 27y
-1
r=—1
Exercice 10
4

L’intégrale vaut =*.

Exercice 11

L’intégrale vaut =22T.
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Exercice 12

Exercice 13

L’intégrale vaut 57 .

Exercice 14

L’ensemble d’intégration est le premier quadrant du cercle trigonométrique et 'intégrale vaut {%.

Exercice 15

L’intégrale vaut In 2.

Exercice 16

T Ing w2 Una w2 U ne 2
/0 1-22 77 /01—33 TG /01+x T




166 CHAPITRE 8. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES



Chapitre 9

Calcul matriciel

9.1 Exercices de base sur le chapitre 2 (partie B)

Dans cette section figurent quelques exercices de base (dont il a été question durant les années
académiques mentionnées).

Liste 2002-2003

1. Soient les matrices _
—i
0
-1 1

S =

10 -1
A_<i 2 i+1)’ b=

iA, A+ B, A+ B, AA*, AB, BA, BB.

Calculer (si possible)

2. Calculer le déterminant des matrices suivantes.

o 0
(23) (a0 (30
Lt 11 1

3. Factoriser le déterminant des matrices suivantes.
r x? 23 —a—x a 0
1—-=z 2 9o 3
91— ) vy oy |, b —2b—z b
z 22 22 0 a —-a—x
4. Calculer (si elle existe) la matrice inverse de chacune des matrices suivantes.

10 1
<_11 _21> 01 -1
11 1

5. Rechercher les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices suivantes. Ces matrices sont-
elles diagonalisables 7 Pourquoi 7 Si elles le sont, en déterminer une forme diagonale, ainsi qu'une
matrice inversible qui y conduit.

. 1 10
GG (L (hr) (3
0 0 1 1 -1 0

167
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6. QCM —+ justifier la réponse

Si A est une matrice carrée telle que A% = 0, alors A est la matrice nulle VraiD  FauxO
Le déterminant d’une matrice carrée dont les éléments sont des complexes est
un complexed une matriced un polynéomed aucune proposition corrected
Si A et B sont des matrices carrées de méme dimension qui vérifient AB = A, alors B est la
matrice identité VraiO FauxO
Si A est une matrice qui vérifie A = A*, si ¢ € C et si on pose B = cA, alors B = B*

. Vrail FauxO
Si M est une matrice qui vérifie MM = I, alors M admet un inverse Vrail FauxO
Si A, B sont deux matrices de méme format, alorson a A+ B=B+ A VraiD FauxO
Si A, B sont deux matrices carrées de méme dimension, alors on a (A + B)? = A2+ 2AB + B2

VraiD FauxO

Les valeurs propres d’une matrice carrée réelle sont toujours des nombres réelsVrail FauxO

Une matrice carrée peut étre inversible et avoir une valeur propre nulle VraiD FauxO
La somme de deux vecteurs propres de méme valeur propre est encore un vecteur propre de
méme valeur propre Vrai FauxO

Liste 2003-2004

Les exercices (**) sont plus spécialement destinés aux informaticiens, aux chimistes et aux géographes.
Les exercices (*) sont plus spécialement destinés aux informaticiens.

1. Soient les matrices

-2 2

N (10 -1 [ —i+2 3

A=l = O | B_<i2i+1>’ C‘( 4i z)
-1 1

Si possible, effectuer les opérations suivantes. Si cela ne I'est pas, en expliquer la raison.

iA, C*, A+ B, A+ B, AA*, AB, BA, CB, CA.

2. Une matrice carrée est qualifiée de matrice hermitienne lorsqu’elle est égale a son adjointe.
Une matrice carrée est qualifiée de matrice normale lorsqu’elle commute avec son adjointe.
2.1) Donner un exemple de matrice hermitienne et un exemple de matrice normale.
2.2) Déterminer la forme générale des matrices hermitiennes 2 x 2.
2.3) Pour chacune des matrices suivantes, déterminer (le plus rapidement possible) si elle est
normale ou hermitienne.

[JUENIE

() () (7 8) (o)

2.4) En justifiant, répondre par oui ou par non aux questions suivantes.

— Une matrice hermitienne est toujours une matrice normale.

— Une matrice normale est toujours une matrice hermitienne.

— Le produit entre une matrice hermitienne et une matrice normale est commutatif.

— Le produit entre matrices normales est associatif.

— Le produit d’un nombre et d’une matrice hermitienne est encore une matrice hermitienne.
— La somme de deux matrices hermitiennes est encore une matrice hermitienne.

— Le produit d’un nombre et d’'une matrice normale est encore une matrice normale.

— La somme de deux matrices normales est encore une matrice normale.

3. (¥

. . L . . . 11
) Déterminer la forme générale des matrices qui commutent avec la matrice ( 0 1 )

4. Calculer le plus rapidement possible le déterminant de chacune des matrices suivantes.

1 0 -2 -1 4 =2

(_22 ?) -1 1 1 |, 1 -1 1
! 1 -1 1 1 -1 1
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5. Le déterminant de la matrice suivante est un polyndéme en x. Factoriser ce polynome.

1—x 1
2 2—x |

6. (**) Factoriser le déterminant des matrices suivantes.

x x? 2 —a—x a 0
y y> oy |, b —2b—x b
z 22 28 0 a —a—x

7. Calculer (si elle existe) la matrice inverse de chacune des matrices suivantes.
1

11
(121> 01 -1
Los 10 1

8. Rechercher les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices suivantes. Ces matrices sont-
elles diagonalisables ? Pourquoi ? Si elle le sont, en déterminer une forme diagonale, ainsi qu’une
matrice inversible qui y conduit.

11 10 IR 100 324
(2 2)’ (1 1)’ <—¢1>’ 0 10, -2 6 2
0 1 1 4 2 3
9. (**) Répondre aux questions suivantes et justifier la réponse.
— Si A est une matrice carrée telle que . A? =0, alors A est la matrice nulle VraiO FauxO
— Si M est une matrice qui vérifie MM = I, alors M admet un inverse VraiD FauxO
— Si A, B sont deux matrices de méme format, alorsona A+ B=B+ A Vrail FauxO

— Si A, B sont deux matrices carrées de méme dimension, alors on a (A+ B)? = A2+ 2AB + B?
VraiO  FauxO
— Les valeurs propres d’une matrice carrée réelle sont toujours des nombres réelsVraid FauxO

— Une matrice carrée peut étre inversible et avoir une valeur propre nulle VraiO FauxO
— La somme de deux vecteurs propres de méme valeur propre est encore un vecteur propre de
méme valeur propre Vrail  FauxO
— La somme de deux valeurs propres d’une méme matrice est encore une valeur propre de cette
matrice Vraid FauxO
— Si le complexe \g est une valeur propre de la matrice M alors A\ est une valeur propre de la
matrice M VraiO FauxO
— Si un complexe est une valeur propre d’une matrice, alors il est aussi valeur propre de la matrice
transposée Vrail FauxO

Liste 2004/2005

1. (Tous) Soient les matrices

-\ 2
—92i 24 a+9)7 (1 0 -1 > <—3¢+1 3)
A= 3 , B = . . , C= . .
0 1 1— i 2 141 49 —1

Si possible, effectuer les opérations suivantes. Si cela ne l'est pas, en expliquer la raison.
iA, (iB)*, A+ B, A+ B, AA*, AB, BA, CB.

2. (Chimie-Géographie-Informatique)
Une matrice carrée est qualifiée de matrice hermitienne lorsqu’elle est égale a son adjointe.
Une matrice carrée est qualifiée de matrice symétrique lorsqu’elle est égale a sa transposée.
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Une matrice carrée réelle est qualifiée de matrice orthogonale lorsque le produit de cette matrice
et de sa transposée est la matrice identité.

2.1) Quel lien existe entre les matrices hermitiennes et les matrices symétriques ?

2.2) Déterminer la forme générale des matrices symétriques 3 x 3.

2.3) Existe-t-il des matrices symétriques qui ne sont pas hermitiennes ? Si votre réponse est non,
justifier. Si votre réponse est oui, donner un exemple.

2.4) Existe-t-il des matrices hermitiennes qui ne sont pas symétriques ? Si votre réponse est non,
justifier. Si votre réponse est oui, donner un exemple.

2.5) Existe-t-il des matrices réelles orthogonales qui ne sont pas symétriques ? Si votre réponse est
non, justifier. Si votre réponse est oui, donner un exemple.

2.6) Existe-t-il des matrices réelles symétriques qui ne sont pas orthogonales ? Si votre réponse est
non, justifier. Si votre réponse est oui, donner un exemple.

2.7) Existe-t-il des matrices réelles hermitiennes qui ne sont pas symétriques ? Si votre réponse est
non, justifier. Si votre réponse est oui, donner un exemple.

2.8) Le produit de deux matrices orthogonales de méme dimension est-il encore une matrice or-
thogonale ? Justifier.

2.9) Le produit de deux matrices réelles symétriques de méme dimension est-il encore une matrice
symétrique 7 Justifier.

2.10) Une matrice réelle orthogonale (resp. hermitienne) est-elle toujours inversible ? Justifier.

. (Chimie-Géographie-Informatique) Déterminer la forme générale des matrices qui commutent avec

. 20 . 20 . 2 0
la matrice ( 0 2 ) (resp. avec la matrice ( 01 ), avec la matrice ( 1 9 ) ).

. (Tous) Calculer le plus rapidement possible le déterminant de chacune des matrices suivantes.

A L2 12
S B
’ 3\ 1 2 2

. (Tous) Le déterminant des matrices suivantes est un polyndéme en x. Factoriser ce polynéme en

un produit de facteurs du premier degré.

2—x —4 2—x —4
1 z+1 )’ -1 xz+1 )

. (Chimie-Géographie-Informatique) Factoriser le déterminant de la matrice suivante en un produit

de polynomes du premier degré en x,y, 2.

1 x 23
Ly o
1z 23
. (Tous) Calculer (si elle existe) la matrice inverse de chacune des matrices suivantes (on donne
a € R).
-1 1 cosa  sina 1 2 2
EE ‘0 B , -1 3 0
1 sin «v cos o 0 -2 1

. (Informatique) Si a est un réel donné, déterminer 'inverse de la matrice

1 2
0
0

o~ Q

a
a
1

. (Informatique) Démontrer que si A est une matrice carrée qui vérifie A2 — A+ I = 0 alors A est

inversible et déterminer son inverse en fonction de A.
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10.

11.

9.2

(Tous) Rechercher les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices suivantes. Ces matrices
sont-elles diagonalisables ? Pourquoi? Si elles le sont, en déterminer une forme diagonale, ainsi
qu’une matrice inversible qui y conduit.

2 2 2 0 2 0 1 e+1
2 2)7\ 2 2 )7\ 0 2 )"\ 1+¢ 1 )’

(Chimie-Géographie-Informatique) Répondre aux questions suivantes et justifier la réponse.

10 1 -1 -1
tro],[ -1 1 =1
0 1 -1 -1 1

O O =

— Si A est une matrice carrée telle que A2 = A, alors A est la matrice nulle ou est la matrice
identité
. . Vrail FauxO
— Si M est une matrice carrée qui vérifie MM = I, alors M vérifie aussi MM =T
Vrai FauxO
— Si A, B sont deux matrices de méme format, alors on a A(A + B) = A% + AB Vraid FauxO
— Si A, B sont deux matrices carrées de méme dimension, alors on a A> — B?> = (A— B) (A+ B)
Vrail FauxO
— Les valeurs propres d’une matrice carrée réelle orthogonale sont toujours des nombres réels
VraiD FauxO
— Une matrice carrée peut étre inversible et avoir une valeur propre nulle VraiD FauxO
— La somme de deux vecteurs propres de méme valeur propre est encore un vecteur propre de
méme valeur propre Vraid FauxO
— La somme de deux vecteurs propres de valeur propre nulle est encore un vecteur propre de
valeur propre nulle Vrai FauxO
— La trace du produit de deux matrices carrées de méme dimension reste la méme si on permute
Iordre des facteurs du produit.

Résolution des exercices de la “liste type 2002/2003”

Exercice 1
e On a

. i 0 i
ZA_<—1 2i —1+i>'

e La matrice A est une matrice de format 2 x 3 tandis que B est une matrice de format 3 x 2. Ces matrices
n’ayant pas le méme format, il est impossible de les additionner.

e Puisque B est une matrice de format 3 x 2, B est de format 2 x 3 et peut étre additionné a A, matrice
de méme format. On a

O =
N =

(10 -1 11 2
A+B_<i21+i)+(—i 1>_<0

-2
2414 )7

e Puisque A est une matrice de format 2 x 3, A* est une matrice de format 3 x 2; le produit AA* est
donc possible et donne une matrice de format 2 x 2. On a

ainsi,

N 1 i 1 —i
A= 0 2 donc A* = 0 2 ;
—1 1+ -1 1—4

1 —3
« (1 0 -1 _ |
AA_<i21+i> 0 2. _<—1 7)'
-1 1—3

e Le produit AB est possible puisque A est de format 2 x 3 et B de format 3 x 2; le produit est une
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matrice de format 2 x 2. On a

1 i
10 -1 . 21—
AB_(z‘ 2 1—|—i> v _<—1—2i 2+i )

e Le produit BA est possible puisque B est de format 3 x 2 et A de format 2 x 3; le produit est une
matrice de format 3 x 3. On a

1 —i 2 -2
BA=| —i o (1. (2) 1_+1.>: —i 0 i
-1 1 ! ! 144 2 244

o Le nombre de colonnes de B est différent du nombre de lignes de B ; le produit BB est donc impossible.

Exercice 2

e On a det ( 32 _51 ) =15—(-1).(-2) =3.

OOnadet< _ZZ ;>=i2+i2=—2.

e On a
1 0 -1 0 1 0
det 1 1 1 = 1 11 si on remplace Ly par Ly + L3
-1 1 1 -1 1 1
1 1 , . . oo
= (-1 1107 —2 en développant le déterminant selon la premiere ligne.

Exercice 3

OOnadet(lgx 2

1— 2 > =(1-2)P2-4=(1-2-2)1—-2+4+2)=(—z—-1)(3—2).

e On a

det

= xyz mise en évidence du facteur x sur Ly, y sur Lo et z sur Ls

R
NS
[\v}
NSRS
w W w

e R S~

_— 0 O ===
S
|
N
&
|
N

= xyz y—z y?—22 si on remplace Ly par L1 — L3 et Ly par Ly — L3
z 22
0 1 otz T —zsur L
= zyz(z—2)(y—2)|0 1 y+z=z mise en évidence du facteur { !
1 = 2 y — z sur Lo
1 z+z2 . . . -y
= azyz(x —2)(y — 2) 1 ytz en développant le déterminant selon la premiere colonne

= wyz(z—2)(y—2)(y+z—2—2)
= ayz(z —2)(y — 2)(y — 2).
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e On a
—a—x a 0
det b —2b—=z b
0 a —a—x
—x a 0
= |-z —-2b—z b si on remplace C par C1 + Cy + C3
—x a —a—zx
0 0 a+zx
= |- —-2b—=x b si on remplace Ly par L1 — L3
—x a —a—zx
—x —2b—=x . . . .
= (a+x) . a en développant le déterminant selon la premiere ligne
1 -2b—=x . ‘s
= —z(a+2x) 1 u mise en évidence du facteur (—z) sur Cy

= —z(a+x)(a+2b+x).

Exercice 4
e Posons A = _11 _21 . Puisque det A =2 —1 =1 # 0, la matrice A est inversible. Déterminons les

cofacteurs (A); ; des éléments (A); ;, (i, =1,2)de A. Ona (A)11 =2, (A)12=1, (A)21 =1, (A)22 =

1. On obtient ainsi .
-1 ~ 2 1
AT = @t ( 11 )

1 0 1
ePosons A=| 0 1 -1 |].Ona
11 1
1 0 1
detA = |0 1 -1 si on remplace L3z par L3 — L
01 0
1 - , . . N
=11 o en développant le déterminant selon la premiere colonne
= 1

Puisque det A # 0, la matrice inverse existe. Déterminons les cofacteurs (A); ; des éléments (A); ;, (i,j =
1,2,3) de A. On a

1 -1 0 -1 0 1
(A1 = 11 =2; (A2=(-1) 1 1 =-1 (Ahsz= 11 =-1
0 1 1 1 1 0
R e P S ) R et
0 1 1 1 1 0
(A)zq1 = R (A)z2 = (—1) 0 —117 L (Azz= 0117 1.
Ainsi, on obtient
Lo 2 1 -1
ATt = A= -1 0 1
det A 1 -1 1

Exercice 5

5.1) Considérons la matrice A = ( ; ; ) .
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— Le polynéme caractéristique de A est

=(1-A)(2-AN)-2=2-32+X-2=X1-3A=)\\-3).

det(a-an =" T

Les valeurs propres de A sont donc 0 et 3; ces valeurs propres étant simples, la matrice A est
diagonalisable.
— Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 0 c’est-a-dire les vecteurs non nuls

X = < 3?5 > tels que (A—0/)X =0.0n a

(11 T\ r+y=0 o . 1
(A—OI)X_(2 2)<y>_0®{2x+2y=0 ®z+y—O®X—m(_1>.

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 0 sont donc les vecteurs

XC(_ll), c e Cy.

— Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 3 c’est-a~dire les vecteurs non nuls

X = ( z ) tels que (A—3)X =0.0n a

(=2 1 x \ —2z4+y=0 o _
(A—3I)X—< 9 —1>(y>_0@{2x—y—0 & 2z y—O@X—x(

N —

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 3 sont donc les vecteurs

— La matrice S = < 11 ) est telle que ST1AS = ( 8 g )

-1 2
. . 11
5.2) Soit la matrice A = 01 )

— Le polynome caractéristique de A est

det(A — AI) =

=A b oaoae

0 1-A

La matrice A possede donc la valeur propre double 1.
— Cherchons les vecteurs propres associés cette valeur propre 1 c’est-a-dire les vecteurs non nuls

X = < ; > tels que (A—I)X =0.0On a

(A—I)X:(g é)(;):()@y:O(:)X:x((l)).

Les vecteurs propres associés a cette valeur propre sont donc les vecteurs

1
X=C<O>, c e Cy.

1 . P
0 ) deux vecteurs propres sont toujours linéairement
dépendants et donc la matrice A n’est pas diagonalisable.

Comme ils sont tous multiples du vecteur
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—i 1
— Le polynome caractéristique de A est

5.3) Considérons la matrice A = < Lo > .

1-—A 1

- 1—=A
Les valeurs propres de A sont donc 0 et 2; puisque ces valeurs propres sont simples, la matrice A
est diagonalisable.

det(A—\I) = =122+ =1-N=1=1=- A=D1 =A+1)==A2-N).

— Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 0 c’est-a-dire les vecteurs non nuls

X = < gyc > tels que (A—07)X =0.0n a

B _ 1 1 T\ T+iy =0 _— _ —1
(A OI)X—<_i 1><y>—0@{ ity =0 (:)x—Hy—O(:)X—y( 1 )

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 0 sont donc les vecteurs

X:c<_1i>, c € Cy.

— Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 2 c’est-a-dire les vecteurs non nuls

X = < gyc > tels que (A —21)X =0.On a

(-1 T\ —r+iy=0 . _— o {
(A—2I)X—(_Z. _1>(y)—0©{ iz —y =0 =3 x—i—zy—O(:)X—y(l).

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 2 sont donc les vecteurs

ch(i), c € Cy.

— La matrice S( _12 i ) est telle que ST1AS = ( 8 (2) ) .
1 10
5.4) Soit la matrice A= 0 1 0
0 0 1

— Le polynome caractéristique de A est
1—A 1 0
det(A-X)=| 0 1-X 0 |=(1-)>3
0 0 1—A

La matrice A admet donc la valeur propre triple 1.
— Cherchons les vecteurs propres associés a cette valeur propre 1 c’est-a-dire les vecteurs non nuls

x
X=|y | telsque (A—1)X =0.0On a
z
0 1 0 T 1 0
A-DHx=[0 0 0 y | =0sy=0sx=2|0|+z[ 0
0 0 O z 0 1

Les vecteurs propres associés a cette valeur propre 1 sont donc les vecteurs

1 0
X=c| 0O | +c| 0 |, ec1,c0 € C non simultanément nuls.
0 1

Trois vecteurs propres sont donc toujours linéairement dépendants; la matrice A n’est donc pas
diagonalisable.
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0 -1 1
5.5) Considérons la matrice A= 3 2 -3
1 -1 0
— Le polynome caractéristique de A est
-2 -1 1 —-A -1 1
det(A—X)=| 3 2—-X -3| = 3 2-X -3 si on remplace L3 par L3 — Ly
1 -1 =X 1+ A 0 —1-A
= -1 1-=2X
= 3 2—A 0 si on remplace C3 par C3 + C}
1+ A 0 0
— (1-)) 3 2—A en développant selon la
- 1+Xx 0 troisiéme colonne
= 1=-NMNA=-2)(A+1)

Les valeurs propres de A sont donc —1, 1 et 2; puisque ces valeurs propres sont simples, la matrice

est diagonalisable.

— Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre —1 c’est-a-dire les vecteurs non nuls

x
X=| y | telsque (A+ )X = 0. On a successivement
z
1 -1 1 T
A+DHXx=(3 3 -3 y
1 -1 1 z

_ x—y+z=0 (1)
=0 e {x—i—y—z—O (2)
2r = (1) +(2)
< {29—22::0 (2) — (1)
& {y:z
0
S X=y| 1
1

Les vecteurs propres associés a la valeur propre —1 sont donc les vecteurs

1
1

X=c

5 CE(C().

— Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 c’est-a-dire les vecteurs non nuls

x
X=| y | telsque (A—1I)X =0. On a successivement
z
-1 -1 1 T
(A-DX = 3 1 =3 y
1 -1 -1 z

—x—y+z=0 (1)

=0 & 3x+y—32=0 (2)

x—y—2z=0 (3)
dr—4z=0 (2)+(3)
& 9 y=0 MH+G)
x—y—2=0 (3)

=z L
< SX=z| 0 ].
{y:O 1)
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Les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont donc les vecteurs

1
X =c 0 , c e Cy.
1
— Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 2 c’est-a-dire les vecteurs non nuls
x
X=| y | tels que (A —2I)X = 0. On a successivement
z
-2 -1 1 z —2x—-—y+2=0
(A-2D)X = 3 0 -3 y | =0 < 3r—32=0
1 -1 -2 z r—y—22=0
N { —2r—y+z2=0
r—2=0
{ x=z
<~
y=—=2
1
& X=z| -1
1

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 2 sont donc les vecteurs

1
X=c -1 R c € Cy.
1
01 1 -1 0 0
— Lamatrice S=| 1 0 —1 | est telle que ST1AS = 0 1 0
1 1 1 0o 0 2

REMARQUES IMPORTANTES

Lors de l'inversion et de diagonalisation de matrices, on vérifie aisément que la solution trouvée est

correcte.

— Quand on a déterminé la matrice inverse d’une matrice donnée, on vérifie que le résultat est correct
en effectuant le produit de la matrice de départ par la matrice trouvée. On doit obtenir la matrice
identité.

— Quand on a déterminé une forme diagonale A de la matrice de départ A et une matrice S qui y
conduit, pour savoir si le résultat est correct, on doit vérifier que ST'AS = A, ce qui est équivalent
a la vérification de I’égalité (bien plus simple!) AS = SA.

9.3 Solutions des exercices de la “liste type 2003/2004”

Exercice 1

—-2i =2 ) .
1A = 1 0 ;o CF = < 2 ;_ ! _;LZ > ; A+ B impossible car matrices de formats différents;
—i i
~ -1 3 8 —2i 2+4+2i -4 4 2
A+B=|[ —i 2 i AA* = 21 1 i ;. AB = —i 0 i ;
-2 241 2—-2i —i 2 —1+i 2 241
- -1 142 \ [ 2+20 6 144\
BA = —1-5i =144 )’ OB = 14+4i —2i 1-5i )’

C A impossible car le nombre de colonnes de C' n’est pas égal au nombre de lignes de A.
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Exercice 2

2.1 Exemple d’une matrice
hermitienne normale
( 1 ) > ( -1 ) mais la matrice hermitienne convient aussi comme matrice normale.
-7 -1 i -1

2.2 Les éléments a11 et aso sont réels tandis que les éléments a1 et as; sont des complexes conjugués.

2.3 Normale non hermitienne ; normale et hermitienne ; normale et hermitienne ; ni normale, ni hermi-
tienne.

2.4 Oui, non, non, oui, non, oui, oui, non.

Exercice 3

(a b ) avec a,b € C.
0 a

Exercice 4

—7,-6,0.

Exercice 5
z(x — 3).

Exercice 6

xyz(y —z)(z —x)(z —y) et —z(x + a)(x + a + 2b).

Exercice 7
-1 1 2

(_21 _Zz.>et 10 -1
1 -1 -1

Exercice 8
Premieére matrice : valeurs propres simples 0 et 3 donc matrice diagonalisable.

e s -1
Vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0 : ¢ ( 1 ) , c € Cy.

Vecteurs propres relatifs a la valeur propre 3 : ¢ é ) )
La matrice S = ( _11 ; ) est telle que STTAS = < 00 ) .

Deuxiéme matrice : valeur propre double 1.

N 0 . . .
Vecteurs propres relatifs a la valeur propre 1 : ¢ ( 1 > , ¢ € Cy donc matrice non diagonalisable.

Troisiéme matrice : valeurs propres simples 0 et 2 donc matrice diagonalisable.

Vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0 : ¢ ( EZ ) , ¢ € Cy.

Vecteurs propres relatifs a la valeur propre 2 : ¢ ( i ) , ceCy.

)

o O

La matrice S = ( _12 i ) est telle que ST1AS = (
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Quatrieme matrice : valeur propre triple 1.

1 0
Vecteurs propres relatifs a la valeur propre 1 : ¢3 | 0 | +c2| 0 |, ¢1,c2 € C non simultanément
0 1

nuls ; la matrice n’est donc pas diagonalisable.

Cinquiéme matrice : valeurs propres —2 (simple) et 7 (double).

1 0
Vecteurs propres relatifs a la valeur propre 7:¢; | —2 | +c2 | 2 |, c¢1,¢2 € C non simultanément
0 1
nuls.
2
Vecteurs propres relatifs a la valeur propre —2 : ¢ 1 , ce€Cy.
-2
1 0 2 7 0 O
La matrice S=| -2 2 1 est telle que ST'AS=| 0 7 O
0 1 -2 00 -2

Exercice 9

Faux, vrai, vrai, faux, faux, faux, faux, faux, vrai, vrai.

9.4 Solutions des exercices de la “liste type 2004/2005”

Exercice 1

2 0 —1 -1 .
A= 20 —i (iB*=| 0 —2i A+B:<1.QZ 2 3)
. . . . ) 1 2
-2t 1+1 i —1—1

A+B: impossible car A et B ne sont pas de méme format.

. 12 —4-2
AA_<—4+2i 3 >

AB : impossible car le nombre de colonnes de A (3) differe du nombre de lignes de B (2).
BA : impossible car le nombre de colonnes de B (3) differe du nombre de lignes de A (2).

. 1 6 2+61
CB_(1+4Z' —2i 1—5i>

Exercice 2

2.1) Toute matrice hermitienne réelle est symétrique et toute matrice symétrique réelle est hermitienne.
2.2) Dans le cas d’une matrice symétrique 3 x 3, les éléments symétriques par rapport a la diagonale
principale sont égaux.

2.3) Oui, par exemple < ;

2.4) Oui, par exemple (

[ .
SN

2.5) Oui, par exemple <

1
2

ow""
~—

Ou1

Non sauf si les matrices commutent.

2.6) Oui, par exemple <
2.7)
2.8)
2.9)
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2.10) Oui - Non, par exemple ( 1 } )

Exercice 3

Toute matrice commute avec < 0 g )

. . 2 0
Toute matrice diagonale commute avec 0 1

. 2
Toute matrice du type ( LCL 2 ) commute avec ( 1 (2) )

Exercice 4

Le premier déterminant est égal a 5 + 7i et le second a %.

Exercice 5
Le premier déterminant se factorise sous la forme (3 — z)(x + 2) et le second sous la forme

o LT LT

Exercice 6

Le déterminant se factorise sous la forme (z — y)(x — 2)(z — y)(z + y + 2).

Exercice 7

Les matrices inverses sont

-1 —i cos(a)  sin(a) i’ ? g
0 —i sin(e) — cos(a) 9 9 5
Exercice 8
1 —a O
L’inverse de la matrice donnée est 0 1 -—a
0 O 1

Exercice 9

Exercice 10

— Matrice ( 3 3 ) : valeurs propres : 0 et 4.
Vecteurs propres relatifsa A =0: ¢ ( 711 ) , ¢ € Cy.
Vecteurs propres relatifsa A =4 : ¢ < 1 > , ceCy.
. . . . -1 1 1 0 0
Cette matrice A est diagonalisable; si S = | |-ona STHAS = 0 4/
. 2 0
— Matrice 9 9 | valeur propre : 2 (double).
? , ¢ € Cy.
Cette matrice n’est pas diagonalisable car elle ne possede pas deux vecteurs linéairement indépendants.
— Matrice ( g (2) > : valeur propre : 2 (double).

1
0

Vecteurs propres relatifsa A =2: ¢

Vecteurs propres relatifsa A =2: ¢ < > + ( (1) ) avec ¢, ¢’ € C non simultanément nuls.

Cette matrice A est déja diagonale.
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. 1 144\ o .
— Matrice ( 144 1 > : valeurs propres : —i et 2 4 1¢.
N . 1
Vecteurs propres relatifs a A = —i : ¢ 1 ) c€ Co.
N , 1
Vecteurs propres relatifsa A=2+1i: ¢ 1] c€ Co.

. . . o 1 1 i [ -1 0
Cette matrice A est diagonalisable; si S = < 11 ), onaS tAS = ( 0 24 )

1 10
— Matrice [ 0 1 0 | : valeur propre : 1 (triple).
0 0 1
1 0
Vecteurs propres relatifsa A=1:c| 0 | +c | 0 | avec ¢,/ € C non simultanément nuls.
0 1
Cette matrice n’est pas diagonalisable car elle ne possede pas trois vecteurs propres linéairement
indépendants.
1 -1 -1
— Matrice | —1 1 =1 | : valeurs propres : —1 (simple) et 2 (double).
-1 -1 1
1 1
Vecteurs propres relatifsa A=2:¢c| —1 | +¢ 0 avec ¢, ¢’ € C non simultanément nuls.
0 -1
1
Vecteurs propres relatifsa A=—1:¢c| 1 |,ce Cy.
1
1 1 1 2 0 0
Cette matrice A est diagonalisable;siS=| -1 0 1 |,ona S 'AS=| 0 2 0
0 -1 1 00 -1

Exercice 11

Faux, vrai, faux, faux, faux, faux, faux, faux, vrai.
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Chapitre 10

Approximations polynomiales -
Séries

10.1 Exercices de base sur le chapitre 3 (partie B)
Dans cette section figurent quelques exercices de base (dont il a été question durant les années
académiques mentionnées).

Dans tout ce qui suit, sauf mention du contraire, x est I'inconnue réelle.

Liste 2002/2003

1. Déterminer l'approximation polynomiale a l'ordre n au point xy pour chacune des fonctions
données ci-dessous.

fl@) =xsinxz,n =329 =0, fl@)=vV1+2x,n=2,20=0, fl@)=ln(z+1),n=3,20=0
flz)=lnz,n=2,20=2

2. Estimer le reste de 'approximation polynomiale a 'ordre 2 et & 'ordre 3 en 0 de la fonction
f(z) =sinz, z € R.

3. Etudier la convergence des séries suivantes

+oo +oo 1 +o0 1 +oo 1 +oo 1

J— m — [
DV Y S D e D i 2
m=1 m=1 m=1 m=1 m=1

4. a) Déterminer la forme trigonométrique des complexes suivants :

1
i, 1414, -.
2

b) Déterminer les racines quatriemes du complexe —1. Représenter ces racines.

Liste 2003,/2004

Les exercices (**) sont plus spécialement destinés aux informaticiens, aux chimistes et aux géographes.
Les exercices (*) sont plus spécialement destinés aux informaticiens.

1. Déterminer ’approximation polynomiale de f a l’ordre n au point zy dans chacun des cas suivants.

fi(x) = a2 cosx, g =0,n=4 fo(z) =tgz, zp=m,n=4
f3(x) = tgx, ©o=F,n=3 falx) =22 +1, 2g=0,n=2
fs(x) =In(1l —2?), 20 =0,n =2 fo(x) = zarcosz, g =0,n =2

183
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2. Estimer le reste de I'approximation polynomiale a I'ordre 2 en 0 de la fonction cos. Représenter la
fonction et cette approximation dans le méme repere orthonormé.

3. (*) Montrer que le reste de approximation polynomiale & I'ordre n en 0 de la fonction cos converge
vers 0 si n — +o0o. En déduire le développement de cos en série de puissances de x.

4. Etudier la convergence des séries suivantes
“+oo —+o0
g vm, E I
m=1 m=1

5. (*) Etudier la convergence et calculer la somme des séries suivantes, lorsqu’elles sont convergentes.

+oo B +oo B +oo 1
mZ::Q?’ ’ 7;:2(_3) ’ mZ::Qm(m—l-l)'

6. Déterminer les racines cubiques du complexe —2 et en donner la représentation géométrique.

7. (**) Déterminer les racines cubiques du complexe 1 + i et du complexe —i. En donner une
représentation géométrique.

Liste 2004/2005

Les exercices marqués de * sont plus spécialement destinés aux informaticiens (et, bien siir, aux autres
aussi-surtout les chimistes- si le temps le permet).

1. Dans chacun des cas suivants, déterminer ’approximation polynomiale a ’ordre n en xg pour la
fonction donnée explicitement.

filx) =e 2 25=0,n=0,1,2,3 fo(x) = 272, 29 =0,n=0,1,2,3
fa(x) = T2 %= 0,n=0,1,2 fa(z) = arctgx, £ =0,n=0,1,2,3
fs(x)=Inz, 2o =1,n=0,1,2,3 fo(x) = (1+2)3, 20=0,n=0,1,2,3,4

Représenter f3 et son approximation a ’ordre 2 en 0.

2. (*) Estimer le reste de 'approximation polynomiale & 'ordre 4 en 0 de la fonction sin. Représenter
la fonction et cette approximation dans le méme repere orthonormé.

3. (*) Déterminer 'approximation polynomiale & l'ordre 0,1,2,3 en 0 des fonctions données explici-
tement par 1

gi(z) =In (

4. (*) Etudier la convergence des séries suivantes (signaler le critere des séries alternées)

rx+1 (@) -3z +2
Xr)—= —F/F—.
1-2) % 222 — 31 + 1

+oo (71)2m+1 +oo 1

+oo . +o0
sinm (=1)m™
Z m2 ’ Z m ’m,Z:l V2m+1’ Z (sin2)m™’

m=1 m=1

5. (*) Etudier la convergence et calculer la somme des séries suivantes, lorsqu’elles sont convergentes.
+oo m +oo +oo +0oo
2 N 1 1
Se9(3) 0 DO X S
m=2 m=0 m=3 n=1
6. Déterminer les racines cubiques du complexe ¢ et en donner la représentation géométrique.

7. (*) Déterminer les racines quatriemes du complexe —16. En donner une représentation géométrique.

Déterminer les racines carrées et les racines quatriemes du complexe “/gT_l En donner la représentation
géométrique.

8. (*) Un tunnel d’une longueur [ relie deux points de la surface de la Terre. Si R désigne le rayon
de la Terre, déterminer une approximation de la profondeur maximale de ce tunnel.

1. Suggestion. Utiliser le développement de In(1 + z) et In(1 — z) ; décomposer en fractions simples
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9. A proposer aux étudiants.

— Une série convergente est une suite convergente. Vrail  FauxO
— Une série est toujours une suite. Vrail  FauxO
— Une suite est toujours une série. Vrail  FauxO

— L’approximation a ’ordre 3 d’une fonction en un point est toujours
O un polynoéme de degré 3
O une fraction rationnelle dont le degré du numérateur est strictement inférieur a celui du
dénominateur
O un nombre réel plus petit ou égal a 3
O une fonction
O aucune des propositions précédentes n’est correcte.

* . . s “+ o0 . s . 400

10. (*) Hlustrer par un exemple le fait que si la série )~ x,, converge et si la série )"~ |x,,| ne
converge pas, alors on ne peut pas impunément grouper les termes de la premiére sans changer la
limite.
Exemple amusant avec la série harmonique alternée :

1

S U S I S R R o
1,1 1.1 1.1 1. 1,
273 4"5 67 89 n

et

1 1 1 1 1 1 _ 1 1 1 1 1 1 1
'TetzTats et ogte e = (1‘5 ‘z+<5‘5>‘§ (3‘To> '

1 1 1 1 1

= 2 its st

_ 1 1 1 1 1 1

= 5(“5*5‘1*5‘5* )
1

— —=1In2
2

10.2 Résolution des exercices de la “liste type 2002/2003”

Exercice 1
— La fonction x — f(x) = zsinz est indéfiniment continiiment dérivable sur R et on a

Df(z) =sinz + xcosz, D?f(x) =2cosx — xsinz, D*f(x) = —3sinx — xcosx

sur R, donc
f(0)=0, Df(0)=0, D?f(0)=2, D3f(0)=0.

Des lors, 'approximation demandée est le polynome

x? 3
Py(z) = f(0) +@ Df(0) + = D*f(0) + = D*f(0) = a*.

— La fonction x — f(x) = v/1 + = est indéfiniment continiiment dérivable sur | — 1, 4+o00[ et on a
1 1 2 1 _3
Df(z) =51 +2)7%, D°f(z) =—;(1+a)"2

sur | — 1, +o0[, donc
) =1, DFO)= 5,

Des lors, approximation demandée est le polynéme

1
D?f(0) = -1

., x  2?
Py(z) = f(0)+x Df(0) + 5 D2f(0) =1+ S
— La fonction z +— f(z) = In(xz + 1) est indéfiniment contintiment dérivable sur | — 1, +o00o[ et on a

Df(z) = (z+1)7", D*f(z) = —(x+1)7% D’f(z) =2(z +1)7°
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sur | — 1, +o0[, donc
f(0)=0, Df(0)=1, D?*f(0)=-1, D*f(0)=-2.

Des lors, approximation demandée est le polynome
x2 x3 2 a3
Py(z) = f(0) + 2 DF(0) + 5 D*f(0) + "= D*f(0) =2 — 5 + .
— La fonction x +— f(x) = Inx est indéfiniment contintiment dérivable sur |0, +oo[ et on a
Df(a)=a~t, D*f(z)=—a?

sur |0, +o0], donc

1 1
@ =2 DfR) =3 DY@)=-7.
Des lors, approximation demandée est le polynome
-2)° —2 —2)2
Py(z—2) = f(2) + (z — 2) Df(2)+% D)= 2+ 22 ( 8 )

Exercice 2

La fonction z +— f(z) = sinx étant réelle et indéfiniment contintiment dérivable sur R, vu le développement

limité de Taylor, on sait que le reste de 'approximation polynomiale & l’ordre 2 est Ry(x) = %D3 f(uo),

r € R et ug strictement compris entre 0 et 2. Puisque Df(x) = cosx, D?f(z) = —sinz et D3f(x) =
—cosx, on a
23 [ 3
Rg(x):—gcosuo et |Ra(z)] < 6 z eR.
x z?
De méme, le reste de I'approximation a l'ordre 3 est Rs(x) = o) D*f(ug) = o sinug, * € R et ug

strictement compris entre 0 et z puisque D*f(z) = sinz. Mais comme I'approximation de la fonction
sinus & l'ordre 4 est la méme que 'approximation a ’ordre 3, en utilisant le développement de Taylor, on
obtient

5 25 |5 E
R3 R —D° = t Rs(z)| < €eR.
(@) = Ra(z) = 55 D" f(uo) = ;55 cosu0 @ [Bs(2)l < 1550 @
Exercice 3
— La série Z ™ est une série géométrique de terme général 2™ = (—+/2)™. Comme —/2

Z]—1, 1[ cette serle ne converge pas.

1 m
- . 1 PSS (. m_ (1
— La série E W—m = E (77) est une série géométrique de terme général 2™ = ( ) .
m= =

™
1 - .
Comme — € ] — 1, 1], cette série converge (et méme absolument).
i
- . . 1 3 (.
— La série Z 7 est une série de Riemann de terme général — avec a = 5 > 1. La série est donc
me=1 m2 m
convergente (et méme absolument).
La séri t érie de t énéral C ! < t
— La série Z ——— est une série de terme général z,, = ———. Comme x,,, = — e
241 & T m2 41 T m241l T m?
+o00
que Z — est une série de Riemann convergente (e =2 > 1), le critere de comparaison permet
m=1 m
de conclure que la série donnée est convergente (et méme absolument).
“+oo +oo —+oo
1 1 1 1
— Considérons la série Z = Z Z — — 1. Puisque la série harmonique Z — est
m= 1 m= 1

divergente, la série donnee l’est au581
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Exercice 4

a) Forme trigonométrique d’un nombre complexe

— La forme trigonométrique de i est €% car i =0+i . 1 et donc 7 = /02 4 12 = 1. De plus, comme

cosf) =0 et sinf =1 avec § € [0,27[, on a § = 7.

— Considérons z = 1 +i; on a |z| = VIZ+12 = /2 et, des lors, z = \/§<‘/§+z @) Ainsi,

2 2

cosf = sinf = % avec 0 € [0, 27, ce qui donne ¢ = F. Pour conclure, la forme trigonométrique
de 1+ 7 est donc /2 ei%.
. s . . o 3T .
— Le complexe % = —i s’écrit sous forme trigonométrique €'z puisque r = /02 + (—=1)2 =1, cosf =

0 et sinf = —1 avec 0 € [0, 27].
~7r+§k7r

b) La forme trigonométrique de —1 est e'™. Ainsi, ses racines quatriemes sont données par z = €
avec k =0,1,2,3. Des lors, on a

§3r PpLus

. s . .
Zo=¢€'%, z1=€e"1, zp=¢e"1 et z3=¢"

o

Ces racines quatriemes se représentent sur le cercle centré a l'origine de rayon 1 et sont les sommets d’un

carré, points communs au cercle et aux droites d’équation y =z et y = —z.
Y

1

21 20

X
-1 1

22 <3

-1

10.3 Solutions des exercices de la “liste type 2003 /2004”

Exercice 1

fl:P4(x):x2—%, z € R.

_7-(3 T
fg:P4(x—7T):x—7r+%, ze]Z,
f3:P3(x—%):1+22(x—%)4—2(3:—%)2—1—%(3:—%)3, re]—-35, 5
f4:P2(’I):1+17*%, :ZZG]*%,+OO[.
f5:Py(z) = -2 z€]—1,1].
fo:Po(x) =3z —2? ze]-11]
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Exercice 2

z° 3

Ry (x) = % sinu avec u strictement compris entre 0 et z; on a donc [Ry(7)] < %, v € R.

Y = Ccosx

-2

-3

-4

Exercice 3

oo . a2k
cosx = kzzo(fl) k)]

Exercice 4
+o00 +o0
. —m 1
vm diverge et T converge vers —.
P
m=1 m=1

Exercice 5

Les séries convergent respectivement vers %, %, %

Exercice 6
. ) , . ) 5
20 =2 €3, 2 =2 e, 29 =2 €5,
Représentation : sommets du triangle équilatéral inscrit dans le cercle centré a I’origine et de rayon /2.
Un des sommets appartient & I’axe des X, son abscisse étant négative.

Exercice 7
Pour 1+ : 2y = V/2 e'12, 2 = 2 et T, 29 = V/2 et iz,
Représentation : sommets du triangle équilatéral inscrit dans le cercle centré & Porigine et de rayon v/2.

Un des sommets appartient a la deuxieme bissectrice et est situe dans le second quadrant.
S117

. s ;7
Pour —i: zp =€'2, z1 =€"6 Zo =€ 6 .
Représentation : sommets du triangle équilatéral inscrit dans le cercle centré a l'origine et de rayon 1. Un
des sommets appartient a I’axe des Y, son ordonnée étant positive.
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10.4 Solutions des exercices de la “liste type 2004/2005”

Exercice 1

Po((L' — LL‘()) Pl(SC — 11,'0) P2($ — 1’0) Pg(x — 1’0) P4(£ — 1’0)
4
fi 1 1—2x 1— 22+ 222 1—2x—|—2x2—§x3,x6R
f2 0 x x — 222 x—2x%+223 2R
f3 1 1 1-2%2,z€R
3
Ja 0 x T xf%,zGR
(LU— 1)2 (,._1)2 (,._1)3
I5 0 x—1 x—l—T r—1— 2 4 2 2 €0, +oof
fs 1 14 3x 14 32 + 322 143z + 322 + 23 14+3z+322+23,2€R

Exercice 2
25

Ry(z) = cos(ug)— avec ug strictement compris entre 0 et x.

5!

3

Approximation : Py(z) = x — %, x eR.

X
-1
-2
y=1-—22
-3
2 Y
6
4
2 .
y =sinx
-6 2 2 \4\/ X
-2
4 3
— T
y=x 6
-6
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5
L™ 5

Ry(z) = ﬁ(u0 cos(ug) — 5 ug sin(ug) — 20 ud cos(ug) + 60 u sin(ug) + 120 ug cos(ug) — 120 sin(ug)) . ug °
avec ug strictement compris entre 0 et .
z?2 ozt
A imation : P, =1—-—4 — R.
pproximation : Py(x) 6 + 120" % €
b Y
2 4
0.5\ S
3 2 -1 1 2 =X sine
-0.5] Y=
-1F
Exercice 3
Po(z) | Pi(x) Py(x) Ps(z)
a1 0 2z 2z 20+ 223, 0 €] - 1,1]

g2| 2 | 243z |2+3z+52% |2+ 32+ 527+ 923,z € R\ {3,1}

Exercice 4

La premiere et la troisieme série convergent, les deux autres divergent.

Exercice 5

La premiere série converge vers —4, la seconde diverge, la troisieme converge vers 1 et la quatrieme
converge vers e — 1.

Exercice 6

Les racines cubiques de i sont zg = €'s, 27 = €6 , 25 = €*2 . Ce sont les sommets du triangle équilatéral
inscrit dans le cercle trigonométrique dont le sommet correspondant a zs est le point de coordonnées
(0,-1).

Exercice 7

. . i ;3w ;5m ;I
Les racines quatriemes de —16 sont zp = 2e'1,2z; = 2e*1 , 25 = 2e"1 , 23 = 2e*2 . Ce sont les sommets
du carré inscrit dans le cercle centré a 'origine et de rayon 2, zy correspondant au point de coordonnées

(V2,v2).

. / i — s j A . . , 2
Les racines carrées de “/ng sont zgp = €'3,2; = e'3 . Ce sont les points diamétralement opposés du
cercle trigonométrique dont 'un a pour coordonnées (%, @)

. N i/3— ix 2 ;T 57
Les racines quatriemes de “/ng sont zg = €'6,21 = €'3 ,29 = €' 6,23 = e" 3. Ce sont les sommets du

carré inscrit dans le cercle trigonométrique, zy correspondant au point de coordonnées (?, %)

Exercice 8
l2

8R

Exercice 9

Vrai - vrai - faux - une fonction.

Exercice 10
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Chapitre 11

Listes d’exercices 2015 - 2016 :
correction (partim A)

LisTE 1

PROBLEMES ELEMENTAIRES,

UNITES ET PUISSANCES DE 10

I. Probléme élémentaire‘

Résoudre les problémes suivants en rédigeant la solution selon le schéma donné ci-dessus :

1. Un terrassier a creusé les 4/5 de la longueur d’un fossé. Il creuse encore une longueur
de 4,5 m et constate qu’il n’a plus qu’a creuser les 14 % de la longueur pour en avoir

terminé. Quelle est la longueur du fossé en metres ?

(a) Que cherche-t-on?
On cherche la longueur du fossé en metres.

(b) Quelles sont les données ?

Un terrassier a creusé les 4/5 de la longueur d’un fossé plus 4,5 m; il lui reste & creuser 14 %

de la longueur de ce fossé.

(¢) Si on nomme z ’inconnue, que représente = de fagon précise ? (Mentionner 1’unité

si nécessaire)
x représente la longueur du fossé en meétres.

(d) Que peut-on calculer successivement en utilisant 1’inconnue ?

4
1) La longueur creusée : =4 4,5
14z 7Tz

2) Lal a P— ==
) La longueur & encore creuser 100 — 50

(e) Quelle est ’équation obtenue ?
. . 4z Tx
L’équation obtenue est — + 4,5+ — = =.
5 50
(f) La résoudre.
L’équation est équivalente a
40z 225 Tx  50x
— +— 4+ —=——<3x=225 1 ="T5.
5 50 50 50 7 v
(g) Donner la solution du probléme en rédigeant une conclusion.
Le fossé a une longueur de 75 metres.
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. 1 litre d’eau de mer pése 1,025 kg et contient 3% de sa masse en sel. Combien de litres

d’eau pure doit-on ajouter & 2 litres d’eau de mer pour obtenir de ’eau contenant 1%
de sa masse en sel?

On doit ajouter 4,1 litres d’eau pure aux 2 litres d’eau de mer pour obtenir de ’eau contenant 1%
de son poids en sel.

. Un train parcourt 120 km a I’heure. Aprés 2 heures de marche, il est obligé de

s’arréter et d’attendre 1 heure. Ensuite il continue sa marche a une vitesse de 60 km
a ’heure et arrive 3 heures en retard. Quel temps le train aurait-il mis s’il n’avait pas
di s’arréter et s’il avait parcouru toute la distance avec la vitesse primitive 7

S’il avait gardé sa vitesse initiale tout au long du trajet, le train aurait mis 4 heures.

. Un nombre est composé de 2 chiffres dont la somme est 6; si on retranche 18 de ce

nombre, on obtient le nombre renversé. Quel est ce nombre ?

Le nombre cherché est 42.

. Un pére a 40 ans et son fils 10 ans. Dans combien d’années ’age du peére sera-t-il le

triple de celui du fils ?

Dans 5 ans, ’age du pere sera triple de celui de son fils.

. On a acheté 15 bouteilles de champagne et 17 bouteilles de vin rouge pour 504 €.

Si le prix du champagne augmentait de 75 centimes par bouteille et si celui du vin
rouge diminuait de 30 centimes par bouteille, on payerait 649 € pour 20 bouteilles de
chaque sorte. Quel est le prix d’une bouteille de chaque vin ?

Une bouteille de champagne cotite 20 € et une bouteille de vin rouge coiite 12 €.

. Trouver deux nombres dont la somme est 3 sachant que leur rapport augmenté de

leur rapport inverse vaut 13/6.

Les nombres cherchés sont 9/5 et 6/5.

. On considére une piscine dont les dimensions sont données ci-dessous.

10 m 2 m 8 m

1,6 m

e 3,6 m 3,6 m
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(a) Combien de litres d’eau cette piscine contient-elle quand elle est remplie & 10 cm
du bord ?
Quand elle est remplie & 10 cm du bord, la piscine contient 445 000 litres.

(b) Un m?® d’eau coiite 4 euros. Combien cela coiite-t-il de la remplir ?
Pour remplir cette piscine (& 10 cm du bord) cela cotite 1780 €.

(¢) Sachant que la pompe filtre 50 000 litres par heure, combien de temps faut-il (en
théorie) pour filtrer la totalité de ’eau du bassin ?
Pour filtrer la totalité de ’eau du bassin, il faut 8h54 minutes.

(d) Quel est le pourcentage de chacune des deux pentes ?
La pente dans la petite profondeur est de 7 % ; Pautre pente est de 100 %.

’II. Unités et puissances de 10‘

1. Compléter
- en francgais :
a) 10° correspond a ... b) 0,0001 peut se lire ... c) 10° correspond i ...
d) 107° correspond & ... e) 1072 c’est ... f) mille millards de mille sabords, c’est ...
de sabords.
- sous forme d’un entier ou d’un décimal :
g) un milliéme peut s’écrire ... h) 10° égal ... i) un centiéme s’écrit ...
j) 1 milliard équivaut & ... millions k) un milliard vingt millions s’écrit ...
- sous forme de puissance de 10 :
1) 10%.109.10%3 =...

- en frangais :

a) 10° correspond & un million

b) 0,0001 peut se lire un dix-milliéme

c) 10? correspond & un milliard

d) 1079 correspond & un milliardieme

)10~2 c’est un centieme

) Mille millards de mille sabords, ¢’est un billiard de sabords.

- sous forme d’un entier ou d’un décimal :

¢) Un millieme peut s’écrire 0,001

h) 10° égal 1

i) Un centieme s’écrit 0,01

j) 1 milliard équivaut & 1000 millions

k) Un milliard vingt millions s’écrit 1020000000

- sous forme de puissance de 10 :
1) 103.10°.1013 = 10%

2. Sans se servir d’un abaque, en utilisant les puissances de 10 et en effectuant les trans-
formations, compléter le tableau ci-dessous

Forme décimale Puissance de 10
(1) 543,5 hm = 5,435 .10" mm
(2) g dm = 3,75.1072m
(3) 0,0000805 km = 805.107%m
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Forme décimale Puissance de 10
(4) % km = 4,6 .10* cm
(5) 481,96 dm? = 4,8196 .107* ha
(6) 32,5 cm? = 3,25.10%a
(7) ;—; m? = 6,8.107° km?
(8) 0,25m? = 2,5.10° ml
(9) 0,4 hl = 4.10* em®
(10) 2,75 m3 = 2,75 .10% mm3
(11) 4 800 ¢l = 4,8.1072 kl
(12) 0,17 kg = 17.10% dg
(13) 35cg = 3,5.107% kg
(14) 400 mg = 4.107"¢
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LISTE 2 : EQUATIONS, INEQUATIONS ET PUISSANCES

’I. Résolution d’équations (x est ’inconnue réelle)

Résoudre les équations suivantes sans oublier d’indiquer les liens entre les différentes
équations intervenant dans la résolution. Conclure 1’exercice en indiquant 1’ensemble des
solutions.

2
a) M’ — -~ = —= b) 642% +1=0 ¢) 642> +1=0 d) 20— = =1
3 s T

Si on note S 'ensemble des solutions de I’équation, on a

a)5={3(7r} b) S =0 c)S:{_i} d)S:{l—F\/ﬁ,l—\/ﬁ}

w4+ 1) 4 4

’II. Valeur absolue et équations (A est ’inconnue réelle) ‘

1. a) Si un réel est noté A — 2, définir la valeur absolue de A — 2.
La valeur absolue du réel A — 2 est

A-2 si A-2>0
A_2|_{A+2 si. A-2<0

A-2 si A>2

©|A_2|:{ A2 s A<?2

b) Dans ce cas, quelle est la valeur de A qui joue un role différent des autres valeurs ?
La valeur de A qui joue un réle différent des autres valeurs est 2.

c) Répondre aux mémes questions en considérant le réel A2 — 2.

La valeur absolue du réel A% — 2 est

142_9| A2 —9 i A2-2>0 o (A2 = A2 -2 si A< —V20uAd>V2
T —AZ+2 si A2-2<0 Tl —A%Z42 si —V2<A<V2

Les valeurs de A qui jouent un réle différent des autres valeurs sont —v/2 et v/2.

2. Résoudre les équations suivantes sans oublier d’indiquer les liens entre les différentes
équations intervenant dans la résolution. Conclure ’exercice en indiquant 1’ensemble
des solutions.

a) |- A+V2|=]-24] b) |A2-|AY|+1=0 o) |A2-|4Y|-1=0

Si on note S ’ensemble des solutions de I’équation, on a

a)S{\/i\/ﬁ} b)S=® ¢ S= \/1+\/57\/1+\/S

3 2 2

’III. Résolution d’inéquations (x est ’inconnue réelle) ‘

1. Sion a 1 < % (a,b € Ry) peut-on toujours dire que cette inégalité est équivalente a
a>b?
a) Si oui, le prouver.
b) Si non, donner un contre-exemple et dire dans quel(s) cas cette équivalence pour-
rait étre correcte.
Non. On a _71 < % par exemple mais on n’a pas —2 supérieur a 10. Cette équivalence est correcte
si et seulement si les réels sont de méme signe.
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2. Résoudre les inéquations suivantes sans oublier d’indiquer les liens entre les différentes
inéquations intervenant dans la résolution. Conclure I’exercice en indiquant ’ensemble
des solutions

)L Ty Be—23 o) —— > !
Vor 172 . 217 5z — 222 — 3]

d) |22 +2—-2|<1—2

Si on note S ’ensemble des solutions de I'inéquation, on a

1 1
a) S =]—o0,—1] U]2,2[ b) S:}—oo,—B{U}g,—i—oo{ c)S=[2+] d) S=[-3-1U
{1}

’IV. Racines de réels et puissances‘

1. Que valent (a) /(—m)* (b) ¢/(—4)37
Ona a)+/(—mt=nx? et b) {/(—4)3 = —4.

2. a) Pour quelles valeurs de z la racine V42?2 est-elle définie ?
La racine v4x2 est définie pour tout réel.
b) Peut-on dire que v4x2 = 2z ? Justifier votre réponse.

Non car le premier membre est positif alors que le second est positif ou négatif suivant la valeur
de z. Cette égalité n’est vraie que si x > 0.

¢) Si x est un réel négatif, que vaut v4z2?
Si z est un réel négatif alors vV4z? = 2|z| = —2z.

3. a) Si n est un naturel non nul, comparer les réels (—x)?" et —z?" : sont-ils égaux ou
différents ? Justifier votre réponse.
Ces réels ne sont égaux que si = 0 sinon le premier est positif tandis que le second est négatif.
b) Méme question avec (—z)?"*! et —z?"t1.
Ces réels sont égaux pour tout réel x.

’V. Sommes et symboles sommatoires‘

1. a) On considére la somme s; =2+ 4+ 6+ 8 + 10 + 12. Exprimer en frangais la somme
considérée.
C’est la somme des 6 premiers naturels pairs non nuls.
b) Comment note-t-on de facon générale un terme de ce type?
On peut le noter 2n avec n € Ny.

c¢) Ecrire cette somme a 1’aide d’un symbole sommatoire.
6

On peut noter cette somme sous la forme Z 2n  par exemple.

n=1

2. a) On considére la somme sy =1 — % + % — 2% + 8—11. Comment caractériser chacun des
termes de cette somme sans tenir compte de son signe ?
Chaque terme de la somme est une puissance naturelle de %
b) Comment, dans une somme, peut-on passer alternativement d’un terme positif a
un terme négatif?
On peut passer alternativement d’un terme positif a un terme négatif grace a un facteur du type
(—1)™ avec n € N.

c¢) Ecrire s2 a ’aide d’un symbole sommatoire.
4

k
1
On peut noter cette somme sous la forme Z(—l)k <3) par exemple.
k=0
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4
3. On considére la somme S; = Z(—2)2j.
j=2
a) Combien de termes cette somme comporte-t-elle ?
Cette somme comporte 3 termes.
b) Que vaut le terme correspondant & j =37
Le terme correspondant & j = 3 vaut (—2)% = 64.
¢) Que vaut cette somme ?
Cette somme vaut
42 4+ 4% 14 = 42(1 + 4+ 4%) =16 . 21 = 336.

d) Si j variait de 2 a 20, quelle formule pratique pourrait-on utiliser pour calculer la
somme ? L’appliquer sans calculer le résultat numérique final.

On utiliserait la formule suivante dans laquelle ¢ est un réel ou un complexe et M est un naturel
non nul

M-—1 _ M .
Yoo e 8 Al
et M si g=1

La somme
20

1-— 4 Y16
47 = 42 4J 42 =_— . (1—4"9).

7
4. On considere la somme Sy = Z(f/ﬁ)2
1=0

a) Combien de termes cette somme comporte-t-elle ?
Cette somme comporte 8 termes.

b) Que vaut le terme correspondant & [ =37

Le terme correspondant & [ = 3 vaut /4.

¢) Que vaut cette somme ?

Cette somme vaut 8/4.
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LISTE 3 : DROITES ET TRIGONOMETRIE

I. Equations cartésiennes de droites‘

On se place dans le plan muni d’un repére orthonormé.

1. Sans en déterminer une équation cartésienne, représenter graphiquement la droite
passant par le point de coordonnées cartésiennes (1,—2) et de coefficient angulaire

2° Yﬁ

\ L 1 1 >
+ + +

-1

.
.

2. Donner une équation cartésienne de la droite passant par le point de coordonnée (1,0)
et orthogonale a la droite d’équation 2z + y + 2 = 0. Représenter graphiquement ces
deux droites dans un méme repére.

L’équation cartésienne demandée est x — 2y — 1 = 0.
bY

20 +y+2=0 T2 r—2y—1=0

t )(/’1 'X
1—1

\

N
R —2

3. a) Donner une équation cartésienne de la droite passant par les points de coordonnées
(2,3) et (1,2) ainsi que celle de la droite passant par (2,3) et (2,0).
La premiere droite a pour équation cartésienne x—y+1 = 0; la deuxieme a pour équation x—2 = 0.
b) Représenter graphiquement ces deux droites dans un méme repére.

by

r—2=0

4. On considére la droite d’équation cartésienne 2z +y + 2 = 0.
a) Déterminer les composantes d’un vecteur directeur de cette droite.
Un vecteur directeur de cette droite a pour composantes (1, —2) (ou tout autre multiple non nul)
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b) Déterminer les coordonnées cartésiennes d’un point de cette droite.

Un point de cette droite a pour coordonnées (—1,0) par exemple.

c) Déterminer des équations paramétriques cartésiennes de cette droite.

Des équations paramétriques cartésiennes de cette droite sont données, par exemple, par

{x:—1+r , reR

y=—2r

d) La droite passe par le point de coordonnées (—v/2,2v/2 — 2); a quelle valeur du
parametre correspond ce point ?
Vu les équations paramétriques données au point précédent, ce point correspond a r =1 — /2.

’II. Résolution de systémes linéaires

1. a) Si on considére ’équation 2y — x = 3, représenter graphiquement 1’ensemble des
solutions dans un repére cartésien du plan. Quel est le nom de cette courbe ?
Cette courbe est une droite dont voici la représentation graphique.

bY
r—2y+3=0

y+x=0

20—x =3

Ne pas oublier de mentionner 1’ensemble des solutions.

L’ensemble des solutions est ’ensemble S = {(—1,1)}.

c¢) Comment interpréter graphiquement ce systéme et son ensemble de solutions ?
Le systeme correspond aux équations cartésiennes de deux droites sécantes au point de coordonnées

(_17 1)'
2. a) Dans le plan, représenter graphiquement les solutions du systéme
20 —y+1=0
dr —2y+5=3

b) Résoudre le systéme {

2 —-y+1=0

/ 1

b) Comment interpréter graphiquement ce systéme et son ensemble de solutions ?
Le systeme correspond aux équations cartésiennes de deux droites paralleles confondues.

c) Résoudre ce systéme et donner son ensemble de solutions.
Son ensemble de solutions est 'ensemble S = {(z,2z + 1) : z € R}.
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2r—-—y+1=0

d) Faire de méme avec le systéme { Az — 2 +5=0

A/
Y1 s 2r—y+1=0

/.
/ 1 1 X

Le systeme correspond aux équations cartésiennes de deux droites paralleles et distinctes. L’en-
semble des solutions est I’ensemble S = 0.

Az —2y+5=0

3. a) Si on considére 1’équation y + 2z + z = 2, comment peut-on représenter graphi-
quement les solutions dans un repére cartésien de I’espace ? Quel est le nom de cet
élément ?

Cette équation est ’équation cartésienne d’un plan dont voici la représentation graphique.

X

b) Si on a un systéme formé de deux équations de ce type, quelles situations peut-on
avoir graphiquement ? En déduire le type d’ensemble de solutions dans chacun des
cas.

Trois cas sont possibles :

1) 2 plans sécants; ils ont une droite de points en commun et leur ensemble de solutions dépend
d’un parametre

2) 2 plans paralleles confondus ; ils ont tous leurs points en commun et leur ensemble de solutions
dépend de 2 parametres

3) 2 plans paralléles distincts; ils n’ont aucun point en commun et leur ensemble de solutions est
I’ensemble vide.

y+2x+2z=2

y—2x+22=0

L’ensemble de solutions est donné par S = {(z,4 — 6x,42 — 2) : x € R}.

c) Résoudre

’ ITI. Trigonométrie ‘

1. a) Si z € | - 7,0[, dans quel quadrant travaille-t-on ?
On travaille dans le quatrieme quadrant.
b) Dans ce quadrant, on sait que tg(z) = —%. Sans utiliser de calculatrice, déterminer

la valeur des trois autres nombres trigonométriques ?

3 3 4
Ona cotg(z) =—7,  cos(w)=¢ et sin(@)=—z.
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1
. a) Pour quelle(s) valeur(s) de z I’expression tg(z) + cotg(z) — sn(2) cos(z) est-elle définie ?
in(z x

k
L’expression est définie pour z € R\ {; ke Z}.

b) En simplifiant cette expression, montrer qu’elle est indépendante de .
Cette expression vaut 0; elle est donc indépendante de x.

. a) Rapprocher sin®(z) + 2sin’(z) cos?(z) + cos*(x) d’un produit remarquable qui permet-
trait de simplifier cette expression. Lequel envisager ?

On peut envisager le carré d’une somme de 2 termes donc, par exemple, I’expression a2+ 2ab+b? =
(a+0b)% a,beR.

b) Transformer 1’expression ci-dessus en utilisant la formule trouvée pour simplifier
au maximum cette expression.

L’expression donnée peut donc s’écrire sous la forme (sin®(x) + cos?(x))? = 1.

. a) Parmi les formules de trigonométrie, quelle est celle qui permet de transformer un
double produit de sinus cosinus ? La citer.
Pour transformer un double produit de sinus cosinus, on utilise la formule

sin(a + b) + sin(a — b) = 2sin(a) cos(b), a,b € R.
2 24

. a) Résoudre ’équation sin(4x) = cos(2z) (note : = est ’inconnue réelle)
Cette équation a pour ensemble de solutions

7 11
b) Prouver que 4sin (Z) cos ( W) =V2-1.

T T m om
S—{4+k‘2, 12—|—k7r7 12 +I<;7r.k‘€Z}.
b) Parmi toutes les solutions de cette équation, déterminer celles qui appartiennent
a l'intervalle [0, 27].

Les solutions qui appartiennent & l'intervalle [0, 27| sont DTl 1 1 121

. a) Résoudre ’équation cos(4x) = cos(2x) (note : = est I’inconnue réelle)

Cette équation a pour ensemble de solutions S = k?ﬂ- keZs;.

b) Parmi toutes les solutions de cette équation, déterminer celles qui appartiennent
a lintervalle [r, 37].

47 57 7w 8w
3° 3 33
. a) Si un produit de 2 facteurs est négatif, que peut-on affirmer & propos de ces
facteurs ?

Si un produit de 2 facteurs est négatif alors ces facteurs sont de signe contraire, I'un positif et
I’autre négatif.

b) Transformer sin(2z) en un produit de 2 facteurs.

On a la formule sin(2z) = 2sin(z) cos(z), = € R.

c) Résoudre sin(2z) < cos(x) (note : = est I’inconnue réelle)

L’ensemble des solutions est donné par

Les solutions qui appartiennent & l'intervalle [, 37] sont , , 3.

m T T 5m
S keZ([ 5+ k7‘r,6—|— kw}u{zjt k7r,6—|—k7r]>

d) Parmi toutes les solutions, déterminer celles qui appartiennent a ’intervalle [0, 27].

5 3
Les solutions qui appartiennent & l'intervalle [0, 27| sont [O, %] U {g, 67T] U [;, 2%].
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8. Sachant que I’inconnue réelle x appartient a I’intervalle [, 7], résoudre les équations

suivantes
a) 14 cos(a?) = sin(z). b) cos(2x) cos(4x) = sin(2z) sin(4x). c¢) cos(z) + sin(z) = @.
d) 2sin®(z) = 3 s(z). e) cos(2x) + sin(x) = 0. f) sin(x) + sin(3x) = 2sin(2z).
g) 2sin®*(z) +sin(2z) = 0.  h) sin(3z) cos(2z) + sin®(z) = 1.

Solutions.

a) Cette équation a pour ensemble de solutions S = {7r + 2k, + 2km: ke Z} .

-7
Des lors, la solution qui appartient a l'intervalle {2, 2] est 5"

b) Cette équation a pour ensemble de solutions S = {1 + %k‘ﬂ' ke Z} .

12
N . . . < e -7 T 5T —-m —-m W W 57
Des lors, les solutions qui appartiennent a 'intervalle | —, — | sont —, —, —, —, —, — .
272 12 47 127 127 47 12
. . . us o7
c¢) Cette équation a pour ensemble de solutions S = {12 + 2k, 1 +2km: ke Z} .

—-T T 5T
Des lors, les solutions qui appartiennent & ’intervalle {2, 2] sont 12’ 1o

d) Cette équation a pour ensemble de solutions S = {_;w + 2k, g +2km: ke Z}.

R . . . < 1ye -7 T T
Des lors, les solutions qui appartiennent a ’'intervalle {2, 2] sont —,

- 7
e) Cette équation a pour ensemble de solutions S = {;T + 2k, % + 2k, g +2km: ke Z} .

-mT

. . . . < e -7 T
Des lors, les solutions qui appartiennent a 'intervalle {2, ] sont, % 7

2

f) Cette équation a pour ensemble de solutions S = {2k7r, kg ke Z} .

—T s
—, 0, —.
s Uy 2

. . . < 19s -
Des lors, les solutions qui appartiennent & ’intervalle {2, 5

T t
—| son
2

g) Cette équation a pour ensemble de solutions S = {kw, _Tﬂ +kr: ke Z} .

-7 T ™
Des lors, les solutions qui appartiennent a l'intervalle [2, 2] sont, R 0.

Tk, oy 2k osm 2o g
4 27 18 3 18 3

h) Cette équation a pour ensemble de solutions S = { +k + + —:

—7r -7 7w 7w bw

Dés lors, les soluti i ti t & Vintervalle | —, = | sont
€S 1ors, les solutions gqul a artiennent a l'imtervalle¢ (—, —( sont ——, —, —, —, —.
’ dut app v 29 18° 4° 18 4’ 18
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LISTE 4 : CALCUL VECTORIEL ET CONIQUES

’I. Vecteurs - Produits scalaire et vectoriel‘

—
1. a) Quelles sont les composantes des vecteurs OA et OB

dans la base correspondant au repére orthonormé ci-contre ? R4
Les composantes des vecteurs OA et OB sont respectivement T+
(4,-1) et (3,2). 1 TB
b) Donner les composantes de AB 14 \
Les composantes de AB sont(—1,3). 5 l P X
L 1
A

2. Soit la base du plan définie par les vecteurs u et .
a)Siad= %ﬁ— %17, donner les composantes de d dans la base 4, .
Dans la base @, v, les composantes de @ sont (%, —%)
b) Représenter a.
/'L_[:

—

QU
ol

N[

c) On considére le vecteur #. Le décomposer comme combinaison linéaire des vecteurs
i et ¥ puis en donner les composantes dans cette base.

<L

U, ses composantes dans la base @, ¥ sont (%, f%)

3. On fixe une base orthonormée de ’espace, notée uj, us, u3.
a)Sid= %u_’l + 2u3, quelles sont les composantes de d dans cette base ?
Dans cette base, les composantes de @ sont (%, 2,0).

b) De méme pour b =i} + b — 1.

Dans cette base, les composantes de b sont (1,1, —1).
c) Déterminer le produit scalaire d e b.

Le produit scalaire @ e b vaut %

d) Déterminer le produit vectoriel bAd.
1 é)
272/

e) Déterminer les composantes du vecteur 7 = 2b — b A @, celles de § = (deb)d et celles
de Z=aA (bAQ).
Les composantes des différents vecteurs sont les suivantes

- 5 7 (5 . 3 17
SC(O,2,2), y<4,5,0> et Z<3,4,4>

Le produit vectoriel b A est le vecteur de composantes (2, —
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CHAPITRE 11. CORRECTION DES EXERCICES 2015-2016 PARTIM A

1. Dans un repeére orthonormé, on consideére les équations cartésiennes suivantes

(1) 2 —y* =4 () 2=y +2 (3) & +y2=4 (4) 2 + 4> +y =0

(5) 2 = —y? (6) & —a? =4 (7) y = xy? (8) L +a?=4
Sans faire aucun calcul, quelles sont celles qui pourraient étre 1’équation cartésienne
a) d’un cercle ? Les équations (4) et (5) pourraient étre I’équation cartésienne d'un cercle.
b) d’une ellipse ? Les équations (3) et (8) pourraient étre 1’équation cartésienne d’une ellipse.
¢) d’une hyperbole ? Les équations (1) et (6) pourraient étre ’équation cartésienne d’une hy-
perbole.
d) d’une parabole ? L’équation (2) pourrait étre I’équation cartésienne d’une parabole.

. a) Ecrire y? + y sous la forme d’un carré parfait auquel on ajoute (ou on soustrait)
une constante.
Onay’+y=(@’+y+3)-3=U+3)7°—1
b) Déterminer les coordonnées du centre et la valeur du rayon du cercle d’équation
cartésienne 22 + y2? + y = 0. Le représenter graphiquement.

Le centre du cercle d’équation cartésienne 22 +y? +y = 0 a pour coordonnées (0, —%) et son rayon
vaut %

05 Y
10 s T 05 l‘O’X
\ 05| ]
~so] —

c) Pour chacune des ellipses repérées a 1’exercice précédent, déterminer les coor-
données de leurs points d’intersection avec les axes. Les représenter graphiquement.
L’ellipse d’équation ‘%2 +y? = 4 rencontre les axes aux points de coordonnées (4,0), (—4,0),
(0,2) et (0,-2).

L’ellipse d’équation % + 22 =4 rencontre les axes aux points de coordonnées (2,0), (—2,0),
(0,4) et (0,—4).

Y
/"4‘\‘\ 2
VA RN &+ 2 =4
o
// N ﬁ + 2 _ 4
// ( \ X y -
/ ‘\ |
[ J\ . ‘\ R T
) I f X
z
\\\ L //'/
=g
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d) Donner les coordonnées des foyers et la valeur de ’excentricité des ellipses représentées
ci-dessus.
Les foyers de ellipse d’équation (3) ont pour coordonnées (2v/3,0) et (—21/3,0) ; son excentricité
_ V3
e = 5 -

Les foyers de ellipse d’équation (8) ont pour coordonnées (0,2+/3) et (0, —2+/3) ; son excentricité

vaut

vaut e = @

e) Donner les coordonnées des foyers, des points d’intersection avec les axes, les
équations cartésiennes des asymptotes et la valeur de ’excentricité des hyperboles
repérées dans ’exercice ci-dessus.

Pour I’hyperbole d’équation %2 — y% = 4, les foyers ont pour coordonnées (2v/5,0) et (—2+/5,0),
les sommets ont pour coordonnées (4, 0) et (—4,0) et les asymptotes ont pour équation cartésienne

y =35 et y = —%. Enfin, 'excentricité vaut e = %

2
Pour I'hyperbole d’équation %- — 2?2 = 4, les foyers ont pour coordonnées (0,2v/5) et (0, —2v/5),
les sommets ont pour coordonnées (0,4) et (0, —4) et les asymptotes ont pour équation cartésienne

y = 2z et y = —2x. Enfin, 'excentricité vaut e = é

f) Représenter graphiquement ces hyperboles et leurs asymptotes.

Y

g) Donner les coordonnées du foyer et la valeur de I’excentricité des éventuelles pa-
raboles repérées a ’exercice précédent et les représenter graphiquement.

La parabole d’équation 2 = y? + 2 a un foyer dont les coordonnées sont (%, 0) et son excentricité
vaut e = 1.

r=y>+2

—3L

h) Si, dans I’exercice précédent, il reste des équations de courbes non encore représentées,
les analyser afin d’en donner aussi une représentation graphique.
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CHAPITRE 11. CORRECTION DES EXERCICES 2015-2016 PARTIM A
L’équation z2 4+ y? = 0 n’est vérifiée que par le point de coordonnées (0, 0).
L’équation y = 2y? < y(1 —ay) = 0 < (y = 0 ou 2y = 1) a pour représentation graphique la
droite d’équation y = 0 et ’hyperbole équilatere d’équation y = 1/x.

Yar
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LISTE 5 :
REPRESENTATION D’ENSEMBLES

Représentation d’ensembles ‘

1. Dans un repére orthonormé, représenter graphiquement ’ensemble
{(t,vV/1—=1¢2):t e [-1,1]}.

a) Donner des équations paramétriques de la courbe définie par cet ensemble.

Des équations paramétriques de cette courbe sont { Z _ i/m , te[-1,1].

b) Eliminer le parameétre pour obtenir une équation cartésienne.

En éliminant le parameétre, on obtient 'équation y = v1 — 22, z € [—1,1].

c) Transformer 1’équation obtenue en une autre équivalente qui ressemble & une
équation connue.

L’équation précédente se transforme en 2% 4 y? = 1 avec y > 0.

d) Représenter graphiquement la courbe.

-10 -05 0.0 05 10 X

2. Dans un repére orthonormé, représenter graphiquement 1’ensemble

{@V1+22,2): 2R}

a) Donner des équations paramétriques de la courbe définie par cet ensemble.
T =2v1+t2
y=1

b) Eliminer le paramétre pour obtenir une équation cartésienne.

En éliminant le paramétre, on obtient I’équation x = 24/1 + 42, y € R.

c¢) Transformer 1’équation obtenue en une autre équivalente qui ressemble & une
équation connue.

Des équations paramétriques de cette courbe sont { , teR.

7 . ;. 2
L’équation précédente se transforme en % — y? =1 avec z > 0.

d) Représenter graphiquement la courbe.

®xY

3L

3. Dans un repeére orthonormé, représenter graphiquement 1’ensemble

{(:U,y)x,yeR,|x+y—1\§1}
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a) Si la valeur absolue d’un nombre vaut 1, que vaut ce nombre ?

Ce nombre vaut 1 ou -1.

b) Comment écrire |x +y — 1| = 1 de fagon équivalente ?

L’équation |z +y — 1| = 1 est équivalente a z +y —2=0ou x +y = 0.

c) Représenter graphiquement la (les) équation(s) obtenue(s) ci-dessus.

d) Déterminer la(les) région(s) du plan qui correspond(ent) & ’ensemble donné en
la(les) hachurant. Les points des < bords » sont-ils compris dans ’ensemble ?

Les points des < bords > sont compris dans ’ensemble.

nNg

4 >
1

X

r+y—2=0

z+y=0

. Dans un repére orthonormé, représenter graphiquement 1’ensemble
s TEP

{(xay)x7y€R7 y21+$2 etl‘2+2$+y223}

a) Représenter la courbe d’équation y = 1+2? ainsi que celle d’équation x?+2x+y? = 3.
b) Déterminer la région du plan qui correspond a y > 1+ z2.

c) Déterminer la(les) région(s) du plan qui correspond(ent) a z? + 2z + y? > 3.

d) Hachurer la(les) région(s) du plan qui correspond(ent) 4 ’ensemble donné. Les
points des < bords » sont-ils compris dans ’ensemble ?

Les points des < bords > sont compris dans ’ensemble.

L
>

Al x2 +2r4+9y%>=3

. Dans un repére orthonormé, représenter graphiquement 1’ensemble

1
{(az,y):x,yER, — S 1}
zy

a) A la lecture de 1’énoncé, ne peut-on pas déterminer immédiatement des points du
plan comme n’appartenant pas a I’ensemble 7 Si oui, lesquels ?

Puisque xy # 0, les points des axes ne peuvent appartenir a I’ensemble.

b) Représenter la courbe correspondant a 1’égalité.

c) Hachurer la(les) région(s) du plan qui correspond(ent) a ’ensemble donné. Les
points des <« bords > sont-ils compris dans 1’ensemble ?



Les points de I'hyperbole sont compris dans I’ensemble mais non les points des axes.

6. Dans un repeére orthonormé, représenter graphiquement 1’ensemble

Ya |

1
) oy ER, —— >1%.
{@woyer A1)

211

a) A la lecture de 1’énoncé, ne peut-on pas déterminer immédiatement des points du

plan comme n’appartenant pas a I’ensemble ? Si oui, lesquels ?

Puisque 2% — y2 # 0, les points des droites d’équation y = x et y = —z ne peuvent appartenir a

I’ensemble.

b) Si P;(z,y) avec x,y > 0 appartient & ’ensemble, que peut-on dire des points Py(—z,y),

Ps;(—x,—y), Pi(z,—y) & propos de leur éventuelle appartenance a I’ensemble ?

Si Py (x,y) avec x,y > 0 appartient a ’ensemble alors les points Py(—x,y), Ps(—z, —y) et Ps(z, —y)
appartiennent aussi a ’ensemble.
c) Représenter la courbe correspondant a 1’égalité.

d) Quel est le signe de la fraction

La fraction

$2_y2

I'inéquation est équivalente & 0 < 22 —y? < 1.

e) Dans le premier quadrant, hachurer I’ensemble des points correspondants &

? Que peut-on en déduire ?

1
—5— est positive puisqu’elle est supérieure ou égale a 1. Des lors, z* — y* > 0 et
= =Yy

f) Dans une autre couleur, hachurer la(les) région(s) du plan qui correspond(ent) a

I’ensemble donné. Les points des <« bords > sont-ils compris dans 1’ensemble ?
Les points de I'hyperbole sont compris dans ’ensemble mais non ceux des asymptotes.

Y,

\ Yy=—x 4

7. Décrire analytiquement I’ensemble E hachuré suivant, les points du bord étant com-

pris dans 1’ensemble.

> 1.

$2—y2 -
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CHAPITRE 11. CORRECTION DES EXERCICES 2015-2016 PARTIM A
Y

y

a) Donner les coordonnées cartésiennes des sommets du triangle ABO.

Les coordonnées des sommets sont les suivantes : A(—3,0), B(—2,1) et O(0,0).

b) Déterminer les équations cartésiennes des droites AB, BO et AO.

La droite AB a pour équation cartésienne z —y + 3 = 0.

L’équation de BO est x + 2y = 0 et celle de AO est y = 0.

c) Décrire analytiquement ’ensemble E comme dans les exercices ci-dessus.

On a E={(z,y) eR?:y<az+3, y<—%, y=>0}

d) Quel est ’ensemble de variation des ordonnées des points de E ?

L’ensemble de variation des ordonnées des points de FE est [0, 1].

e) Si on fixe une valeur quelconque de y dans cet ensemble, quel est I’ensemble de
variation des abscisses des points de E 7

Pour un y fixé dans [0, 1], ensemble de variation des abscisses des points de E est [y — 3, —2y].
f) Donner une description analytique de F autre que celle donnée en c) en se servant
des deux items précédents.

On peut aussi décrire analytiquement E par {(z,y) € R?:y € [0,1], = € [y — 3, —2y]}.

g) Quel est ’ensemble de variation des abscisses des points de E 7

L’ensemble de variation des abscisses des points de E est [—3,0].

h) Si on fixe une valeur quelconque de x dans cet ensemble, peut-on donner ’ensemble
de variation des ordonnées des points de E? Si oui, le donner. Si non, que doit-on
faire ?

Non, y ne varie pas entre les mémes bornes si x € [—3, —2] ou si z € [—2,0].

Si x est fixé dans [—3, —2] alors y varie dans [0,z + 3] et si = est fixé dans [—2, 0] alors y varie dans
[07 _E]'

i) Dgnner une description analytique de E autre que celles données en c) et en f) en
se servant des deux items précédents.

On a aussi la description suivante

E={(z,y)eR? :ze[-3,-2, ye [0,:E+3]}U{(x,y) ER?:ze[-2,0, ye [0,—%}}.

. Dans un repére orthonormé, représenter graphiquement les ensembles A et B si

A={(z,y) eER*:2>0, v —2<y <2, 2> +y*>>4}

B={(z,y) eR?: 2 >1, lgygﬁ}.
x

Pour chacun de ces 2 ensembles,

a) déterminer leur ensemble X (respectivement Y) de variation des abscisses (resp.
des ordonnées)

b) a abscisse (resp. ordonnée) fixée dans X (resp. Y) donner ’ensemble de variation
des ordonnées (resp. des abscisses) de leurs points

c) donner 2 descriptions analytiques en se servant des 2 items précédents
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15r

10+ <

"

Les points des bords sont compris dans A et dans B.

Pour A :

a) X =1[0,4] et Y =0, 2]

b) si z fixé dans [0, 2] alors les ordonnées varient dans [v4 — 22, 2]
si z fixé dans [2, 4] alors les ordonnées varient dans [z — 2, 2].
si y fixé dans Y alors les abscisses varient dans [y/4 — 42,y + 2]

¢) on a

A={(z,y) eR?:2€[0,2], y€ [V4—22,2]} U{(z,y) eR?: 2 € [2,4], y € [z — 2,2]}
={(z,y) eR?:y€[0,2], z € [\/4— vy y+2]

Pour B :
a) X = [1,+o0] et Y =]0, +o0]
b) si « fixé dans X alors les ordonnées varient dans [1, \/z]
si y fixé dans ]0, 1] alors les abscisses varient dans [%, +ool.
si y fixé dans [1,4+oo[ alors les abscisses varient dans [y2, +o0[
¢) on a
B={(z,y) eR*:z € [l,+o0], y € [, x]}
= {(z,y) e R? 1y €]0,1], z € [}, +oo[} U{(z,y) €R*: y € [, +o0[, = € [y, +oo[}

. Décrire analytiquement ’ensemble borné fermé hachuré suivant en commencant par
I’ensemble de variation des ordonnées puis, a ordonnée fixée, I’ensemble de variation
des abscisses.

Faire de méme en commencgant par 1’ensemble de variation des abscisses.
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Y=z+1

a) Les points A, B, C et D ont respectivement pour coordonnées (—2,0),(0,1),(0,—1) et (2,0).
Les droites qui délimitent I’ ensemble ont pour equatlon AB=xz—-2y+2=0,AC=x+2y+2=0,

et ellipse a pour équation “;1 + 142 =1 ou encore z% + 4y? = 4.

Des lors, 'ensemble fermé hachuré est décrit analytiquement par

{(m,y)ERQ:yE[—LOL [2y 2,21y ]} {xy yeR?:ye0,1], x€[2y 22\/1—7]}

ou encore par

{(m,y)eRZ:xe [—2,0], y € {_x_2 aH_Q}}U{(m,y)ERQ:xE 0,2], y e [—\/4—7932 m}}

2 72 2 72

b) L’ellipse a pour équation z? + "’4—2 = 1 ou encore 422 + y? = 4. la branche de la parabole qui
comprend le point de coordonnées (1,2) a pour équation y = 24/z. Le point d’intersection entre

les deux courbes est le point de coordonnées (’1%‘/5, V=2 +2V/5).
Des lors, ’ensemble fermé hachuré est décrit analytiquement par

{(:r:,y)e]RQ:ye [0,\/—2+2\/5 L z€ [y:“l;?ﬂ”

{(x,y) eR?:z ¢ [O,_lg\/g

ou encore par

, Y E [O,Qﬁ]}u{(x,y) eR?:z €

MJ] ye [0,2\/1—@2}}.

2

¢) Les points A, B et C ont respectivement pour coordonnées (0, 1), (2,0) et (8,3) . Les droites qui
délimitent I’ensemble ont pour équation AB : x4+ 2y —2 =0, BC : x — 2y — 2 = 0, et la parabole
a pour équation y> — 1=z .

Deés lors, ’ensemble fermé hachuré est décrit analytiquement par

{(x,y) eR*:yc0,1], z € [—2y—|—2,2y+2]}u{(x,y) eR*:yc[1,3], z € [y2—1,2y—|—2]}.

ou encore par

{(w,y)€R2:$€[O’2]7ye [_29[;+1,\/x+1”u{(az,y)eRZ;;cep 8], ye[ h/ﬁ”
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10. On donne 1’ensemble B suivant. Représenter graphiquement celui-ci en le hachurant.

B ={(z,y) € R* : 2 € 0,27, sin(2z) < y < sinz}.

15 Y

10 y= s%n(Q:c)
05 ‘ ‘ / y = sin(z)

Les points des < bords > sont compris dans ’ensemble.
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LISTE 6 : NOMBRES COMPLEXES

I. Exercices de base sur les nombres complexes‘

1. Déterminer les partie réelle, imaginaire, le conjugué et le module de chacun des
complexes ci-dessous. Représenter ces complexes dans le plan muni d’un repére or-
thonormé (« X = axe réel » et <« Y= axe imaginaire »)

On a

1

i+1, (—i+1)(=1—2 1—14)?
i+ (D12, e e (1)
z Rz | Sz Z 2|
2 =1i4+1 1| 1] 1—4 | V2
zo=(—t+1)(-1—-2:) | =3 | =1 | =3+ [+/10
1 1 1 1—i V2
e | 2 |3 = | 5

i 1 1 —1— 2
2= 7 3|2
25 = (1 —1)? 0 | —2| 2 2

Sz

A

+1 o <1
Z4® ez3

T T T Tl T %Z

° 1

Z2

¥ 25

2. Déterminer la forme trigonométrique des complexes suivants et les représenter dans
le plan muni d’un repére orthonormé (« X = axe réel » et <« Y= axe imaginaire »)

On a

i, i+1,

1 ,
5(\/5—2).

z1 = —1 = cos (3;) +isin <327T>7 22 =i+1:\@<cos (g) + i sin (%))

1 1 1
23 = 5(\/5—@) = cos (167T) + isin (167T> .



lE‘yz
11 o2
} } >~
1
e Z3

zZ1 e
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3. On suppose que a est un nombre réel. Déterminer les partie réelle, imaginaire, le
conjugué et le module de chacun des complexes ci-dessous. Représenter ces complexes
dans le plan muni d’un repére orthonormé (« X = axe réel » et <« Y= axe imaginaire »)

en supposant que « appartient a ’intervalle |

1

cosa —isinoe, ———,
cosa — isina

E’ﬂ—[

(cos1+isinl)(cos a —isina),

sin(2a) — i cos(2a).

On a
z Rz Sz z 2|
Z1 = cosa — i sin « CoS (v —sin « cosa + isin o 1
Zg = m cos o sin a coso — isina 1
z3 = (cos1 4 isinl)(cosa —isina) | cos(l —a) | sin(l — ) | cos(l — ) —isin(l —a) | 1
z4 = sin(2a) — i cos(2a) sin(2a) | — cos(2a) sin(2a) + i cos(2c) 1
Sz
1

;2'/‘1
24

/

\
]1

e

Rz

4. Résoudre les équations suivantes et représenter les solutions dans le plan muni d’un
repére orthonormé (« X = axe réel » et <« Y= axe imaginaire »)

(1) 224+8=0 (2)272°+1=0

(3) 22 +2 =iz

L’ensemble des solutions de I'’équation (1) est S = {—2v/2 i,2v/2 i}.
L’ensemble des solutions de I’équation (2) est

11
S=4—= -
{3’6

(1+i\/§),é(1—i\/§)}

(4) 22 —24+14+i=0 (5) 22— (1—-2i)z=1+i
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L’ensemble des solutions de I’équation (3) est S = {—i, 2i}.
L’ensemble des solutions de 1'équation (4) est S = {1 —4,i}.
L’ensemble des solutions de I'équation (5) est S = {1 — 4, —i}.

Sz

22 i

21
1o 1
1443
6
[ ]
_1/3 . 1 Rz
1—iV/3
6
—i °
1—1

—2V21i

1. Dans le plan muni d’un repére orthonormé, on considéere le point P; de coordonnées
cartésiennes 1,1, telles que 0 < z1 < y;. On fait tourner le vecteur OP; de 30° dans le
sens trigonométrique, en le maintenant lié a I’origine O. En fonction des coordonnées
de P, déterminer les coordonnées cartésiennes de I’extrémité P, du vecteur obtenu
apres rotation.

a) Représenter graphiquement la situation.

Y

b) En faisant appel a la trigonométrie, écrire les coordonnées de P; sous une autre
forme.
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Si la distance de Py a O vaut R, réel strictement positif, alors P; a pour coordonnées cartésiennes
(Rcos(f), Rsin(f)) avec 0 € |5, 5.

c) En déduire les coordonnées de P.

Les coordonnées cartésiennes de P sont alors (Rcos(0 + §), Rsin(0 + §))

d) Donner les coordonnées de P, en fonction de z; et y;.

Les coordonnées cartésiennes de P» en fonction de z1 et y; sont %(\/3 T —y1, T + V3 Y1)-

e) Interpréter cet exercice en utilisant les nombres complexes

Py est le point-image du complexe z; = R(cos() + isin(f)) et P est le point-image du complexe
23 = R(cos(0+ §) +isin(0+ F)). Si on multiplie 2; par z = cos(§) +isin(g), on obtient z;. Ainsi,
la rotation de 30° dans le sens trigonométrique correspond & une multiplication du complexe z;
par le complexe z.

. Représenter graphiquement ’ensemble des complexes z qui vérifient |z — 2| < 1.
Sz

Les points du cercle (le < bord ) sont compris dans 1’ensemble.

. On donne ’ensemble A suivant du plan. Décrire cet ensemble a 1’aide des coordonnées
polaires.

A={(z,y) eER*:0< 2 +y*<9,2<0,y<0}={2€C:0< |2/ <3,Rz<0,3z <0}

Ona
A= {(r,9)1r6]0,3], 96}32%,277[}.



220

LIisTE 7 :

CHAPITRE 11. CORRECTION DES EXERCICES 2015-2016 PARTIM A

ELEMENTS DE BASE RELATIFS AUX FONCTIONS

Exercices sur les éléments de base relatifs aux fonctions‘

1. Représenter graphiquement les fonctions données explicitement ci-dessous, toutes
définies sur R

filz) = —2? + 2z + 3,

fs(@) = =fi(x),  fa(z) = filz—1),

fa(z) = | — 2 + 22 + 3|

Ya

[f2
Ya —~ .
/ \
/ 2 2 /
/
/ \ |
L “““ > L ‘ f/ >~
-2 J’s 4 X -2 2 \\ 4 X
/ / \
/ " / . \
2 ' / - U f1
A 4
Y9 / Ye —
/ / \
f 3 Y \
4 4r N
2N ya /x\ \\
7N\
/] \ \\
// // \\
/7 \
// \\ \
/ Voo
- N >
4 2 \ 4
X R X

fill

2. Déterminer les domaines de définition, la parité, la périodicité et le graphique des
fonctions données explicitement ci-dessous

fi(z) = cos(mz), folx) = |sin(z)|, f3(x) = cos? (%) , fa(x) = arcos(z), fs(x) = arcos(cos(z)).

Fonction | dom(f) | Parité Période

f1 R pair 2

fa R pair s

fs R pair 2m

fa [—1,1] — | non périodique
f5 R pair 27
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Y.,
1
/
/N /05\ [\ Y4
/ / \ / \ . f
-8/ -2 \71/ \ 1/ 2 \3X T 10 P
/ \
SN/ N\ A VA
- ~ 10 N fl\ -3 2 -1 t 1 2 3 X
Yt
\
\
\
25
200
1P
Y,
3
05| \ 5
_ 5 [ \ fa \z /
= - P 05 ~__ B _ . X L \\ > N : s
6 4 2 ' 2 4 6X o o o ¥ X s 2 2 2 4 s X

3. Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous,
ainsi que leur image (z est une variable réelle). Dans chaque cas, déterminer la fonction
inverse, si elle existe; au besoin, réduire le domaine de définition pour pouvoir en
définir une. Représenter alors f et son inverse dans le méme repére orthonormsé.

A@ =21, fe)=-2% K@= fH@)=le+2]

Fonction | dom(f) | im(f) | Fonction inverse

fi R R fitiz—a+l

f2 R ] — 00,0] | pas d’inverse (cf. ci-dessous)
I3 Ro Ry filtiam -1

fa R [0,400[ | pas d’inverse (cf. ci-dessous)

Si on restreint le domaine de définition de fo & I’ensemble [0, 400 par exemple alors la fonction

Fy : [0, +00[—] — 00,0] : 2 + —2? admet une fonction inverse donnée par Fy ' : | — oo,0][—
[0, +00] x — /—.

Si on restreint le domaine de définition de f4 & Pensemble [—2, +o00] par exemple alors la fonction
Fy @ [~2,400[— [0,+00[: # + z + 2 admet une fonction inverse donnée par F; ' : [0, +oo[—

[—2,+o0][ x =z — 2.
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Y4

//

/
= ) ) 71 33(
f —1 //
1 / .
S
“AA Y
|
|
!/“ 2
v/
f 3777:}7{1 3/ /’/
) 2 > 2 ,,,AX
J//’
2/
/
|
|

Y
—1
B
. 1
A £ 4
\\‘
\ R,
\
3L \
347
Fy
1
2 -1 1 2 3 PR
X
o 1
F4

4. Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous.
Dans les cas (b), (¢), (g9) et (h), mentionner de quelles fonctions élémentaires chacune
de ces fonctions est la composée

1
2—|z+1|

(a)

(b) In(—2* -2z +3), ()

z—1
x—2’

(f) In (\/1 + a2 — x) . (g) arcsin(z® — 1), (h) arcotg(In(z))

Fonction dom(f)

(@) @ = 5y R\ {-3, 1}

(b) x> In(—2% — 22 +3) || —3,1]

(c) w /5= | =00, 1JU ]2, +o0]
(d) & > V2= 12, +o0]

(€) z+ In(e” — 1) 10, 4-00[
(flz—In(Vi+22—2) | R

(9) x> arcsin(z? = 1) | [-v2,V2]

(h) 2+ arcotg(In(z)) 0, +o0]

Si la fonction donnée est égale a f o g alors on a

- (b) pour x + In(—2? — 22 + 3) on a les fonctions g : x — —x? —2r + 3 et f:y+> In(y)
,/% onalesfonctionsg:x»—>%etf:yH\/'y

- (¢) pour x

r—
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- (g) pour = + arcsin(z? — 1) on a les fonctions g :  +— 2% — 1 et f : y — arcsin(y)
- (h) pour x — arcotg(Inz) on a les fonctions g : x — Inx et f : y — arcotg(y)

. Déterminer le domaine de définition des fonctions données explicitement ci-dessous
et les représenter graphiquement (uniquement en se servant des symétries et des
représentations graphiques de In et de ’exponentielle).

In(—z), —In (|310> , | —In(z)], —exp(z), exp(x+1), (expzx)+ 1.

Le domaine de définition de la premiére fonction est | — 0o, 0[; celui de la deuxieéme est Ry et celui
de la troisieme est ]0, +o0].
Le domaine de définition des 3 fonctions exponentielles est R.

Y
1 y =In(z) Y .

" /

1 2 3 eyl i
X /
A/ o

4 3 2 1 1 2X
Y
_ 4Y WY
y = In(—x) T
X T Y
v A A )]
\‘2 \5{ 3 \\ P _— -
\ ] -
p X
1
v=-t (i)

}/7} ““ ‘ Y7l

Yo [ of

|y = exp(z) [ |
. i y=eow -

4 == ;/ 2 ey 3F /// /
R X . / /)
\ / // /2’ /
2\ (@) y=exp(z+1) /o / y=(expz)+1 -
y = —exp(x / / e
// y = exp(x) o A
4 — __~ 1 >
4 3 /7‘; = 1 1 2 ) ’ B ' ' ZX
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6. On donne la fonction f:y+— f(y) = g(arcsin(y — 2)) et la fonction g définie sur [0, 2].

a) Déterminer le domaine de définition de f
b) Si elle existe, que vaut ’image de 2 par f sachant que g(0) =3, g(1) =4 et g(2)=77

a) Le domaine de définition de f est [2, 3].
b) Puisque 2 appartient & dom(f), I'image de 2 par f existe et on a f(2) = g(arcsin(0)) = g(0) = 3.

. a) Déterminer le domaine de définition de f si f: x — f(z) = g(vVdz — 22) et si g est

défini sur [-1,2].
b) Si elle existe, que vaut 'image de § par f sachant que g(3) = —5, g(1) = V3 et

9(3) =27

a) Le domaine de définition de f est [0,1] U [4, 5].
b) Puisque § appartient & dom(f), I'image de 3 par f existe et on a f(5) = g(1/2) = g(2) = V2.
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LIsSTE 8 :

DECOMPOSITION EN FRACTIONS SIMPLES ET
MANIPULATION DES FONCTIONS ELEMENTAIRES

I. Décomposition en fractions simples‘

Décomposer les fractions rationnelles suivantes en fractions rationnelles simples a coeffi-
cients réels.

Oerr @ ormTe ® e

W it Oy O

@ %’ (8)% ©) (9624—1;(2:54-1)2
On a les décompositions suivantes :
O e N N o s R L =) LN

(3)3963:1—1< L w2 > zeR\ {1}
a3+ 1 3\z+1 22—2+1
W 51 =gt amey e R g ® =1y veR

(G)M:;<i_;ﬂ12+(x22)2>’“‘€R0\{2} (7);5372?1—1—1:xil_;ill’xER\{l}
(8) % - 1+%+%—ﬁ, z € Ro\{1} (9) WH}Z:H)Q = x_—kll_(mil)2+x2$—§—17 v € R\{-1}

’II. Manipulation des fonctions élémentaires ‘

Si elles sont définies, simplifier les expressions suivantes au maximum

(1) In (cos (g)) +In ((Sm (‘?))2) (2) tg (In(e%7/2)) , (3) exp(3n(2e)), (4) arcsin (‘f)
(5) arcsin <sin (‘?)) | (6) arctg (*f) (1)t (et (5)) (8) acte (tg (47”>) .

Les expressions sont définies et valent respectivement (1) In3 —3In2, (2) —tg(In2), (3) 83

T ™ T 3

W-5 G ©F M5 © -3
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LISTE 9 : LIMITES, CONTINUITE ET DERIVATION

I. Exercices sur les limites des valeurs des fonctions ‘

1. On a

lim Inx = —o0.
rz—0t

Exprimer mathématiquement explicitement la définition qui < se cache > derriére

cette succession de symboles (qui « résument > en fait la définition) et en donner une
interprétation graphique.

En mathématique, la définition de lim+ Inx = —o0 est donnée par
z—0

Ve>03dn >0 telque O0<z<n=lhzr<—c

2. Se rappeler les limites relatives aux fonctions élémentaires et en déduire les quelques
limites suivantes par application du théoréme de la limite des fonctions composées

. 1 . . | '
((L) ill% exp <J3> ’ (b) wll)lzloo IH(J;Q)’ (C) Iligh aI‘Ctg (x_l) .

La limite (a) n’existe pas, la limite (b) vaut 0T et la limite (c) vaut (g)
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3. Calculer (si possible) les limites suivantes, sans appliquer le théoréme de I’Hospital

. . . ) . V1+ab
cotg(x) . 2 2 i
(4) z—0t Sin(?)l') (5) zgriloo (\/1 T2t - \/233 * 3) (6) wgrfl% ln(arCtg(x))
22 1 —222 + 5z tg(x)
ey T L iy 2%+ 5@ I
(7) i T (8) e T 2243 (9) 250 sin(2x)
(10) lim In(| ) (11) lim (In(3z +2) — In(32)) (12) i e
Al =t A (3 +2) ~In3 oo 207
. 3 =T i 1
(13) lim_log,(3) (14) lim uew (15)  lim _exp (x—|—2>

Toutes ces limites peuvent étre envisagées sauf la limite (6) et sont respectivement égales a

+ +
(9) (2) (10) +o0 (11) 0t (12) (2) (13) 0™ (14) —oc0 (15) 1~.

’II. Continuité et dérivation‘

1. En appliquant la définition, montrer que f : z — 322 4+ 2 est dérivable en 1 et donner
la valeur de sa dérivée en ce point.

1+h)—f(1
Calculons ]}Lin% fa+h =) = }llin% (3h + 7) = 7. Comme cette limite existe et est finie, la fonc-
— —

tion est dérivable en 1. La limite valant 7, la dérivée de cette fonction en 1 vaut 7.

2. a) On donne des fonctions par les expressions explicites suivantes. En déterminer le
domaine de définition, de continuité, de dérivabilité et en calculer la dérivée premiere.

1 1
V32F1 (b
(@v3z*+1 () Ze== 3z 673

(d)arctg(cos(z))  (e)+/sin(2z) (f)sin(cotg(x))

z

(9) €@ (h) e (i) In(z?) ()In(? +2-2) (k)(In4))*  (Dxlz]

Si on note A le domaine de définition des fonctions, B leur domaine de continuité et C' leur do-
maine de dérivabilité, on a les résultats suivants

f A=B C Dérivée

5/ 6z
(a) V322 +1 R R 755/@
1 -1
V2ta J=2 ool | ] =2, +ool | 5 2+x)°

1 -2
322+ 6x+3 RALL | RA{L) 3(x+1)3
—sin(z)
1+ cos?(x)

(b)

()

(d) arctg(cos(x)) R R
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f A=B C Dérivée
(e) v/sin(2z) U {k’ﬂ', g + kﬂ} U }kﬂ', g + k:7r[ M
kEZ kez sin(2x)

(f) sin(cote(x)) | R\{kr:kezZ} | R\{kr:kecZ) <(tg)<>>
. _earcos(;c)

(g) e [—1,1] ] —1,1] T

(h) eez R R e eez

(i) (z") R, R, :

(j) In(z® + 2 —2) | | =00, =2[ U 1,400 | ] =00, =2[ U ]I, +00] %

(k) (In(4))" R R In(In(4)) (In(4))=

(1) @zl R R 2|x|

b) Représenter la fonction = — z|z| dans un repeére orthonormé.

'y

1Y ,,
| y=alzl
. /
//
/
/
e
/ X
/

3. On donne la fonction g dérivable sur | — 1,1] et la fonction f:¢— f(t) = g(In(t — 1)).
a) Déterminer le plus grand ouvert dans lequel f est dérivable.
b) Calculer la dérivée de f en fonction de la dérivée de g.
c¢) Mémes questions si g est dérivable sur |0,4] et si f est la fonction y — f(y) =

g(Vy? —4).

d) Mémes questions si g est dérivable sur }fg, %[ et si f est la fonction a — f(a) =

g(arcsin(v/1 — a)).

1
a) Le plus grand ouvert dans lequel f est dérivable est ] -+ 1le+1 {
e

1
b) Sur son domaine de dérivabilité, on a Df(t) = Dyg(u)|u=in(t—1) - e
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¢) Le domaine de dérivabilité de f est | —2v/5, —2[ U ]2,2v/5[; dans cet ensemble, sa dérivée vaut

Df(y) = Dug(u)l,_, /=g - \/%'

1
d) Le domaine de dérivabilité de f est } 2 1 {; dans cet ensemble, sa dérivée vaut

Df(a) = Dug(u)|u:arcsin(\/ﬁ) : (2(1?;@)) ’

. Soit F :t — F(t) = f(z(t)) avec z(4) = 3, Dz(4) = —2 et (D, f)(3) = 5. En supposant F'
dérivable en 4, que vaut (DF)(4)?

La dérivée de F' en 4 vaut -10.
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LisTE 10 :

ETUDE DE FONCTIONS ET
APPLICATION DU THEOREME DE L’HOSPITAL

I. Etude d’une fonction‘

1. Déterminer une équation cartésienne de la tangente au graphique de la fonction
x + cos(z) au point d’abscisse —7. Représenter cette fonction et cette tangente.

L’équation cartésienne de la tangente au graphique de la fonction = — cosx au point d’abscisse
—3 est y =x + 5 ; le graphique de cette fonction et de cette tangente se trouve ci-dessous.

154 Y

-10F

y=x+3 _150

2. Représenter graphiquement les fonctions f; et f» suivantes

2
—r—ax°+1 3
r)= —]—"——", X)) = xe .
fi(z) 5_ 2 fa(z)
Une étude graphique permet de représenter graphiquement les fonctions f; et fo. Voici leur gra-
phique.
Yook
i N oY
15: L
[ 05
10:
72;..0‘ - ‘7(‘).5‘ - E — ‘0i5‘ — 110‘ ‘ 15 2‘9}
—os|
-15 -10 I 5 10 15X f2 71.0;
Y s [
/ I -15f
/ -0f :
[ —200
,15:




231

II. Théoréme de I’Hospital

1. Calculer les limites suivantes (dans chaque cas, si ce n’est pas possible ou si elle
n’existe pas, en donner la raison)

) i, ) @ g (207) @ g R
@) Jim Vatln ¥z @ m POED e e
(7) lim (1) In(t* ~ 1) (8) lim hgx_j) (9) lim_ ln(xtf?’z—‘l)
(10) tim ((2— ) ~In(e?) (1) Jim l;‘i‘();(f) (12) ng%)tg(“f);i:m(”)
2 , .
(13) i (1) lim e 15) tim 220
Fonction dom(f) Limite
(2) f(z) =2n <2+31:> ]—00, =3[ U0, +o0] Jdim_zln <2+i) = +o0
(3) () = T Lol UJod] |t MR
(4) f(z) = Va3 Yz 10, +00] ”lirgh Vadin {/z =0
In(1/]x]) . In(1/|z)
(5) fla) = —=—~ Ro lim —2 =
Nes e T /2
6 32?4+l R y 32 +1
O 1@ = e v 2) N e
(7) f(@) = (1 - ) In(t? 1) | — o0, ~1[ U1, +oo[ | Jim (1) l(t ~1) =0
(8) f(x) = h?;é_j) 12, +o0] zlirgli 11|1éx_;}|2) pas de sens
) o) = B e U oo |t R
(10) f(z) = (I(|2 ~ 2]) ~ In(2?)) Ro\ {2} Jim(In([2 — ) ~ Ina?)) = —o0
(ll)f(x)w R\ {kr: k€ Z) igﬁ?’i@o
(12) f(a) = B S00) Ro\ (5 +hn s b€ 2} | 1y B @) _ 1
(13) 7o) = R N
(14) f(y) =ye R lim_ye = 0”
__exp(x) m exp(z) o
U816 = Jonan : S oo
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La limite lim =2
z—2- |2—1x

dont I'intersection avec dom(f)N | — oo, 2] est vide.

n’a pas de sens car on peut trouver un intervalle ouvert comprenant 2

. Une lentille convexe est caractérisée par une distance focale f. Si un objet se trouve

a une distance p de la lentille, son image sera & une distance ¢ liée a p par la relation
% = %—i— %. Si la distance focale vaut 3 cm et que p croit, quelle est la vitesse de

variation de ¢ lorsque p vaut 33cm ?

Si la distance focale vaut 3 cm et que p croit, la vitesse de variation de ¢ lorsque p vaut 33cm est

-1 1
égale a 100" La distance g de I'image décroit donc a la vitesse de 100 cm pour une variation de 1
cm de p

. Démontrer par récurrence que

axr

lim — =400
rx—+oo M

avec a >0 et n € N en admettant que lim e* = +o00.!
Tr—r+00
En déduire que
lim (z"e*) =0.
r—r—00

On résume ces 2 propriétés en disant que ¢

toute puissance antagoniste de z”.

a l’infini, la fonction exponentielle domine

1. Cette limite sera établie dans le cours ‘Mathématiques générales (partim B)”.
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PRIMITIVATION (1)
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1. Primitiver les fonctions données explicitement ci-dessous. Dans chaque cas, spécifier
P’intervalle dans lequel on travaille.

VI (@) +asn@r) () PsmBat)  (4) cos(3)
(5) eIz +1)  (6) arcos() (7) VZln(x) (8) (3z — 4)e~*
(9) xsin’(3x) (10) zv/1 + 322 (11) sin(rz) e?*  (12) 7°
192" Werrm Wt Wiggme
Fonction Intervalle de primitivation | Primitive & une constante prés
(1) fla) = VI~ |05 (=T
(2) f(z) = 2% + wsin(22) R %4 - gc (2z) + ism(Qaz)
(3) f(z) = 2 sin(3z%) R 1 cos(3z%)
(4) f(z) = cos(3z) R g + sml(g””)
(5) f(z) = zIn(2z + 1) w—;ntoo{ 4m2_1ln(2x+1)—%2+§
(6) f(x) = arcos(z) ]—1,1] x arcos(z) — 1 — a2
(7) f(x) = Van(e) 10,4+ 2V () - VY
8) f(z) = (3¢ — d)e~™ R (=3 + 1)~
9) f(z) = zsin?(32) R %2 ~ 2 sin(6r) 712 cos(6z)
(10) f() = 2v1+ 327 R o VT 3278
(11) f(z) = sin(rz) e R 77_22621 (sm(m«) T cos(m))
(12) f(z) = * R u
(13) fa) =a® 10, +oc| il
(14) f(z) = m ] — 00,0[ U ]0, +00] 11n(|gc\) - 11n(43:2 +1)
(15) f(x) = ;;ff }ooﬂ U w;ﬁoo{ %” - 71n(\2:c+1|)
(16) f(0) = T | 1=oo Ul | —

2. (1) Que vaut la primitive de x — 222 + 1 qui prend la valeur 3 en —17?
(2) Que vaut la primitive de y > cos(3y) qui prend la valeur 2 en 7 ?

2
(1) La primitive de 2 — 222 + 1 qui prend la valeur 3 en —1 est la fonction z +— -2 4z + —.

3

(2) La primitive de y — cos(3y) qui prend la valeur 2 en 5 est la fonction

Y =

%(sin(?)y) + 7).

14
3
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Primitivation ‘
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1. Primitiver les fonctions données explicitement ci-dessous. Dans chaque cas, spécifier

les intervalles dans

(2)

arcsin(2x)

©) V1 — 422

(7)

lesquels on travaille.

.3
~ ~1
% (3)x arctg(z)
sin”(x)
2z -1 x°
prprprs S G e
x*—3x+2 s —1

(4)x In(2?)

222 4+ 6x — 1

O i DE+2)

Remarque : les constantes peuvent différer d’un intervalle a 'autre.

322 —2x—1
(22 +1)(z 4+ 2)

Fonction | Intervalle de primitivation | Primitive & une constante pres
In?(z)
(1) 10, +o00] —
(2) U]lmr, (k+ 1)n[ — cos(z) + cotg(z)
kEZ
@ |r T rcte(x) — :
(4) | ] 00,0[U]0, +oo] & (In(*) = 1)
(5) ] —1,400] 12—5\/1:—1—1(3:52—436—1-8)
(6) ] —1/2,1/2] iarcsinZ(Qx)
(z —2)°
(7) ] — 00, 1[U]1,2[U]2, 40| | In ]
3 -
(8) J = o0, HUIL, 400 5 tIn(V]z? 1))
2+ 1)
9) ] — o0, —2[U] — 2, +o0] In <|33+2|>
(10) ] — o0, —2[U] — 2, +o0] —2arctg(z) + 31n |z + 2|

2. Sans effectuer la primitivation, montrer que 1’égalité suivante est correcte et préciser

les intervalles dans

lesquels on travaille.

1—2x

/demln(

Pour le prouver, il suffit de montrer que la dérivée du membre de droite vaut

travaille dans | — oo, 1{U]1, 2[U]2, +o0].

(z —2)°
11—z

)

1-a)(x—2)

1—-2z
; on
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LisTE 13 :
CALCUL INTEGRAL SUR UN ENSEMBLE BORNE FERME

’I. Calcul d’intégrales sur un ensemble borné fermé‘

1. Soit a > 0. Démontrer et interpréter graphiquement que

(a) si f est une fonction continue et paire sur [—aq,a], alors fx)dz =2
—a

a

/0“ f(z)dx

a
(b) si f est une fonction continue et impaire sur [—a,a|, alors f(z)de =0

—a

2. Calculer les intégrales suivantes (si c’est possible)

(1) /_12(9c2+2x) dw (2)/

3
(4) / 342 da
1/2 2
2

(7) /0 " psin?(z) da

1

1

w/3

o [ b

(8) /()7T/2 cos(z) sin?(z) dx (9) /

ze® dx

_ .2
ze " dx

[
© [ //

4 e+l
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sin®(z) dx cotg?(x) dx

dzx

1 2\/§ 1 \/g 1
10 arctg(x) dx 11 / —— dx 12 / — dx
) [ aretg@)ae (1) [ @ [ =
1 1 9
1 z° 4+ 2x) dr =0 2 re' dr = —
2 d 7 d
-2 -1 €
0 a? 1—e 3 T 13\/ﬁ
(3) /_1CE€ dzx = 7% 4) /1/21/3+2d:1c:9\[— 5
/3 _ /3 _ _
(5) / sin?(x) dox = %\f—i—ﬁ (6) / cotg? () dr = %
/4 w/4
T 2 /2
(7) / rsin?(x) dr = % (8) / cos(x) sin®(z) dx = !
0 0
4 1
z+1
dr=5—1In6 10 t dr =0
© [ TG d=5-m 10) [ arctg(a) da
23 V3
1 T 1 V3
11 — dr = — 12 —dx = in| —
( ) [2 4+x2 24 ( ) ‘/0 ,79 _1‘2 X al"CSIIl< 3 )

II. Calcul d’aires ‘

1. Calculer ’aire de la partie du plan dont une description analytique est la suivante

ft e

sm
4

} ,yERet cosz <y < sin(2x)}.

Donner aussi une représentation graphique de cet ensemble.
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Ya
10f .
05F y = cos(x)
‘ ‘ ‘ ‘ /. L’aire hachurée vaut /2 + i.
1 2 3 4 5 X
-05f y = sin(2x)
—1.0:* s =
[ =2 5
L 1 z=>5r

2. Calculer I’aire de la partie du plan dont une description analytique est la suivante
{(x,y) cxe[-21,yelz—1,1 —xQ]}.
Donner aussi une représentation graphique de cet ensemble.

y=xz—1

L’aire hachurée vaut g.
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LisTE 14 :

CALCUL INTEGRAL SUR UN ENSEMBLE NON BORNE FERME

’Calcul d’intégrales sur un ensemble non borné fermé‘

Calculer les intégrales suivantes (si c’est possible)

2r+1 /0
1 — dx 2 In(x?) dx
W [ @ [ e
€ 0 1
(3) [1xln(|x\)) dz (4) me dx
+o0 1 +o0 1
(5) /2 922 —4 de (6) /2 22 —2x+1 de
oo 1 -2 1
(7)/1 x2+2z+5dw ®) /_Oox2+2:1773dx
w/3 +o0
(9) / cos(2x) €* dx (10) / r 2" dx
—00 0
2rx+1 10v2 0
1 dr = —— 2 / In(z?) dr = —2
W [ : @ [ @)
¢ e?+1 o 1 ™
| = 4 [ -
) [ el o = @ [ i1
e 1 oo 1
oo 1 ™ -2 1
(7)/1 2245 T ®) /_Ooa:2+2x—3dx A
/3 z 2 -1 +oo
(9) / cos(2x) e dx = %\/E) (10) / ze® dx B
—0o0 0

Pour 'intégrale (8), la fonction n’est pas intégrable en —3 et pour 'intégrale (10), elle n’est pas intégrable
en +oo.
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LISTE 15 : CALCUL INTEGRAL

I. Intégrabilité‘

Justifier I’intégrabilité éventuelle des intégrales suivantes

0 1 Yo B 1
(1) /_Oo z2+1 de 2) /o V1 — 22 da ) /0 cos?(z) + 2sin’(x) da

4) /077/2 tg(x) dx (5) /0+OO ¢ dx  (6) /O—H)oxew sin(x) dx

14 e%

1
(1) La fonction = — o) est continue sur R donc sur | — 00, 0], intervalle non borné. On vérifie son
x

intégrabilité en —oo en utilisant le critere en 6 avec § = 2 > 1. La limite lim |z|? =
T——00 2 +1

x
(2) La fonction 2 — ——— est continue sur | — 1,1[ donc sur [0, 1], intervalle non fermé. On vérifie
V1—2?

x 2
son intégrabilité en 1~ en utilisant le critére en 6 avec @ = 1/2 < 1. La limite lim 1 —x V2

r—1— V1 —z2 :7
1

cos?(z) + 2sin’(x)
fonction est donc intégrable sur cet intervalle.

est continue sur R donc sur [0, 7], intervalle fermé borné. Cette

(3) La fonction x —

(4) La fonction x + tg(x) est continue sur R\ {F 4 k7 : k € Z} donc sur [0, 7/2[, intervalle non fermé. Si

™
on utilise le critere de non intégrabilité, on calcule la limite 1(111/1 : (5 — x) tg(z). Comme cette limite
x—(m/2)~
vaut 1 (donc différente de 0), la fonction n’est pas intégrable en 7/2; elle n’est donc pas intégrable sur

l'intervalle considéré.

xT
est continue sur R donc sur [0, 4o00[, intervalle non borné. On vérifie son

x

e
5) La fonction x +— ———
( ) 1 +e2:v
intégrabilité en +oo en utilisant le critére en 6 avec # = 2 > 1. La limite lim 22 =0

z— 400 14 e22

(6) La fonction x — x e~ " sin(x) est continue sur R donc sur [0, +o0], intervalle non borné. En utilisant
le critere de comparaison (Jz e *sin(z)| < xze™*) puis le critere en 6 avec § = 2 > 1 on vérifie que la
fonction est intégrable en +oo donc intégrable sur intervalle considéré.

’II. Calcul d’intégrales‘

Si elles existent, déterminer la valeur des intégrales suivantes et simplifier votre réponse au

maximum
0 “+o00
z+1

1 2 —_ .

W [ e @[ HFw
1 e 1

(3) / Inzx dz, (4) / = In*(z) du,
0 1 X

(5) /01 arcsin(z) dx, (©) /0+0° 1

—_ dx.
2 4+ 22 + 2 .
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(1) La fonction x — tg(z) est continue sur R\ {5 +kx, k € Z} donc sur [~7, 0], 'intervalle fermé borné;
elle est donc intégrable sur cet intervalle. On a

0
/ tg(z) doe = —% In(2).

—m/4

(2) La fonction z +— Iﬁﬁv est continue sur Ry donc sur [1,4o00[, ensemble non borné. Pour vérifier
Iintégrabilité de la fonction en 400, puisque la fonction est positive sur I'intervalle d’intégration, on peut

prouver 'intégrabilité en utilisant la définition. On peut également utiliser le critere en 6 . On a

Too 41 |
dr = — + = In(2).
/1 Bz 4+2n()

(3) La fonction x — Inx est continue sur ]0, +o00[; elle est donc continue sur I'intervalle non fermé borné
10,1]. Comme Ina < 0 Va €]0, 1], on vérifie I'intégrabilité de cette fonction en 0 par application de la

définition. (Quand on calcule lim;_,q+ ftl(—ln x)dx , on obtient une limite finie; la fonction est donc
intégrable en 0 donc sur |0, 1] et la valeur de l'intégrale est 'opposé de la limite obtenue.) On a

1
/ Inx de = -1
0

(4) La fonction x — 1 In*(z) est continue sur ]0, +oo[ donc sur [1, ¢/e], intervalle fermé borné; elle est
donc intégrable sur cet intervalle . On a

[7 L vy ar= )
— In = —.
Loz T

(5) La fonction x +— arcsin(z) est continue sur [—1, 1] donc sur [0, 1], intervalle fermé borné; elle est donc
intégrable sur cet intervalle. On a

1
/ arcsin(x) dz = T 1
O 2

(6) La fonction = — est continue sur R donc sur [0, +o00[, intervalle non borné. Comme cette

22 +2x+2
fonction est positive pour tout x, on vérifie son intégrabilité en +oo en utilisant la définition. On peut

également utiliser le critere en 6. On a

/+°° 1 0
A= T

En cartographie, sur une carte de Mercator, ’ordonnée d’un point proche de ’équateur et
dont la latitude est ¢ € | — 5, Z[, est donnée par

2072
!
y(p) =R/ du.
0

CoS u

Montrer que
o) = & I ([ue (5 + 7))
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LISTE 16 :
EQUATIONS DIFFERENTIELLES (1" PARTIE)

’ I. Quelques manipulations ‘

1.

Si I’équation différentielle (D;y)? = 2y admet 2 solutions distinctes non nulles, peut-
on affirmer qu’une combinaison linéaire de ces solutions est encore solution de cette
équation ?

Cette équation n’est pas linéaire car une combinaison linéaire de solutions de cette équation n’est
. 7 . . 2 .
pas solution de I’équation. On a par exemple que la fonction ¢ +—+ L est solution alors que la

2
fonction t — 2 ne I’est pas.

(Dey)? =12(y +1)
Montrer que la fonction g(t) = 3t>—6t+2, t € R, vérifie le systéme { y(0) =2

y(2) =2
On a ¢g(0) = 2 et g(2) = 2 ainsi que Dg(t) = 6t — 6. En remplagant Dy et y respectivement par
Dg et g dans le systeme, les trois équations sont vérifiées.

1 d
Montrer que? la fonction g(t) = cotg(t) — — , tE }0, T {, vérifie I’équation P +9? =
sin(t) 2 dt
—1.

—1 4+ cos(t)
sin?(t)

donnée, celle-ci est vérifiée.

d
On a Dg(t) = et en remplagant detJ et y respectivement par Dg(t) et g dans I’équation

Montrer que la fonction u : z — C; e“?*, z € R, C et C, étant des constantes complexes

arbitraires, vérifie I’équation différentielle v(z)D?v(z) — (Dv(z))? = 0.

La fonction u est infiniment dérivable sur R et on a Du(z) = Cy Cy 2% et D?u(z) = O (Cy)? e“2".
En remplacant dans ’équation donnée, on constate que cette derniere est vérifiée.

1
Montrer que la fonction x — tgx + ——, = € ]O, g [, vérifie ’équation différentielle
cosx
2Df — f2 =1.
La fonction donnée est dérivable sur ]0, g[ et on a

1 1 sinx T
D | tgz + = 5~ + 5 ,xé]O,f[.
Ccos T cos?x  cos‘x 2

Des lors, il est facile de montrer que, pour tout x €0, g[, on a I’égalité.

I1. Equations différentielles, résolutions

2. Les dérivées premiere et seconde de f(z), = € I s’écrivent parfois

daf  df
dz’ dax?
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Résoudre les équations différentielles suivantes, en spécifiant dans quel intervalle on travaille
1) 4Df(x) + 2if(x) =0 2) D(t) = 24(t)
3) D2 f(u) =0 4) D*f(z) + Df(x) — 2f(z) =0
5) AD*f(z) — f(x) =0  6) D*f(x)+ f(z) =0

Les solutions des équations ci-dessus sont les fonctions suivantes

1) f(x) = Ce /2 z € R ol C est une constante arbitraire complexe

2) f(t) =C e~ V2t 4 Cy e\/it, teR ou Cj et Cy sont des constantes arbitraires complexes
3) flu) =Ciu+ Cs, u € R o C; et Cy sont des constantes arbitraires complexes

4) f(z) =Cre 2*+Che®, x €R ol O et Cy sont des constantes arbitraires complexes

5) f(z) =Cre *?2 +Cye®/?, z €R o C) et Cy sont des constantes arbitraires complexes
6) f(z) =Cre ™ 4+ Che’™, x € R ot Oy et Cy sont des constantes arbitraires complexes
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LISTE 17 :
EQUATIONS DIFFERENTIELLES (2™ PARTIE)

’I. Equations différentielles, résolutions‘

1. Résoudre les équations différentielles suivantes, en spécifiant dans quel intervalle on
travaille

1) D2f(z) + Df(z) — 2f(z) = e* + 4a?e** +1 2) 4D?f(z) — f(z) = cos’z —

3) Df(@) + f(a) = ™ 4) D2f(x) + 2D (x) + () = (2 + cos x)e~
5) Df() ~ (o) = 12— 6) Df(r) ~2f(a) = T

Les solutions des équations ci-dessus sont les fonctions suivantes

5 21 1
1) f(z)=Cre 2 + (Cz + g) e’ + (x2 — -z + > e — 3 € R ou C7 et Cy sont des constan-

tes arbitraires complexes

2) f(z) =Cre 2 +Che> — 31 cos(2z), z € R ou Cj et Cs sont des constantes arbitraires com-
plexes

, , 4
3) fl&) =Cre ™ 4+ Cye™ + (g — 25) e xeR o C; et Cy sont des constantes arbitraires
complexes.

Ces solutions peuvent aussi s’écrire sous la forme

4
f(x) = Cf cos(z) + Cf sin(x) + (z - 25) e, reR

ou C] et C% sont des constantes arbitraires complexes

4) f(z) = (Cix + Cy + 22 — cos(x))e™®, x € R out C; et Cy sont des constantes arbitraires
complexes
5) f(z) = (C —1In(Jle * = 1]))e* — 1, z € Ry ou C est une constante arbitraire complexe

6) f(z) = (C+e ®+1In(le”® —1))e®®, z € Ry ol C est une constante arbitraire complexe

Note : dans les exercices 5 et 6, la constante peut différer d’un intervalle a I'autre.

2. Dans certaines conditions, la température de surface y(t) d’un objet change au cours
du temps selon un « taux > proportionnel a la différence entre la température de
I’objet et celle du milieu ambiant, que ’on suppose constante et que 1’on note y,. On
obtient ainsi I’équation différentielle

Dy(t) = k(y(t) = o)

ou k est une constante strictement négative. Cette équation est appelée « Newton’s
law of cooling > et elle est utilisée notamment pour déterminer le temps entre la mort
d’un individu et la découverte de son corps.

Résoudre cette équation et montrer alors que la température de 1’objet se rapproche
de la température ambiante au fur et & mesure que le temps passe.

Les solutions de cette équation sont les fonctions y(t) = C' e** 44y, t € R ou C est une constante
arbitraire réelle.

Comme k < 0, on a tilgrnoo y(t) = yo.
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LISTE 18 :
EQUATIONS DIFFERENTIELLES (3™ PARTIE)

’ I. Equations différentielles, résolutions ‘

Déterminer ’ensemble des solutions des équations différentielles

(1) D*f(z) = f(x) =1+ 22, (2) 9D*f(x) — Df(z) =1
(3) D2f(x) —4f(z) = 1 + €%, (4) D?f(x) +4f(z) = sin(4x)

Les solutions des équations données sont les fonctions
(1) cre ™ +cge® — 22 — 3, x € R ol c1, ¢y sont des constantes complexes arbitraires.

(2) 1 + coe®/9 — g, x € R ol ¢1, ¢ sont des constantes complexes arbitraires.
(3) a1 e 2 4 (cz + ix) e2r — 1 2 ecRou c1, co sont des constantes complexes arbitraires.

-1

(4) ¢1 €721 g €2 — % sin(4x), € R ol ¢1, ¢y sont des constantes complexes arbitraires.

II. Equations différentielles linéaires a coefficients constants, du second ordre,
avec conditions initiales

1. Résoudre le systéme suivant, en spécifiant dans quel intervalle on travaille
4D%f(x) + f(x) =22 + 2 +2
f(0)=0
Df(0) =2
La solution du systeme est la fonction

f(z) = 6cos (%) + 2sin (g) +2°+2-6, z€R.

2. Résoudre I’équation différentielle suivante en précisant 1’intervalle sur lequel on tra-
vaille.
2D*f(x) + Df(x) = 2z

Déterminer ensuite la solution qui vaut 1 en 1 et dont la dérivée premieére vaut 0 en
1.

Les solutions de cette équation sont les fonctions
f#)=C1+Coe® +2?—4z, xR

ou C7 et Cy sont des constantes arbitraires complexes.
La solution qui vaut 1 en 1 et dont la dérivée premiere vaut 0 en 1 est la fonction

f(x):8—4e%+ac2—4a:, z €R.

III. Divers

1. Depuis un recensement de la population d’un pays, on constate que la vitesse d’ac-
croissement de la population est, a tout instant, proportionnelle au nombre d’habi-
tants a cet instant. Aprés combien de temps depuis ce recensement, cette population
sera-t-elle triple sachant qu’elle a doublé en 50 ans ?

501n(3)
In(2)

La population aura triplé depuis le recencement apres ~ 79,248 ans donc environ 79 ans.
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2. La vitesse initiale d’une balle roulant sur un sol horizontal est de 10 m/s. Vu les

frottements, la vitesse décroit avec un taux constant de 2 m/s?. Quand la balle sera
arrétée, quelle distance aura-t-elle parcourue depuis son point de départ ?

Quand la balle sera arrétée, elle aura parcouru une distance de 25 m.

. Déterminer la valeur de la constante c de telle sorte que la fonction f(r) =322 z€R

soit une solution de I’équation différentielle

dy 2 dy B

La constante vaut ——.
12

. Soit L la longueur d’un pendule et soit T sa période d’oscillation. Si les oscillations

sont petites et si le pendule n’est soumis & aucune force autre que la gravité, alors un
modele liant T et L est I’équation différentielle

ar T

dL 2L’
Montrer que cela implique que la période T est proportionnelle & la racine carrée de
la longueur L.

Les solutions de cette équation sont les fonctions T(L) = CvVL, L €]0,4+0c0[ o C est une
constante arbitraire strictement positive.
La période T est donc bien proportionnelle a la racine carrée de la longueur L.
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