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REPETITION 2* : COMPLEMENTS SUR LES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES (2) ET INTEGRALES PARAMETRIQUES

A résoudre PENDANT la répétition
(et a achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices I (a), II (b) et V (2) seront résolus par ’assistant.

‘I. Equations différentielles & second membre linéaire‘

Résoudre les équations différentielles suivantes en précisant le domaine sur lequel on travaille (f et y
sont des fonctions de la variable réelle x).

(a) (1 +2?)Dy(z) — 2zy(z) = (1 +2%)?  (d) 2°Df(x) + (2 — 32%) f(z) = 23

2 1 1 1
(b) Df(@) + 221 (x) = 200" @ D = 5 -
(¢) 2Dy(w) + y(z) = =2’ (f) Df(x) = tg(z) f(x) + cos(z), f(0)=1

‘II. Equations différentielles & second membre homogéne‘

Résoudre les équations différentielles suivantes (f et y sont des fonctions de la variable réelle ).

z  fl@)

@ Dfw) = s+ 12 (@) 47(a) — 32° + 20y(z)Dy(a) = 0
(b) 4(e) + @V ~2)Dyle) =0 (e) £(a) + ala — F(z)DF() =0
(© =Dy(e) = (o) n (L2 ) D) = L2 L0

‘III. Equations différentielles - Types‘

Pour chacune des équations différentielles suivantes, déterminer SANS LA RESOUDRE le type
d’équation dont il s’agit ainsi qu'une méthode pour la résoudre (f et y sont des fonctions de la variable
réelle z).

@ Do) = 2L LD (€) 2202 (@) + 2D (2) + () = s + 2sin(na)

(b) Dy(=) = —Miﬂ (£) D°f(x) — 2D f(x) — ADf(a) + 8f () = ¢/** + cos(a)
e2f (@) _ #(z) cos(z f(x

() Df(x) = A os(ef () (o) (42 4 2y(x) — P(0) + (4 (2) + 2ey(2) — #2) Dy() = 0

xcos(zf(z)) — 2xe2f(@) — 2f(x)
(@) (1 - #)Dy(a) = y(&) — (@ + 12 —1)  (0) VI—22Df(x) — f(z) = o/ 1= 22



‘IV. Equations différentielles - Résolution‘

Résoudre les équations différentielles suivantes en précisant (si possible) le domaine sur lequel on
travaille (f et y sont des fonctions de la variable réelle z).

a x z)cotg(z) = 5e<o@) e x)= M

(a) Dy(x) + y(x)cotg(x) =5 (€) DI() = Gors

(b) xDf(x) — f(z) = %" (f) D*y(a) +w’y() = cos(lww)

(©) 352(2) Dy(a)a + y*(@) = + 1 (8) (v — f(@))Df (@) = £(w) (Suss.  poser u = 151)

(d) 2°D?f(x) — 2f(z) = 2o — 1, sur |0, +00] (h) D?y(x) — 2D?*y(z) + Df(x) = ze”

‘V. Dérivation des intégrales paramétriques‘

1. Soient un réel a et une fonction f telle que t — f(t)e™% soit intégrable sur |0, +oo].
Montrer que la fonction

“+o0
x— F(z) = /0 e TLf(t) dt

est dérivable sur Ja, +00[ et que, dans cet intervalle, on a
+oo
DF(z) = —/ te "t f(t) dt.
0

2. Calculer (si possible)

+o0 _ b

/ cos(ax) — cos(bx) o= dy
0 X

pour tous réels a, b.

3. Calculer (si possible)

/+°° arctan(azx) — arctan(bx) dz (a, b>0).
0

T

4. Soit

1 ¢
=1
F(t)z/ de, t> -1
o Inz
a) Montrer que cette fonction est bien définie et est continiiment dérivable sur | — 1, +o0l.

b) Calculer F(0).

¢) Montrer que DF(t) = Pt
d) En déduire I’expression explicite (pas sous forme d’intégrale) de F.

(
(
(
(

1. Siun médicament est administré en continu via une perfusion, la concentration z(t) de ce médicament
dans le sang est gouvernée par I’équation

dxr

) = a = Ba(t

ol « et 8 sont des constantes positives.

(a) Déterminer la concentration x(¢) & tout instant ¢.

(b) Déterminer vers quoi tend cette concentration a long terme.

(c) Déterminer la concentration & tout instant ¢ si le moment initial (¢ = 0) correspond au moment
ou le médicament commence a étre administré.



2. La distribution de la température T'(r) dans la région comprise entre deux cylindres concentriques
de rayons r = a et r = b (a < b) est gouvernée par la loi

d*T dT

TW + % =0 ou T(a) = T()7 T(b) = Tl.

Déterminer T'(r).

3. La distribution de la température T'(r) dans la région comprise entre deux spheres concentriques
de rayons r = a et 7 = b (a < b) est gouvernée par la loi

d*T dr

TW‘FQE =0 ou T(a) :CZ—‘O7 T(b) :Tl.

Déterminer T'(r).

4. Dans les conditions d’équilibre des phases liquide-vapeur d’un corps pur, la formule de Clapeyron
exprimant la chaleur latente L de changement d’état (volume de la phase liquide négligeable devant
le volume de la phase gazeuse) s’écrit

RT? d
L="11P
p dT
De cette expression, donner la loi de variation de la pression p en fonction de la température 7.
Si un systeme physique est tel que, & une température initiale T, la pression vaut pg, déterminer
la loi particuliere de variation de la pression qui régit ce systeme.

5. La croissance d’une tumeur peut étre décrite par I’équation
Dz (t) = ra(t) — Bx?(t)
ot z(t) désigne la taille (en cm?) de la tumeur & tout instant ¢ et olt 7 et 3 sont des constantes

positives.
Déterminer I’évolution de la taille d’une tumeur qui a une taille initiale de 1 cm3.



