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REPETITION 3% : ANALYSE VECTORIELLE ET OPERATEURS
DE DERIVATION

‘A propos de cette liste‘

Les fonctions vectorielles, qui & un réel ou a un n-uple de réels (point ou vecteur) associe un vecteur,
sont beaucoup utilisées en physique afin de modéliser des champs vectoriels, comme par exemple un champ
de vitesse. Les concepts vus dans le cadre des fonctions & valeurs réelles (continuité, limites, dérivation...)
s’étendent aux fonctions vectorielles, et constituent ainsi ce que 1'on appelle 'analyse vectorielle.

Les valeurs de ce type de fonctions étant des vecteurs, de nouveaux concepts apparaissent, notamment

les opérateurs de dérivation que sont le gradient, la divergence et le rotationnel.
Ces derniers sont couramment utilisés en physique pour avoir des informations sur les champs scalaires ou
vectoriels : le gradient informe sur la direction du plus grand taux de variation d’un champ scalaire alors
que la divergence et le rotationnel se complémentent pour apporter des informations sur le comportement
d’un champ vectoriel.

La signification physique de la divergence et du rotationnel apparait clairement lorsque ’on considere
par exemple le champ vectoriel ¥(x,y,z) représentant la vitesse d’un fluide en chacun des points de
I’espace.

Dans ce cas, la divergence de ¥ est égale au flux net de fluide s’écoulant, par unité de temps et de
volume, vers 'extérieur d’un élément de volume dont la mesure tend vers 0, c’est-a-dire divergeant de
cet élément de volume. Elle est donc généralement associée a la présence de source ou de puits pour le
champ considéré.

Le rotationnel de v représente quant a lui une mesure de la vitesse angulaire de rotation du fluide au
voisinage du point (z,y, 2) : si on place une petite hélice dans I’écoulement, celle-ci se mettra & tourner
dans les zones ol le rotationnel est non nul et ne subira aucune rotation dans celles ou il s’annule.

A résoudre PENDANT la répétition
(et a achever a domicile si nécessaire)

Lors de la répétition, les exercices I (1(a), 3), II (1(b), 2(a),(b), 4-oralement) seront
résolus par ’assistant.

I. Manipulations (algébrique et géométrique) et dérivation‘

1. Soient F' , G des fonctions vectorielles en la variable réelle u et soit ¢ une fonction scalaire de la
variable réelle u. On suppose que ces fonctions sont dérivables dans le méme intervalle ouvert de R.
Dans cet intervalle,

(a) établir la formule

D(ﬁoé) = (Dﬁ) oG+ Fe (Dé)
et en déduire qu’un vecteur de norme constante est orthogonal a sa dérivée;
(b) établir la formule
D (qsﬁ) = ¢ DF + (D¢) F.

2. On désigne par €; (j = 1,2, 3) les vecteurs d’une base orthonormée de I’espace. On définit la fonction
vectorielle R par

—

R(t) =cost & +sint &+t &3, teR.
(a) Déterminer
(i) DR, (i) DR, (iii) |DH||, (i) DR D*R.
(b) Esquisser la courbe décrite par I'extrémité P du vecteur lié

OB(t) = B(t), t>0

[\)
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et représenter le vecteur tangent a la courbe aux points de parametre ¢ = 1 et t = 5
On désigne par €; (j = 1,2, 3) les vecteurs d’une base orthonormée de ’espace. On donne la fonction
vectorielle

—

F(u,v) =wusinv €; +vcosu é +u és, (u,v) € R2.

Déterminer I'expression explicite des fonctions suivantes (& valeurs scalaires ou vectorielles)

(a) D F @ D,F, (b) D,F A D,F.

On désigne par €; (j = 1,2,3) les vecteurs d’une base orthonormée de I’espace. Une particule se
déplace de telle sorte que, a I'instant ¢, son vecteur position 7 est donné par

7(t) = cos(wt) € + sin(wt) €

out € R et w désigne une constante.

(a) Montrer que, & tout instant, la vitesse ¥ de la particule est orthogonale & son vecteur position.
(b) Montrer que, & tout instant, accélération de la particule est dirigée vers lorigine et a une
norme proportionnelle a sa distance a ’origine.

(c) Montrer que la fonction vectorielle ¥ A ¥ est un vecteur constant.

(d) Interpréter géométriquement les résultats.

On suppose que 7(t) = x(t) €1 + y(t) €2 est le vecteur position d’une particule & U'instant ¢ et que
la vitesse de cette particule est donnée par la fonction @ ci-dessous. !

(a) v(z,y) =& —é (c) Uz, y) =y €1 —x & (e) U(z,y) =z & +2y &
(b) ¥(z,y) =y é1+zé (d) vz, y) =z é1+yé () U(z,y) =dy &1 —x &
On demande de

- déterminer les courbes que la particule décrit au cours du temps;

- représenter graphiquement (sur le méme dessin) la fonction ¢ et ces courbes (en fonction de
conditions initiales).

II. Gradient, divergence, rotationnel‘

1. On donne les fonctions vectorielle et scalaire suivantes

Fx,y,2) = [z,y, 2, r(x,y,2) = |F(z,y,2)|

et le vecteur constant @ = [ay, as, as]. Déterminer

(a) le rotationnel de la fonction vectorielle 7
1

(b) le gradient de la fonction scalaire -

()

(d) le gradient de la divergence des fonctions vectorielles 7 et r 7
()

(f)

f) le gradient de la fonction scalaire ||@ A 7|

le gradient de la fonction scalaire 7o i

le rotationnel de la fonction vectorielle @ A 7

2. Soit les champs vectoriels

F, R B 1. 1 .
f(x)y> = Te; + yes et g(,r’y) = —§yel + 5-’1)62

1.

U(z,y) dépend du temps ”au travers de” = et y et

T(t) = Di7(t) = 2'(t) &1 + ¥ (t) &2



représentés sur les figures ci-dessous.
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FI1GURE 1 — Champ vectoriel f F1GURE 2 — Champ vectoriel ¢
(a) Calculer la divergence du champ f et interpréter le résultat obtenu sur base de sa représentation
(FIG. 1).
(b) Calculer le rotationnel du champ f et interpréter le résultat obtenu sur base de sa représentation
(FIG. 1).
(¢) Mémes questions pour le champ § et sa représentation (FIG. 2).

3. Sur les exemples suivants, vérifier que le rotationnel du gradient d’une fonction scalaire réguliere
est nul et que la divergence du rotationnel d’une fonction vectorielle réguliere est nulle.

(a) H(z,y,z) = cos(zyz) (b) fla,y,2) = [a?y, 2?4, V7]

4. Les opérations suivantes ont-elles un sens ?
Si oui, définissent-elles une fonction scalaire ou une fonction vectorielle ?

(a) Gradient de la divergence d’une fonction vectorielle

(b) Gradient de la divergence d’une fonction scalaire

()

(d) Divergence du gradient d’une fonction vectorielle
(e)
(f)

Divergence du gradient d’une fonction scalaire

Divergence de la divergence d’une fonction scalaire
Rotationnel de la divergence d’une fonction vectorielle

5. Soient f et g (resp. ¢ et ) deux fonctions vectorielles (resp. scalaires).
Demontrer les relatlons suivantes :

(a) (¢+¢) V¢+V¢ ()
D) VAT +9)=VAT+VAg (d)

o(f+3) = 3-1}3-9‘
oY) = ¢V¢+¢V¢

— —
ol V(b = grad ¢ | dénote le gradient, |V e f divf |la divergence, et | V A
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le rotationnel.
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III. Divers

1. La température en chacun des points du plan est donnée par T(x,y) = 22 — 2y°.
(a) Dans quelle direction une fourmi initialement située en (2,—1) doit-elle se déplacer pour se
rafraichir le plus rapidement possible 7
(b) Si la fourmi se déplace a la vitesse constante v, quelle chute de température ressentira-t-elle
initialement ?
(c) Le long de quelle courbe la fourmi doit-elle se déplacer pour que la température décroisse le plus
rapidement 7



2. Un fil électrique rectiligne est parcouru par un courant d’intensité I constant. Dans un repere
orthonormé (O; €1, &, €3) de P'espace tel que €3 est parallele au fil et orienté dans le sens du courant,
la valeur du champ magnétique en tout point P de I’espace est donnée par

ot d est le vecteur joignant, perpendiculairement, le fil au point P.
(a) Faire un dessin de la situation ; indiquer le vecteur d.
(b) Calculer la divergence et le rotationnel de B.



