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REPETITION 2* : COMPLEMENTS SUR LES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES (2)

‘I. Equations & second membre séparé‘

Résoudre les équations différentielles suivantes en précisant, si possible, ’intervalle sur
lequel on travaille (f, y et u sont des fonctions de la variable réelle z).

(a) 2/7@) = Df(x) (d) ov/T— 7 + /122Dy =0
(b) zf(2)Df(x) + f2(x)+1=0, f(1)=1 (€) Du—2zu==x
(c) 1 +e")f(z)Df(x) = e

Les solutions générales sont données par

(a) f(z) = (x4 C)% 2> —C A V1I—92+V1—22=C, zelc]—1,1]
(b) 22(1 + () = C (o) u(z) = e — % sER

(c) fA(x) =2In(1+e*)+C, z€R
ou C est une constante réelle arbitraire.

2 — g2

5> xe]07\/§[.

L’unique solution de (b) est f(z) =
x
Notons de plus que
— I’équation (a) admet la solution singuliere f = 0 sur R;
— I’équation (d) admet les solutions singulieres y = —1 et y = 1 sur R;

‘II. Equations différentielles & second membre homogéne‘

Résoudre les équations différentielles suivantes (f et y sont des fonctions de la variable
réelle z).

x  fl@)

(2) D) = 505+ (d) 4?(x) - 32% + 2ay(x) Dy(x) = 0
(b) y(z) + (2v/2y(z) — 2) Dy(z) = 0 () f3(x) +x(x — f(x))Df(z) =0
(€) Dya) = o) n (1))

Les solutions générales de ces équations différentielles sont données par
(a) (1) =2 (@) + ©) () 2(e® — *(2) = C
(0) Inly(@)| + /- =5 = € (e) f(x) = 2 n(C1|f(=)))

(c) y(z) = 2e* 1z € Ry

ou C' est une constante réelle arbitraire et C'; une constante réelle strictement positive.
Notons de plus que les équations (e) admet la solution singuliere f = 0 sur R.



ITI. Equations différentielles - Types‘

Pour chacune des équations différentielles suivantes, déterminer SANS LA RESOUDRE
le type d’équation dont il s’agit ainsi qu’une méthode pour la résoudre (f et y sont des
fonctions de la variable réelle z).

a T) = 2y2(x)—xy(ac) e) 22D%f(z T T T :é sin(In(x

() Dylw) = 5 S () 2D%f () + aDf(x) + f(x) = s+ 2sin(in(a)

(6) Dyfr) =~ (f) D°f(x) - 2D* f(a) — 4D f(x) + 8/ () = e¥>* + cos(z)
2@ — f(z) cos(zf(z

(c) Df(x) = J@) ot /) () (a2 4 2wy(e) - y2(@)) + (4(x) + 20y(w) — %) Dy(a) = 0

zeos(zf(z)) — 2we2f(@) — 2f(x)
(d) (- 2)Dy(e) = y(e) — (e + D2 —1) () VI~ 2Df(x) — f(z) = /T~ 22

Il s’agit
(a) d’une équation & second membre homogene : en effet, en mettant z? en évidence au numérateur
et au dénominateur, elle se réécrit
2
2 (%) _ ¥
Dy(a) = =) —£
1-2+(%)

Il suffit donc de passer a la fonction u(z) = £ pour obtenir I’équation & second membre séparé

Dulw) = % {1%2((2))122il) - “] '

(b) d’une équation & second membre linéaire ;

(c) d’'une équation exacte qui équivaut a
D (sin(af(z)) ~ 26 - F(a)) =0

(d) d’une équation & second membre linéaire ;

(e) d’une équation d’Euler qui se réécrit, en effectuant le changement de variable z = e’ et en posant
F(t) = f(e"), .
D?F(t) + F(t) = —— + 2sin(t
(6 + P(t) = oo+ 2sin(0)
qui est une EDLCC d’ordre 2 non homogene. Celle-ci se résout en cherchant la solution générale F},
de I’équation homogene associée (via les zéros du polynoéme caractéristique) ainsi qu’une solution
particuliere F}, : cette derniere peut étre obtenue en cherchant des solutions particulieres F),, et F,

des équations
1

cos(t)
respectivement. Une solution Fj,, de la premiere équation peut étre déterminée par la méthode de
variation des constantes. Sachant que la seconde est & coefficients réels et que sin(t) = Zm(e’), une

solution F},, peut en étre déterminée en prenant la partie imaginaire d’une solution particuliere de
I’équation

D*F(t) + F(t) = et  D2F(t)+ F(t) = 2sin(t)

D?F(t) + F(t) = 2¢",

qui peut, quant a elle, étre déterminée par la méthode des exponentielles polynémes (Notons que 4
est un zéro de multiplicité 1 du polynéme caractéristique).
Ainsi, la solution générale de 'EDLCC ci-dessus s’écrit

B(t) = Fu(t) + Fp(t) = Fu(t) + Fp, () + Fp, (1)

et la solution générale de I’équation de départ est enfin donnée par f(z) = F(ln(x));



(f) d’une EDLCC d’ordre 6 non homogene. Celle-ci se résout en cherchant la solution générale Fy,
de I’équation homogene associée (via les zéros du polynoéme caractéristique) ainsi qu’une solution
particuliere F), : cette derniere peut étre obtenue en cherchant des solutions particulieres F},, et I},
des équations

DO f(x)—2D*f(x)—4D?f(x)+8f(x) = eV et DS f(x)—2D*f(x)—4D?f(x)+8f(x) = cos(x)

respectivement. Une solution F},, de la premiere équation peut étre déterminée par la méthode des
exponentielles polynomes (Notons que /2 est un zéro de multiplicité 2 du polynome caractéristique).
Sachant que la seconde est & coefficients réels et que cos(t) = R(e), une solution F,, peut en étre
déterminée en prenant la partie réelle d'une solution particuliere de ’équation

D°f(x) — 2D"f(x) — AD*f(z) + 8f(x) = ",

qui peut, quant a elle, étre déterminée par la méthode des exponentielles polynémes (Notons que 4
n’est pas un zéro du polynoéme caractéristique).
Ainsi, la solution générale de 'EDLCC de départ s’écrit

F(t) = Fp(t) + Ep(t) = Fi(t) + Fp, () + Fp, (¢)

(g) d’une équation & second membre homogene qui se réécrit

2
Y (293) o)
Dy(z) = *
Y (gc) +2y(x) 9
x x
11 suffit alors de poser u(x) = @ pour se ramener a une équation a second membre séparé, a savoir
1 2(x) -2 -1
Duz)= L (L@ =2um) =10
x \u?(z) + 2u(z) — 1

(h) d’une équation & second membre linéaire.
(Voir cours théorique pour plus de détails concernant les méthodes de résolutions.)

‘IV. Equations différentielles - Résolution

Résoudre les équations différentielles suivantes en précisant (si possible) le domaine sur
lequel on travaille (f et y sont des fonctions de la variable réelle z).

a x z)cotg(z) = 5e°(®) e x)= M

(a) Dy(z) + y(w)cote(x) = 5 (¢) Df(@) = S0

(b) 2Df(x) — f(z) = 2”e” (f) D*y(x) +w?y(e) = cos(lwx)

(c) 3y%(z)Dy(x)z + > (z) == + 1 (8) (z— f(z))Df(x) = f(x) (Suge. : poser u = L&)

(d) 2?D?*f(z) — 2f(x) = 22 — 1, sur |0, +oo[ (h) D3y(x) — 2D?y(z) + Dy(z) = we”
Les solutions générales de ces équations différentielles sont données par

C— 56cos(:c)
(a) y(z) = W

(b) f(z)=(C+e")x, z €R

,x €R\{kn:keZ} (e) x— cos(x)sin(z)+ 2cos(f(x))=C

2
(©) yia) = {f FEIL 4 e R, ® ) = Coxp (-5 )
(d) f(z) = Craz* + % —z+ %7 x>0 (h) y(z) = C1 + (Cox 4 C3)e” + é (z® —32%) e”, z€R



cos(wx)

(f) y(z) = C cos(wx) + Cy sin(wz) + 3

x m+ 2km
1 2 s Lz eR\{ITTET ey
n | cos(wz)| + 5 sin(wz), \ { 5 }

ou C,Cq,Cs,C5 sont des constantes réelles arbitraires.

V. Divers

1. L’équation de la déformation d’une poutre élastique supportant une charge uniformément
répartie sur toute sa longueur [ est donnée par
dy
EI@ = Wy y 0 S x S l

ou ET représente la rigidité flexionnelle de la poutre et ou1 wy représente la charge par

unité de longueur.
Déterminer la déformation d’une poutre encastrée a ses deux extrémités, c’est-a-dire

telle que
y(0)=y()=0 ,  Dy(0) =Dy(l) =0.
La déformation de la poutre est donnée par y(z) = 2;121 22 (x —1)2

2. La distribution de la température T(r) dans la région comprise entre deux cylindres
concentriques de rayons r =a et r = b (a < b) est gouvernée par la loi
d*T 4T
—+—=0 u T(a) =Ty, T(b)="T1.
rdTQ + d'r ou (a) 05 ( ) 1
Déterminer T'(r).

La distribution de la température est donnée par
. TQ hl(%) — T1 ln(g)
In(§)

T(r)

3. Dans les conditions d’équilibre des phases liquide-vapeur d’un corps pur, la formule de
Clapeyron exprimant la chaleur latente L de changement d’état (volume de la phase
liquide négligeable devant le volume de la phase gazeuse) s’écrit

RT? d
L="—""%2
p dT
De cette expression, donner la loi de variation de la pression p en fonction de la
température 7.

Si un systéme physique est tel que, & une température initiale T;, la pression vaut pg,
déterminer la loi particuliére de variation de la pression qui régit ce systeme.

La loi de variation de la pression qui régit ce systeme est donnée par

p(T) = Cexp (RLT)

ou C est une constante complexe arbitraire. Tenant compte de la condition initiale p(Tp) = po, il

vient que
L L
C - | = = C= — .
exp ( RTO) Po Po €xXp (RTO)

Des lors, la loi particuliere de variation de la pression qui régit ce systéme est

e -men( (4 -4)



4. Un médecin arrivant sur le lieu d’un crime constate que la température du mort est
de 32° et que la température de Pair ambiant est de 18°C. Deux heures plus tard, la
température du mort est descendue a 26°. En supposant que le taux de refroidissement
du corps est proportionnel a la différence de température entre ’air et le corps de la
victime (loi de Newton) et que la température du corps au moment du déces était
de 36°C, déterminer le temps écoulé depuis la mort de la victime jusqu’a ’arrivée du
médecin.

Le temps écoulé depuis la mort de la victime jusqu’a 'arrivée du médecin est 54 minutes.



