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QUESTIONNAIRE

1. On donne explicitement la fonction f par f(z,y) = /22 —y? + 1.
(a) Déterminer le domaine ou la fonction est deux fois dérivable.

(b) Dans un repére orthonormé, représenter celui-ci en le hachurant.

(c) Calculer lexpression D, f(x,y).

(d) Déterminer 'expression explicite de la fonction F : ¢t +— F(t) = f(e! + 1,e* — 1), son domaine
de dérivabilité et I’expression explicite de sa dérivée en tout point de son domaine.

2. On donne la fonction f par
f(z) =In(1 — x)%

(a) En déterminer les approximations polynomiales a 'ordre 1 et a 'ordre 2 en 0.

(b) Donner une expression explicite des restes de ces approximations.

(c) Dans un méme repere orthonormé, représenter ces approximations; représenter aussi f au
voisinage de 0 en tenant compte du point précédent.

I= //A In(y) dz dy,

et 'ensemble A = {(z,y) € R?: -1 <2 <0 et 0<y <exp(x)}.
(a) Représenter ’ensemble d’intégration dans un repere orthonormé.
(b) Si possible, déterminer la valeur de I en justifiant vos démarche et réponse.

3. On donne

4. On donne la partie du plan hachurée ci-contre, notée A, et
22+ y?
2

I://Af(x,y) dz dy.

la fonction f : (z,y) — . Si c’est possible, calculer

5. (a) Soit la matrice

h

Il
)
O O .
O S =

Est-elle diagonalisable 7 Justifier.

(b) Soit la matrice

B_ ( 4sin(a) 2sin®(a) )

2cos(a) cos®(a)

Pour quelles valeurs du parametre a € [0, 7| est-elle inversible ? Justifier. Calculer alors la matrice
inverse de B.



6. (a) La série suivante est-elle convergente ? Justifier.

= cos(j)
j2

(]

Jj=1
(b) La série suivante est-elle convergente ? Si la réponse est oui, en déterminer la somme.
+oo gm

Z em+1

m=2

7. Un étudiant arrive souvent en retard :
- une fois sur deux lorsqu’il n’est pas arrivé en retard la veille;
- une fois sur trois lorsqu’il est arrivé en retard la veille.
Quelle est la probabilité qu’a long terme il n’arrive pas en retard ? Justifier !

8. Pour les physiciens uniquement
(a) Dans un repére orthonormé du plan, on considere ’arc P4 g de la parabole d’équation cartésienne
y = 22 joignant les points A(0,0) et B(2,4).
Calculer (si possible) les intégrales suivantes

1) /pw z ds, 2) /PAB z dz, (3) /PAB z dy.

Pour chacune d’elles, obtient-on la méme valeur quelle que soit I'orientation de la courbe P4p,
que ce soit de A vers B ou de B vers A7

(b) Déterminer explicitement la solution f de I’équation différentielle
2?D*f(z) + D f(z) =0, x €10, 400,

satisfaisant les conditions f(1) =0 et Df(1) = 1.



CORRIGE

FEzxercices

1. On donne explicitement la fonction f par f(z,y) = V2?2 —y% + 1.
(a) Déterminer le domaine ou la fonction est deux fois dérivable.

Solution. La fonction f est deux fois dérivable sur I’ensemble A décrit par
A={(z,y) eR?: 2> —y* +1>0}.

(b) Dans un repére orthonormé, représenter celui-ci en le hachurant.

Solution. Voici la représentation graphique de cet ensemble A (partie hachurée) : les points de
I’hyperbole d’équation cartésienne —z2 + 32 = 1 sont exclus de I’ensemble.

c) Calculer ’expression D, f(x,y).
Y

Solution. En un point de A, on a

—Y
D,f(x,y) =D (\/1:2— 24—1):7.
yf( Y) y Y ﬁ?—yﬂ—i—l

(d) Déterminer I’expression explicite de la fonction F : ¢t +— F(t) = f(e! +1,e! — 1), son

domaine de dérivabilité et 1’expression explicite de sa dérivée en tout point de son
domaine.

Solution. L’expression explicite de la fonction F : ¢t — F(t) = f(e! +1,e' — 1) est donnée par

F(t) = /(et +1)2 — (et —1)2+1 = Vet + 1.
La fonction F est dérivable sur {t e R:4e’ +1 >0} =R et on a

2e!

DE(0) = =

2. On donne la fonction f par
f(z) =In(1 — x)%

(a) En déterminer les approximations polynomiales a4 ’ordre 1 et & ’ordre 2 en 0.



Solution. La fonction est infiniment dérivable sur R\ {1}. Si x < 1, ce qui est le cas au voisinage
de 0, alors 1 —z > 0 et, dés lors, f(z) = 2In(1l — z). En dérivant, on a successivement
—2 2 -2 4
Df(z) = = D(z)= —— S —
f(a) @) = =5 Y

-z =z-1
Comme f(0) =0, Df(0) = —2 et D?f(0) = —2, si on note P, (x) Papproximation polynomiale
de f alordre n en 0, on a

et D3f(z) =

D%f(0)

22 = -2z — ?
2

Pi(z)=f(0)+Df(0)r = -2z et Po(x)=P(z)+ , z€R.

(b) Donner une expression explicite des restes de ces approximations.

Solution. Si on note R, le reste de 'approximation polynomiale de f a l'ordre n en 0, alors
pour tout x €] — oo, 1], il existe uq, us strictement compris entre 0 et x tels que
-2 z2 —x2 4 x> 223

B TP} B U 1A (VRTINS O 1

(c) Dans un méme repére orthonormé, représenter ces approximations; représenter
aussi f au voisinage de 0 en tenant compte du point précédent.

Solution. Comme R;(xz) < 0 Vx €] — oo, 1], le graphique de f est situé en dessous de celui de
I'approximation P;. Comme Rg(z) > 0 Vz €] — 00,0[ et Ro(z) < 0 Vz €]0, 1], le graphique de f
est situé au-dessus de celui de P, a gauche de 0 et en dessous de celui de P, a droite de 0.

Voici la représentation graphique de Py, P, et f au voisinage de 0.
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3. On donne

I= //A In(y) dz dy,

et ’ensemble A= {(z,y) eR?: -1 <2 <0 et 0<y<exp(x)}.
(a) Représenter ’ensemble d’intégration dans un repére orthonormé.

Solution. Voici la représentation graphique (partie hachurée) de l'ensemble d’intégration A; les
points des “bords” sont compris dans I’ensemble sauf ceux de ’axe des abscisses.



~

y = exp(x)

(b) Si possible, déterminer la valeur de [ en justifiant vos démarche et réponse.

Solution. La fonction f : (z,y) — In(y) est continue et négative sur A, ensemble borné mais non
fermé.

Etudions l'intégrabilité de f sur A.

Pour x fixé dans [—1,0], la fonction h : y — |In(y)| = —In(y) est continue sur ]0, e*]. Pour tout

t > 0, calculons lim+ (—1In(y)) dy. Si cette limite est finie alors h sera intégrable en 0 donc sur
t—071 J¢

10, e*]. Par une intégration par parties, on a

lim (—In(y)) dy = lim [—yIn(y) +y]f = lim [e*(1 —z) — t(1 — In(t)] = *(1 — )

t—0t Jy t—0+ t—0t

car lim+ [t(In(t) — 1)] = 0. En effet, on a une indétermination du type 0 . co qu’on léve en utilisant
t—0

1—1In(t
le théoreme de 1'Hospital & la fonction ¢ — ¢(1 —In(t)) = t_irll(), les hypotheses du théoréme
étant satisfaites dans V' =|0, +-o00[. Ainsi,
1 —In(t D(1 —1In(t —t!
lim 1=In®) = lim D =In®) = lim = lim t=0.
t—ot+ ¢! t—0+ Dt! t—0+ —t=2 150+

La limite étant finie, h est intégrable sur |0, e*] et son intégrale sur cet ensemble vaut e”(1 — z).

Considérons g : © — €% (1 —z), fonction continue sur l'intervalle fermé borné [—1, 0] ; cette fonction
est donc intégrable sur [—1,0] et, des lors f est intégrable sur A.
Ainsi, puisque la fonction f est négative sur A, par une intégration par parties, on a

x

/01 </Oe“ In(y) dy) de = /01 (2 —1) do = [e"(z — 1) — ]9, = —2+ %

4. On donne la partie du plan hachurée ci-contre,
2 2

notée A, et la fonction [ : (z,y) — 5— Si c’est
x

possible, calculer

I= //Af(amy) dz dy.




2 2

Solution. La fonction f : (z,y) — est continue sur {(z,y) € R? : z # 0} donc sur A,

2
T
ensemble borné fermé. Des lors, la fonction est intégrable sur A.

Utilisons les coordonnées polaires pour calculer l'intégrale demandée. Les abscisses et ordonnées

des points d’intersection des cercles avec les droites intervenant dans les bords de A permettent

de conclure que ces droites ont pour équation cartésienne y = —zx ou encore y = tg(3w/4)x
ety = ,?w ou encore y = tg(5m/6)x. Ainsi, Pensemble d’intégration décrit en coordonnées

polaires est

A = {(r,&):re [1,2], 0 € [?Zr,i?]}

La fonction a intégrer est la fonction

2 cos?(0) + 72 sin®(6) r? 1

r2 cos? () T2 cos2(f)  cos?()

g:(r,0)— f(rcos(d), rsin(f)) =

multipliée par le jacobien égal a r. Par application du théoréeme d’intégration par changement de
variables, I'intégrale demandée est donc égale a

5w
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. (a) Soit la matrice

Est-elle diagonalisable ? Justifier.

Solution. Les valeurs propres de A sont les solutions de

-A d 1

qui est une équation polynomiale (de degré 3) en l'inconnue A.
En appliquant la premiere loi des mineurs a la troisieme ligne, on a

Al i1 -\ i
det D ) :det(A Z‘>—)\det( ; )\>
I 0 -
= 14+A- AN+ ==X -1=-A+1DN = X1+1)

Ainsi, le polynéme caractéristique admet 3 valeurs propres simples et la matrice A est donc dia-
gonalisable.

(b) Soit la matrice
B_ 4sin(a) 2sin®(a)
“\ 2cos(a) cos?(a '



Pour quelles valeurs du parameétre a € [0, 7| est-elle inversible ? Justifier. Calculer alors
la matrice inverse de B.

Solution. La matrice B est inversible si et seulement si son déterminant n’est pas nul. En mettant
2sin(a) en évidence sur la premiere ligne et cos(a) en évidence sur la deuxieme ligne, on a

. 2
det(B) = 2sin(a) cos(a) det ( 3 (SZE)I;Q((Z% )

= sin(2a) 2(cos?(a) — sin?(a)) = 2sin(2a) cos(2a) = sin(4a).

Des lors, la matrice B est inversible si et seulement si sin(4a) # 0 < 4a # km < a # kT, Vk € Z.

Dans [0, 7[, B admet un inverse pour tout a différent de 0, 7, 7 et ?jf.

La matrice des cofacteurs des éléments de B est égale a

_ ([ col@)  —2cos(a) |
5= )

—2sin®(a) 4sin(a)
Des lors, la matrice inverse de B est égale a

Bl 1 cos?(a) —25in®(a)
sin(4a) \ —2cos(a) 4sin(a) ’

. (a) La série suivante est-elle convergente ? Justifier.

+oo

§ cosl)

2
=1 7

cos(j)

1 1 . , . .
< — et comme — est le terme général d’une série de Riemann
J
convergente puisque a = 2 > 1, le critere de comparaison permet de conclure que la série donnée
converge.

Solution. Comme on a

(b) La série suivante est-elle convergente ? Si la réponse est oui, en déterminer la
somme.

00 om
Z m—+1
m=2 €

emtl e
m=2 m=2
Cette série est donc convergente et sa somme vaut

L2y so(2)'oa 4 e 4
e \e e) e 1-2 e e—-2 e e—2)

m=0

+o0 m 1 o0 9\ ™ 2
Solution. La série Z = - Z () est une série géométrique dont la raison — €] — 1, 1].
e e

. Un étudiant arrive souvent en retard :

- une fois sur deux lorsqu’il n’est pas arrivé en retard la veille;

- une fois sur trois lorsqu’il est arrivé en retard la veille.

Quelle est la probabilité qu’a long terme il n’arrive pas en retard 7 Justifier!

Solution. Schématiquement, on peut représenter la situation comme suit
2/3

R PR
BOR_ e

1/2



Notons R; (PR;) le fait d’étre arrivé en retard (pas en retard) le jour ¢ (¢ = 1,2,3...). On a alors
PRy, \ ([ 1/2 2/3 PRy
Rs o\ 1/2 1/3 Ry

1/22/3 ) est une matrice stochastique réguliere ; elle admet donc 1 comme

1/2 1/3
valeur propre. Déterminons ses vecteurs propres relatifs & cette valeur propre en cherchant les

La matrice M = (

vecteurs non nuls X = ( "; ) tel que (M — 1 .I)X = 0, la matrice I étant la matrice identité de

dimension 2. On a

(7 25:)(5)-(3) o5 2oveat

> avec ¢ € Ry.

«|

4
Les vecteurs propres de M relatifs & la valeur propre 1 sont les vecteurs ¢ < ?
Parmi ces vecteurs, le vecteur de probabilité est celui pour lequel %c +ec=1c= % Des lors, a

long terme, I’étudiant a 4 chances sur 7 (% . %) de ne pas arriver en retard.

. (a) Dans un repére orthonormé du plan, on considére ’arc Psp de la parabole
d’équation cartésienne y = 22 joignant les points A(0,0) et B(2,4).
Calculer (si possible) les intégrales suivantes

(1) /m 2 ds, @) /m v dz, 3) /PAB v dy.

Pour chacune d’elles, obtient-on la méme valeur quelle que soit 1’orientation de la
courbe P4p, que ce soit de A vers B ou de B vers A?

Solution. L’arc de parabole est paramétré par (¢,t2), t € [0,2].
Il s’ensuit que

2 5
1 512 V1B -1
/ zds = / t V1142 dt = E{(1+4t?)2] _ VT -i
Pas 0

0 12

et lorientation de la courbe n’a pas d’importance.

Les deux autres intégrales dépendent de l'orientation; si on choisit celle déterminée par le pa-
ramétrage ci-dessus, on a

/ xdx:/tdt:2, / xdy:/tQtdt:—.
Pag 0 PaB 0 3

(b) Déterminer explicitement la solution f de I’équation différentielle
@D (x) +eDf(z) =0,  w€]0, 400

satisfaisant les conditions f(1) =0 et Df(1) =1.
Solution. Si f € C2(R), on a

(D) f(z) = (2D)(«D) f(z) = zDf(x) + 2*D* f (x).
Deés lors, ’équation donnée est équivalente a
D?F(t)=0, teR

avec F(t) = f(e!), t € R. Comme D?F = 0 si et seulement si il existe des constantes c1, ¢y telles
que
F(t) :Clt+02, teR



I’équation de départ a pour solution I’ensemble des fonctions
f(z) = F(ln(x)) = ¢1 In(z) + ¢c2, = > 0.

Les conditions initiales permettent de déterminer les constantes : f(1) = 0 et Df(1) = 1 si et
seulement si co = 0 et ¢; = 1. La réponse a la question posée est donc la fonction

f(z) =In(z), = > 0.



