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QUESTIONNAIRE

. On donne la fonction f par
f(z) = cos(z) sin(z).
a) Si possible, déterminer les approximations polynomiales de cette fonction a 'ordre 1,2,3 en 0.

b) Dans un méme repére orthonormé, représenter le graphique de f et les approximations & l'ordre
0, 1 et 2 en utilisant différentes couleurs.

A= (),

. Soit la matrice

a) Cette matrice est-elle inversible ? Pourquoi ?
b) Dans le cas ou elle est inversible, en déterminer I'inverse et vérifier que votre réponse est correcte.
c¢) Déterminer les valeurs propres de A.

. Soit la matrice

1
A=11
0

— = O
—_ o O

a) Déterminer les valeurs propres de A ainsi que les vecteurs propres associés.
b) Cette matrice est-elle diagonalisable ? Pourquoi? Si oui, en déterminer une forme diagonale,
ainsi qu’une matrice qui y conduit.

. On donne la fonction f par
flz,y)=In (\/y —x ) — arcotg (7:1:) .

a) Déterminer le domaine d’infinie dérivabilité de cette fonction. Dans un repére orthonormé,
représenter ce domaine en le hachurant.

b) En un point du domaine de dérivabilité, que vaut la dérivée partielle de f par rapport & sa
premiere variable et la dérivée par rapport a sa seconde variable ?

¢) En utilisant 'expression des dérivées obtenues précédemment, que vaut

xD, f(z,y) + yDyf(xay)

s

. a) Déterminer, si elle existe, I'intégrale // cos(x — 2y) dx dy sur A = [0, 7] x [0, §] et représenter
A

I’ensemble d’intégration en le hachurant.
b) On donne 'ensemble fermé non borné A (hachuré). Si possible, déterminer

// e Y dr dy
A

en choisissant un ordre d’intégration. Permuter alors les intégrales et déterminer (en effectuant le
calcul) si le résultat change ou non.



6. Calculer, si possible, I'intégrale
—+oo a:2 T
/ / — dy | dz
1 T Y
et représenter son ensemble d’intégration en le hachurant.

7. Déterminer si les séries suivantes convergent. Si oui, en déterminer la somme

CORRIGE

Ezxercices

1. On donne la fonction f par
f(x) = cos(x) sin(x).

a) Si possible, déterminer les approximations polynomiales de cette fonction a ’ordre
1,2,3 en 0.

b) Dans un méme repére orthonormé, représenter le graphique de f et les approxi-
mations a ordre 0, 1 et 2 en utilisant différentes couleurs.

Solution. La fonction f : z — cosz sinz = 1 sin(2z) est infiniment dérivable sur R et on a
Df(z) = cos(2z) D?*f(x) = —2sin(2z) et D3f(x) = —4cos(2x).

Comme f(0) = 0, Df(0) = 1, D?>f(0) = 0 et D3f(0) = —4, si on note P,(x) 'approximation
polynomiale de f a l'ordre n en 0, on a

D3f(0) 3—;3—@ z e R.

Pi(x) = f(0) + Df(0)z =2 = Py)  Py(x) = Po(e) + —5r—a® o — =
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Pl P2 / -15 NB : Po( ) f(O) =0

2. Soit la matrice

A= (Gl .

a) Cette matrice est-elle inversible ? Pourquoi ?
b) Dans le cas ou elle est inversible, en déterminer l’inverse et vérifier que votre

réponse est correcte.
c) Déterminer les valeurs propres de A.

Solution. a) La matrice A est inversible si et seulement si det A = cos?(1) + sin?(1) =1 # 0. La
matrice A est donc inversible.

b) La matrice des cofacteurs de A étant égale a

A ( cos(1)  —sin(1) >

sin(1l)  cos(1)

I'inverse de A est la matrice
cos(1)  sin(1)

AT = ( —sin(1) cos(1) )
aact= (ot ) (229 20

_ ( cos?(1) +sin?(1) sin(1) cos(1) —smgl()1 cos(1) ) _ < (1)

sin(1) cos(1) — sin(1) cos(1) sin?(1) 4 cos

et on a

1)

¢) Les valeurs propres de A sont les solutions de

det ( Cozl(izlg A Co—sz"f)l(i))\ ) = (COS(l) — )\>2 + Sin2(1) —)\2_ 2(?08(1) A41=0

Comme A = 4cos?(1) —4 = —4sin?(1) = (2isin(1))?, les valeurs propres de A sont cos(1)+isin(1)
et cos(1) — isin(1).

3. Soit la matrice
100
A= 1 1 0
0 1 1
a) Déterminer les valeurs propres de A ainsi que les vecteurs propres associés.
b) Cette matrice est-elle diagonalisable ? Pourquoi ? Si oui, en déterminer une forme
diagonale, ainsi qu’une matrice qui y conduit.

Solution. a) Les valeurs propres de A sont les solutions de

I-x 0 0
det I 1-Xx 0 =0& (1-))?*=0.
0 I 1-2A



Ainsi, la valeur propre de A est 1 (valeur propre triple).

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont les vecteurs non nuls X tels que

0 0 0 T 0 £ =0 T 0
(A-NX=0<(1 0 0 y |=10 @{ :0 |y =10
01 0 2 0 vy= z z

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont donc des vecteurs du type

0
c|l O
1

ou ¢ est une constante complexe non nulle.

b) La matrice A n’est donc pas diagonalisable puisqu’elle ne possede pas 3 vecteurs propres
linéairement indépendants.

. On donne la fonction f par

flz,y)=1n (W) — arcotg (g) .

a) Déterminer le domaine d’infinie dérivabilité de cette fonction. Dans un repére or-
thonormé, représenter ce domaine en le hachurant.

Solution. Le domaine d’infinie dérivabilité de la fonction f est égal a
A:{(z,y)ERQ:z#O, y271’2>0}.

Voici la représentation graphique de cet ensemble (partie hachurée) : les points des droites d’équation

cartésienne x = 0, y = x et y = —x sont exclus de I’ensemble.
y=—= Y y==
L
1 X
=0

b) En un point du domaine de dérivabilité, que vaut la dérivée partielle de f par
rapport a sa premiére variable et la dérivée par rapport a sa seconde variable ?

Solution. En un point de A, on a

Dy f(z,y) = Dz 1H(Z)\Z:\/y2_7 - DrVT|r—y2 g2 . Do(y® — 2°) — Dyarcotg(U)|y

Il
8l
>
)
~
]|
~—

1 1 (—22) -1 ( y) —T Y
= . . (—22) — == ) = —
\/yz 22 2\/3/2 22 1+ %z 2 Y2 —a2  x2 492
et

D, f(@,y) = Dz(Z)|,_ o=z - DrVTlryp2 - Dy(y* — %) — Duarctg(U)ly-s - D, (%)

- 1 1 9 —1 1 Y + T
_\/y27z2’2\/y2—:r2’ Y 1—1—5—2 “r y?—a? 2?42




Remarque : comme y? — 22 > 0, on peut écrire In (\/y2 - x2) = 2In(y? — 2?), ce qui permet de
calculer plus rapidement les dérivées partielles.

c) En utilisant ’expression des dérivées obtenues précédemment, que vaut

CCDxf(%y) + yDyf(xvy)

Solution. L’expression donnée vaut donc

2 2
—x Yy Yy T Yy - —x

— = =1
x<y2—$2 x2—|—y2)+y<y2—x2+x2+y2) y2_$2

. a) Déterminer, si elle existe, ’intégrale // cos(r — 2y) dv dy sur A = [0, 5] x [0, 5] et
A

représenter ’ensemble d’intégration en le hachurant.

Solution. a) Voici la représentation graphique (partie hachurée) de l’ensemble d’intégration A,

parallele aux deux axes; les points des “bords” sont compris dans ’ensemble.

L Y

/3

X

/2

La fonction f : (x,y) — cos(x — 2y) est continue sur R?; elle est donc continue sur A, ensemble
fermé borné, donc intégrable sur cet ensemble et on a

r=m/2

/3 /2 m/3
I= / / cos(z —2y) dz | dy = / [sin(x - 2y)} dy
0 0 0 =0

= /07T/3 (sin (% - Zy) — sin (—Q?J)) dy = /Oﬂ/g(cos(Zy) + sin(2y)) dy

-1 {sin(Qy) - cos(zy)K/g - (sin (?) - (2;) ~sin(0) + cos(O))
_;<\é§+;+1> - \/§4+3'

Puisque la fonction est intégrable sur A parallele aux 2 axes, on aurait pu calculer I'intégrale en
permutant 'ordre d’intégration et on aurait obtenu le méme résultat.

b) On donne I’ensemble fermé non borné A (hachuré). Si possible, déterminer

// e Y dx dy
A

en choisissant un ordre d’intégration. Permuter alors les intégrales et déterminer (en
effectuant le calcul) si le résultat change ou non.



Solution. b) L’ensemble d’intégration est

A={(z,y) eR*: 2 €[0,+00[, y € [3z,4+00[} = {(:z:,y) ER?:ye[0,+o0, z € [0,%}}

et la fonction f : (x,y) — e~¥ est continue et positive sur R? donc sur A4, ensemble non borné fermé.

Etudions lintégrabilité de f sur A. Pour y fixé dans [0, +oo], la fonction g : z — e~ ¥ est continue

sur le fermé borné [07 %] Elle est donc intégrable sur cet ensemble et on a

y/3
/ e Vdx= e_y[ac]g/3 = Ve,
0 3

Etudions 'intégrabilité de h : y — £e™¥ en +-00. Comme h est continu sur [0,#] V¢ > 0, on a, par
une intégration par parties

K to1 t 1
Y yd_{_g*y} ,/ Vdy=——et— (et -1
/0 36 Y 3e o 3Jo ‘ Y 3e 3(8 )

Des lors, comme
lim e "=0 et lim (te™") =0

t——+oo t——+o0

puisque, par application du théoreme de ’'Hospital, la fonction exponentielle domine toute puis-
sance antagoniste a 'infini, on a

et comme cette limite est finie, h est intégrable en +o0o0 donc sur [0, +0o0[.

Ainsi, f est intégrable sur A et comme cette fonction est positive sur A, on obtient

+o0 y/3 1
/ / e Ydx | dy = =.
0 0 3

La fonction étant intégrable, on peut permuter 'ordre d’intégration. Vérifions qu’on obtient bien
le méme résultat en calculant

+o00 +oo +o00 oo +o00 1 +oo 1
/ (/ e Y dy) dx z/ [—efy} 3y O z/ e 3 dp = |:—€31:| =—,
0 3z 0 0 3 0 3

. Calculer, si possible, I’intégrale



et représenter son ensemble d’intégration en le hachurant.

Solution. La fonction f : (z,y) — % est continue sur R x Ry donc sur son ensemble d’intégration

A, ensemble non borné dont la représentation graphique se trouve ci-dessous (partie hachurée);
les points des “bords” sont compris dans ’ensemble.

—l: r=1

Etudions 'intégrabilité de f sur A sachant que |f(z,y)| = f(z,y) V(z,y) € A.

Pour x fixé dans [1,+o0], la fonction g : y — % est continue sur le fermé borné [z, 2%]. Elle est

y
donc intégrable sur cet ensemble et on a

/“EQ z 17 1/1 1
—dy=z. |-—| =-=-——=]).
S Yy 308, T 3\a22

1/1 1
Etudions l'intégrabilité de h : x — 3 (2 — 5) en +oo. Comme h est continu sur [1,¢] Vt > 1,
2

/tl R WA B I SIS B L AR S S
L 3 \x? b 3 x dat), 3\4tt t 4)°

I 1 1 1 n 3 1
m —-|(-—--4+-]=-
todoo 3\ 4ttt 4 4

et comme cette limite est finie, h est intégrable en 4+o0o0 donc sur [1, +ool.

on a

Des lors,

Ainsi, f est intégrable sur A et comme cette fonction est positive sur A, on obtient

’ T 1
4dy> dmzz.

[

. Déterminer si les séries suivantes convergent. Si oui, en déterminer la somme

+ +
. =< (=2)™ B X (cos(5))™
(i) 93m+1° (i) T
m=1 m=1
400 (—Q)m +o0 _1\™
Solution. La série Z PETEsy peut aussi s’écrire sous la forme 3 Z <4> , série géométrique
m=1 m=1

1
convergente puisque la raison ~1 €] — 1,1[. La somme de cette série vaut




+oo

s m

e S (cos(5)) , . e valon do T fonetd

La série — est convergente car c’est, au premier terme pres, la valeur de la fonction

m!
m=1

exponentielle en cos(%) = 1. La somme de cette série vaut donc exp(3) —1 = /e — 1.
3 2 2



