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QUESTIONNAIRE

Théorie

1. Soit M une matrice carrée de dimension n (n € Np).
a) Définir la notion de valeur propre de M.
b) Définir la notion de polynéme caractéristique de M.
¢) Démontrer que si Ag est une valeur propre de M alors A\g est un zéro du polyndme caractéristique
de M.

2. a) Enoncer le théoréme d’intégration par changement de variables pour une fonction de 2 variables.
b) En déduire la formule d’intégration par changement de variables polaires dans le cas d’une
fonction continue sur un ensemble fermé borné. Justifier votre réponse.
¢) Sans la calculer et en utilisant le point b), déterminer la nouvelle expression de 'intégrale

// Mdmdy avec A={(z,y) eR® : 4<2®+¢y* <9, z<y< —z}
A

si on travaille en coordonnées polaires.
Représenter A dans un repere orthonormé en le hachurant.

Ezxercices

1. Soient un réel a et la matrice M = (

cos(m —a) sin(m —a)
sin(—a)  cos(m+a) J°

a) Pour quelle(s) valeur(s) de a cette matrice admet-elle un inverse ? Justifier.

b) Pour quelle(s) valeur(s) de a cette matrice admet-elle une valeur propre double ? Justifier.

2. On donne explicitement la fonction f par f(z,y) = In(v/ 22 + y2).
Déterminer le domaine ou la fonction est deux fois dérivable. Dans celui-ci, simplifier au maximum
Vexpression D, D, f(z,y).

3. On donne une fonction f contintiment dérivable sur ’ensemble A =] — 1,1[x]0, 1].
a) Quel est le domaine de dérivabilité de la fonction F définie par F(z,y) = f(3z — 2y,xy)? Le
représenter graphiquement en le hachurant.
b) Quelle est 'expression des dérivées partielles de F' en fonction de celles de f.

4. Soit E = {(x,y) eR? : 2,y >0, 22 <y? <1+ 22}
a) Représenter cet ensemble dans un repere orthonormé en le hachurant.
b) Si f est une fonction continue sur [0, +00[x [0, +-00[, U'intégrer d’abord
(i) par rapport & y puis par rapport & x
(ii) par rapport & x puis par rapport a y
¢) Avec I'hypothese ci-dessus, est-on certain de trouver la méme valeur quel que soit l'ordre
d’intégration ? Justifier.

5. Si possible, calculer 'intégrale suivante

+oo z?2 e~
T :/ / ——dy | dz,
0 ( 0o \bx?—y )

apres avoir représenté I’ensemble d’intégration.



CORRIGE

‘ Questions de théorie

1. Soit M une matrice carrée de dimension n (n € Ny).
a) Définir la notion de valeur propre de M.
b) Définir la notion de polyndéme caractéristique de M.
c) Démontrer que si )y est une valeur propre de M alors )y est un zéro du polyndéme
caractéristique de M.

Solution. Voir cours (syllabus)

2. a) Enoncer le théoréme d’intégration par changement de variables pour une fonction
de 2 variables.

Solution. Voir cours (syllabus)

b) En déduire la formule d’intégration par changement de variables polaires dans le
cas d’une fonction continue sur un ensemble fermé borné. Justifier votre réponse.

Solution. Voir cours (syllabus)

c) Sans la calculer et en utilisant le point b), déterminer la nouvelle expression de
I’intégrale

// %dmdy avec A:{(x,y)GRz:4§x2+y2§9,x§y§71}
A XTTY

si on travaille en coordonnées polaires.
Représenter A dans un repére orthonormé en le hachurant.

Solution. On a

//A ;571_52 da dy — /25 (/3::4 T(COS(G),;_ sin(6)) , d@) dr = /; (/3::4(cos(9) + sin(0)) d9> dr

et ’ensemble A est la partie du plan hachurée ci-dessous, les points des bords étant inclus dans
I’ensemble.

a4 y" =9

22+ y! =4




FEzxercices

1. Soient un réel a et la matrice M = <

cos(m —a) sin(m — a) >

sin(—a)  cos(w + a)

a) Pour quelle(s) valeur(s) de a cette matrice admet-elle un inverse ? Justifier.
b) Pour quelle(s) valeur(s) de a cette matrice admet-elle une valeur propre double ?
Justifier.

—cos(a)  sin(a) 4 . _
“sin(a) - cos(a) ), det(M) = cos?(a) + sin?(a) = 1 # 0 et la

matrice M admet un inverse pour tout réel a puisque son déterminant n’est pas nul.

Solution. a) Comme M = (

—cos(a) sin(a

b) Comme M = ( —sin(a) — cos(

21 ), le polynéme caractéristique est

)
—cos(a) — A sin(a)
—sin(a) —cos(a) — A

P(X\) = det < ) = (—cos(a) — A\)? +sin*(a) = A? + 2 cos(a)\ + 1.

Dés lors, A = 4cos?(a) — 4 = —4(1 — cos®(a)) = —4 sin?(a) et M admet une valeur propre double
si et seulement si A =0 < sin(a) = 0 < a = kn(k € Z).

2. On donne explicitement la fonction f par f(z,y) = In(y/22 + y2).
Déterminer le domaine ou la fonction est deux fois dérivable. Dans celui-ci, simplifier
au maximum l’expression D, D, f(z,y).

Solution. La fonction f est deux fois dérivable sur A = {(z,y) € R? : 2% + 52 > 0} = R?\ {(0,0)}.

Dans A, on a

1 2y Y
Dyf(z,y) = : =
v (@) VaZ+y? 20/ 12 2+ P
et 5
Y —&ryY
DD, f(x,y) = D, -
yf(@,y) (IQ +y2> (22 + y2)?
3. On donne une fonction f continiiment dérivable sur I’ensemble A =] — 1,1[x]0, 1].

a) Quel est le domaine de dérivabilité de la fonction F définie par F(z,y) = f(3z—2y,zy) ?
Le représenter graphiquement en le hachurant.
b) Quelle est ’expression des dérivées partielles de F' en fonction de celles de f.

Solution.

a) Les fonctions fi : (z,y) — 3z — 2y et

fo i (z,y) — zy sont dérivables dans R2. Des lors,
le domaine de dérivabilité de F est ’ensemble E =
{(z,y) e R2: -1 <3z -2y <1, 0<ay < 1};
c’est la partie du plan hachurée ci-contre, les points
des bords étant exclus.

b) Comme F est dérivable sur E, par application du théoréme de dérivation des fonctions composées,
les dérivées partielles de F' en fonction de celles de f sont données par

(DmF)(:va) = (le)(Sx—Qy,xy) .3+ (DQf)(Sz—Qy,xy) -y



et
(DyF)(:L‘,y) = (le)(3x72y,xy) . (_2) + (DQf)(?way,zy) - X

si D1f et Dsf sont respectivement les dérivées par rapport a la premiere et la deuxiéme variable
de f.

. Soit E = {(z,y) e R?: 2,y >0, 2% < y? <1+ 2%}
a) Représenter cet ensemble dans un repére orthonormé en le hachurant.
b) Si f est une fonction continue sur [0, +00[x[0, +o0[, 'intégrer d’abord
(i) par rapport & y puis par rapport a z
(ii) par rapport & z puis par rapport a y
¢) Avec ’hypothése ci-dessus, est-on certain de trouver la méme valeur quel que soit
Pordre d’intégration ? Justifier.

Solution. a) La représentation graphique de E est la suivante, les points des bords étant compris
dans ’ensemble.

2 —at =1

\

b) L’ensemble E peut s’écrire sous la forme

E={(x,y) €R?*: x€[0,+00], y € [x, V1 + 22}

={(z,y) eR?:y € [0,1], z € [0,9]}U{(z,y) ER*:y € [l,+o0[, z € [\y2 —1,9]}.

(i) En intégrant successivement par rapport & y puis par rapport a x, on a

I :/O+°O (/mmf(x,y) dy> dz.

(ii) En intégrant successivement par rapport & x puis par rapport a y, on a

I, /01 </0yf(x,y) dx) der/l+OO </\;y271f(x,y) d:c) dy.

¢) Comme f est seulement continu sur E, on n’est pas certain de trouver la méme valeur ; on aurait
cette certitude si la fonction f était intégrable sur E.

. Si possible, calculer ’intégrale suivante

I /+Oo /i R
= —————dy | dx,
0 0o /bhrZ—y

apres avoir représenté I’ensemble d’intégration.

Solution. L’ensemble d’intégration est I'ensemble A = {(z,y) € R? : z €]0, +o0[ et y € [0,2°]}.



\

Pour z fixé dans ]0, +o0[, la fonction h : y +—

e
————— est continue sur {y € R : y < 5%} donc
\/br? —y

sur le fermé borné [0, z%]. Elle est donc intégrable sur cet ensemble et on a

I2

2 2
T efw xT _1
—C gy=-—e —dy=-2" |52 -
/o \/bx2 —y Y ‘ /0 \/bx2 —y Y ‘ [ ! y]

— 2 (@—@) —2(V5—2)ze?

0

puisque x > 0.
La fonction g : z + 2(v/5 — 2) 2 e est continue sur R donc sur [0, +oo[. Vérifions I'intégrabilité
de g en +00 en utilisant la définition. Pour cela, puisque |g| = g sur [0, +o0o[ calculons

¢ ¢
lim 2(V6—2)ze® dr=2(5-2) lim ze 7 dx.

t—+oo 0 t—+oo 0

Par une intégration par parties, on a

t

¢ t ¢
F(t):/ xe dx:[—xe_l} +/ e " d:v:[—xe_“—e_w] =(—t—1)e " +1
0 o Jo 0

puisque € = 1.
Des lors,
lim F(t)= lim (—t—1)e'+1=1

t——+o0 t——+oo

puisque, a l'infini, 'exponentielle ’emporte sur toute puissance antagoniste.
t
Enfin, comme la limite . lir+n / 2(V5 —2)xe™® dr = 2(V/5 — 2) est finie, la fonction f est intégrable
—+00
0
sur A et lintégrale I vaut 2 (/5 — 2).



