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Chapitre 1

Algeébre linéaire

I Exercices résolus

1. Soit l’opérateur
T:R? - R?, <x>H<—y )
Yy x
(a) Vérifier que cet opérateur est linéaire.

Solution
Il ’est vu la linéarité des opérations matricielles :

() () emmer

()« () =m0 ) = (s
() O )= () o (C3)

r((m )= (O )= () = () = ()

(b) Déterminer la représentation matricielle de T dans la base canonique B = (€1, €3)

de R2.
Solution

. -1
L’opérateur T est représenté par la matrice A = ( ? 0 ) .

(c) Vérifier que les vecteurs

ey = 2€; — ey, €'y =€+ €
constituent une autre base B’ de R2.
Solution

L’espace vectoriel R? est de dimension deux et ces vecteurs sont linéairement indépendants puisque

Donc, les vecteurs e’q, e’y constituent bien une autre base B’ de R2.

(d) Déterminer la matrice de changement de base entre B et B'.
Solution

La matrice de changement de base est donnée par S = ( _21 1 ) .
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(e) Déterminer la représentation matricielle de T dans la base B'.
Solution

1 _
Dans la base B, 'opérateur T est représenté par la matrice A’ = S™'AS. Comme S—! = 3 < L ) ,

T est donc représenté par la matrice

A,_llfl 0 -1 2 1y_1/0-1 -1 2 1\_1/(-1 -2

T3\ 1 2 1 0 -1 1) 3\ 2 -1 -1 1) 3\ 5 1 )°
(f) Déterminer, en fonction des vecteurs de la base canonique B, des vecteurs 67’1,67’2
formant une base B” dans laquelle T est représenté par une matrice diagonale.
Solution

Pour ce faire, il est nécessaire et suffisant de diagonaliser la matrice A. Les valeurs propres de A
étant —i et i, toutes deux simples, A est diagonalisable : cette matrice admet les vecteurs propres

linéairement indépendants ( 1 ) , < _2'1 ), de sorte que, pour S’ = ( 1 -1 >, onaS1AS =

(0 1)

Dés lors, S’ est la matrice de changement de base entre B et la base B” formée des vecteurs e”1, e’y

. 1 -1 .
de composantes respectives (dans B) < ; ) , ( ; ), c’est-a-dire des vecteurs

-
/.

e’y = & +iéy ; e’y = —€1 +iéy,

dans laquelle I'opérateur T est représenté par la matrice diagonale S'~1AS' = ( _OZ ? )

II Exercices supplémentaires

IITI Solutions des exercices supplémentaires
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Chapitre 2

Equations différentielles

I Exercices résolus

1. Résoudre l’équation différentielle suivante :

D3 f(x) — 9D f(z) = sin(x).

Solution.
11 s’agit d’'une EDLCC non homogéne d’ordre 3.
Le polynéme caractéristique associé est x(z) = 2% — 92 = z(z — 3)(z + 3) et s’annule en 0, —3 et
3 (tous trois zéro de multiplicité 1). Dés lors, la solution générale de 1’équation homogéne associée
s’écrit

fr(z) = C1 + Coe 3% 4+ C3e3”, reR
ou C4, Cy, C3 sont des constantes complexes arbitraires.
Comme le terme indépendant g : x +— sin(x) est continu sur R, cherchons une solution particuliére
de PEDLCC de départ sur R.
Puisque g(x) = S(e'®), cherchons d’abord une solution particuliére de

D*F(x) —9DF(z) =e™. (%)

Le terme indépendant de cette derniére équation étant une exponentielle-polynéme, produit d’un
polynome de degré 0 et d’une exponentielle dont le coefficient i de I’argument n’est pas zéro du
polynoéme caractéristique , une solution particuliére s’écrit Fp(z) = Ae’® ou A est une constante
a déterminer. On a

DFp(x) = Aie®®, D?Fp(x) = —Ae™ et D3Fp(x) = —Aie™®
de sorte que
Fp est solution de (k) < D*Fp(z)—9DFp(x) = & —Aie®—94ie"” = & A= _—.
Ainsi, une solution particuliére de 'EDLCC de départ est donnée par
fr(x) =S (Fp(z) =S ieiw =g - cos(x) — isim(gc) _ 1 cos(x).
10 10 10 10
Finalement, la solution générale de 'EDLCC de départ est
1
f(z) = Oy + Coe™3 4 C3e>* 4+ — cos(x), zeR

10

ou Cq, Cy, C3 sont des constantes complexes arbitraires.
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2. Résoudre l’équation différentielle suivante sur ]1,+o0] :

2z

22D*u+ 2Du —u = .
x—1

Solution.
11 s’agit d’une ED linéaire (& coefficients non constants) non homogéne d’ordre 2 d’Euler. Effectuons
donc le changement de variables x = e (< t = In(x)) entre |1, 400[ et |0, +oo[, puisque

z>1 < In(z)>In(l) & ¢t>0,
et posons F(t) = u(e'), t > 0. Il vient alors d’une part
DyF(t) = Dy (u(e")) = Dyu(e’)Dy(e') = ' (Dyu)(e') = xDyu(x),

ce qui entraine que
[zDu = DF|

et d’autre part

D2F(t) = Dy(DyF(t)) = Di(e!(Dyu)(e")) = ' (Dyu)(e) + (¢)?D2u(e!) = a(Dou) () + 2> Du(x)

x

ce qui montre que

|4>D%u = D’F — DF|,

Il s’ensuit qu’aprés changement de variable, ’équation devient

2 t
D2F(t) — F(t) = % sur]0, +ool.
et —
1l s’agit d’'une EDLCC non homogéne d’ordre 2.
Le polynéme caractéristique associé est x(z) = 22 —1 = (z — 1)(z + 1) et s’annule en —1 et 1 (tous

deux zéro de multiplicité 1). Dés lors, la solution générale de I’équation homogéne associée s’écrit
Fy(t) = Cre " + Coe, t €]0,4o00[

ou C7, C5 sont des constantes complexes arbitraires.

Comme le terme indépendant g : t — e%e_tl est continu sur ]0,4oo|, il existe bien une solution
particuliere de 'EDLCC sur |0, +oo[. Utilisons la méthode de variation des constantes pour en
déterminer une. Résolvons d’abord le systéme

(& (t)e‘t + Cg(t)et =0

92 t
—Cy(t)et + Colt)et = —

et —1

En additionnant et en soustrayant les deux équations, on obtient

2675 _e2t
25(1)et = 2 ) = o
_9pt 54 1
—t _ —
204 (t)e = " Ca(t) 1

I1 vient alors

€2t y

1
2—/1+7dy
y—1

~ —e' —In(ef — 1)

—1+1
:_/udy
t yfl

~ _ [y + ln(y - 1)]y:e‘

y=e?

y=e y=e'
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et

1 L
Jowa= [ a2 Sa
1 l-y+y
~ [ ——d = /7 d
/ y(y —1) g y=e* yly -1
~ [~In(y) +In(y — 1)],_..
~In(e’ — 1) —

y=et

de sorte qu’une solution particuliére de PTEDLCC est donnée par

2-(fena)s(fena):

=(—¢" —In(e" —1)) e "+ (In(e" = 1) —t) €
:71+ln(e —1) (e —e ") —te

et la solution générale par
F(t) = Fy(t)+ Fp(t) = Cie " 4+ Coe’ +In(e' — 1) (¢ — e ") —te’ — 1, t >0,

ou (1, Cs sont des constantes complexes arbitraires.
Finalement, la solution générale de ’équation d’Euler de départ s’obtient en repassant a la variable
de départ et est donc donnée par

u(z) = F(ln(x))
:i“+@x+(x—;WMw—n—xmwr—L z>1

ou C7, C5 sont des constantes complexes arbitraires.

3. Résoudre le systéme différentiel suivant :

{ Df(x) = tg(x)f(x) + cos(z)
f0)=1

Solution.
1l s’agit d’une équation différentielle d’ordre 1, & second membre linéaire : elle se réécrit

Df(z) = a(z) f(x) + b(x)

ou les fonctions a : x — tg(z) et b: x — cos(x) sont respectivement continues sur

R\{ +I€7T:]<:EZ}=U:|—g+k‘7T,g+k'7T|: et R.
keZ

Comme on dispose d’une condition initiale en xy = 1, ’équation admet une solution unique sur

I:] T [ona

272
~ —In(cos(x)), zel

Aw) = [ atw)de = [ g do = | Sniﬁ; e [ -

P(z) = /b(af)e_A(x) dr = /cos2(x) dr = %/1 + cos(2z) da ~ % <x N Sin(22x))

et

C. Dozot 6 Equations différentielles
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de sorte que les solutions sur I sont les fonctions de la forme

f(z) = (C + P(z))er® = m <2C +x+ Sin(;x)) , zel,

ou C est une constante complexe arbitraire. Comme f(0) = 1, on en déduit que C' =1 et que, par
conséquent, la solution cherchée est

_ 1
~ 4cos(x)

f(z) (2x +sin(2z) + 4), QTEI:}—%, I[_

2

4. Résoudre l’équation différentielle suivante :

2u __
Dy — e ucos(zu)

x cos(zu) — 2xe2t — 2u’
Solution.
1l s’agit d’une équation différentielle non linéaire d’ordre 1 qui se réécrit
x cos(xu) Du — 2z Du — 2uDu — e** + u cos(zu) = 0.
En remarquant que
x cos(zxu(z))Du(z)+u(x) cos(zu(x)) = cos(zu(x))(xDu(x)+u(z)) = cos(zu(x))D(zu(x)) = D(sin(zu(x))),

que
—22¢%®) Dy () — e2*®) = —[2D(2"®) + 2@ D(2)] = D(—ze2* @),

et que
2u(z) Du(z) = D(u?(x)),

on constate que cette équation est exacte et peut se réécrire
D (sin(mu(m)) — ze?@) 4 uQ(x)> =0
et, en primitivant une fois, on obtient
sin(zu(z)) — ze*@ 44 (z) = C

ou C est une constante complexe arbitraire.

Notons enfin que cette derniére relation définit implicitement ! la fonction inconnue « u », ce qui
suffit !

5. Résoudre le systéme différentiel suivant :
ru(l +2?)Du =u?+1
u(l) =1
Solution.
Il s’agit d’une équation différentielle non linéaire d’ordre 1, & second membre séparé : elle se réécrit
Du(z) = G (u(z)) .g(x)

ou

1. Dans le cadre des équations exactes, il n’est pas toujours possible d’obtenir une définition explicite de la fonction
inconnue « u », c.-a-d. sous la forme « u = ... ».

C. Dozot 7 Equations différentielles
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-Gy % est continu sur Ry =] — oo, 0[ U |0, +0o0],
~ g sy est continu sur Ro =] — 00, 0[U]0, +oo[.
Analyse

Supposons que I soit un intervalle ouvert contenant 1, que u € Cy(I) et ne s’annule pas dans 1.
Puisque G(u) ne s’annule pas dans I, on a alors

Du@) o [ @) povdgee [ quet n(u? oo Mt (n .,
GW@W”‘/M@M&D<”i—/m+1d—z/D0< +1))de = Sn(u*(@)+1),  wel

Si en plus u vérifie I’équation différentielle, alors on a

Dulz) x = x)dr = _ x
Gmmfi‘/“)d /ﬂﬂ+nd

Décomposons g en fractions simples : il existe des constantes uniques A, B, C' € R telles que

A=1

1 A Bzx+C
72*4-& & 1=(A+B)2*+Ce+A < B=-1
x(z2+1) = 2241 C—0

de sorte que

1 1 x 1 ||
———de~ | —dx— | ——dr~1 — ZIn(z®+1)~In| ——— I.
/x(az2—|—1) iy /3; x /x2—|—1 x =~ In |z| 2n(x+ ) n( x2—|—1>7 YV €

Il existe donc C € C tel que
1
3 In(u?(z) +1) =1In (|$|) +C

Comme u(1) = 1, on en déduit que C = In(2) et donc que

|| 2|z |
vz +1 Vaz+1’

Cette derniére relation définit implicitement la fonction inconnue w, mais on peut en avoir une
définition explicite? en allant un peu plus loin : en effet,

éln(uz(x)+1)—ln< ) +In(2) < w?(z)+1= Ve el

2|z| 422 322 -1 322 -1
2 1= =N 2 1= = 2 P =S = _—
Y o ot =5 @) =2 u(@) 22+ 1
en supposant que x € I N }73, +00 [
Synthése

L, . . 3372 - 1 \/§ L. L . T .
On vérifie directement que u(x) = CR T € }T, 400 [, vérifie ’équation différentielle et les

T

conditions imposées.

Remarque
Si on suppose u(1) =1,1 € I et u € Cy(I), il existe toujours un intervalle ouvert contenant 1 dans
lequel f ne s’annule pas.

2. Tout comme pour les équations exactes, ce n’est pas toujours possible de déterminer explicitement une solution d’une
équation & second membre séparé.

C. Dozot 8 Equations différentielles
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6. Résoudre l’équation différentielle suivante :

x4+ u—(z—u)Du=0.

Solution.
1l s’agit d’une équation différentielle non linéaire d’ordre 1 qui se réécrit

1+
Du:x—i_u ou encore Duzii:f(g).
T —u 1-2 x

Elle est donc & second membre homogéne.
Posons dés lors

Il vient alors
Du(z) = D(zy(z)) = y(z) + zDy(x)

ce qui permet de réécrire I’équation sous la forme

1 1
y(x) + zDy(x) = 1+7y ou encore Dy(z) = —.
—y -

qui est une équation a second membre séparé Dy = G(y)g(z) ou
2

-Gy % est continu sur R\ {1},

—g:ix— % est continu sur Ry.

Analyse

Supposons que I soit un intervalle ouvert tel que y € C1(I) et que y # 1 sur I. Il est clair que
G(y) #0sur [ et on a

Dy(z) /1—y / 1 / y 1 ,
Gulz)) = = PR - — ~ ——“In(1 T.
Gy | T E = | Trp® | Tt = arets@) g (@), we

Si de plus y vérifie I’équation différentielle, alors on a

Du(x) Y
Glu) da:—/mdx_lnm, xel,

de sorte qu’il existe C € R tel que
1
arctg(y(z)) — 5 In(1 4+ y?(x)) = In|z| + C, x el

Dés lors, toute solution u de I’équation de départ est définie implicitement par

arctg(@)—éln(hr(l@f) =1In|z| + C, zel,

arctg (“(xx)) —In ( 2 F u2(x)> —C,  zel,

ou encore

ol C est une constante réelle arbitraire.

C. Dozot 9 Equations différentielles
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II Exercices supplémentaires

II.1 Equations différentielles linéaires a coefficients constants

Résoudre les équations différentielles suivantes en précisant 'intervalle sur lequel on travaille (f est
une fonction de la variable réelle x).

1. D3f(x) — ADf(x) = ze** + 2*
3x
2. D3f(z) — 4D f(x) = 1;%

. D*f(x) — f(x) = cos(x)
4. sm( )DQf( ) +sin(x) f(x) =1

(Sugg. : diviser les deux membres par sin(z))

II.2 Equations d’Euler

Résoudre les équations différentielles suivantes (f et u sont des fonctions de la variable réelle x > 0).

1. 22D*u(z) — 3z Du(z) + 4u(z) = 2®  sur ]0, +oof

2. (x+1)2D?*f(x) + (x + 1)Df(x) + f(x) = 2> + 2sin(In(1 +2)) sur ] —1,+oof
(Sugg. : poser x + 1 = e*)

I1.3 Equations & second membre linéaire

Résoudre les équations différentielles suivantes en précisant 'intervalle sur lequel on travaille (f et u
sont des fonctions de la variable réelle ).

1. Du(z) + z?u(x) = 22, u(0) = 2
2. 2D?*u(x) + Du(x) = 0, sur |0, +o00]

(Sugg. : considérer Du(z) = f(x), résoudre I’équation d’ordre 1 en f puis déterminer w en primitivant f.)

3. (1+2%)Df(z) +zf(z) = 1+ 22
4 (1-2%) Df() + (1 + ) () =", £(0) = 5
5. (¢ +1) Du(e) —u(e) = o, fO)= ]

1II.4 Equations exactes

Résoudre les équations différentielles suivantes en précisant, si possible, 'intervalle sur lequel on
travaille (f et u sont des fonctions de la variable réelle x).

2
1. .T2D2f(56) — IDf(Z‘) = 23346 r (Sugg. : diviser les deux membres par z3)
2. zuDu + u? + 22 =0 (Sugg. : multiplier les deux membres par 2z)

3. rDu+u= u3 (Sugg. : diviser les deux membres par u®)

II.5 Equations & second membre séparé

Résoudre les équations différentielles suivantes en précisant, si possible, 'intervalle sur lequel on
travaille (y et u sont des fonctions de la variable réelle ).

u(z)Du(z) = dz+/u?(z) + 1, u(0) =1
2. Du(z) = u*(z) — 4
3. (2 +sin®(2)) Du(z) = sin(2x) cos?(u(z))

C. Dozot 10 Equations différentielles
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11.6 Equations & second membre homogéne

Résoudre les équations différentielles suivantes en précisant, si possible, I'intervalle sur lequel on
travaille (f et u sont des fonctions de la variable réelle x).

@) | £

x 3

1. Df(z) =

11.7 Equations différentielles en vrac

Résoudre les équations différentielles suivantes en précisant, si possible, lintervalle sur lequel on
travaille (f, y et u sont des fonctions de la variable réelle x).

1. 2z cos(z)Du(z) + (2 cos(x) — zsin(x)) u(z) =0
2. zcos(x)Du(x) + (cos(z) — zsin(x)) u(z) =0
3. 22D%*y(x) — 3xDy(z) + 4y(z) = xIn(z), sur |0, +oof

2 -1
T

4. (14 2%) Df(x) f(z)=-2, sur]0,+o0]
5. Df(z) = f*(x) + 1
6. 2Df(x) = In(x)f?(x) + In(ex) — 1, sur |0, +oo|

7. (1 —z)Dy(z) + zy(z) ==z, sur]—oo,1]

+
+

I1.8 Problémes

1. Un flotteur plongé dans I’eau subit son propre poids et la poussée d’Archiméde (égale au poids de
liquide déplacé). Si la section A du flotteur est constante, la hauteur immergée z(¢) du flotteur varie
selon

d*z B A
mog =mg = pAgz
ou m est la masse du flotteur, g I’accélération de pesanteur et p la masse volumique de l'eau.
Déterminer le comportement du flotteur lorsqu’on le dépose sans vitesse juste & la surface du liquide.

2. On considére un circuit électrique composé d’une force électromotrice V' constante, d’une résistance
R et d’une self inductance L placées en série. A 'instant initial, le circuit n’est parcouru par aucun
courant. on a

L% +Ri=V.
dt o
(a) Déterminer U'intensité i(t) du courant & tout instant ¢.

(b) Déterminer son comportement & long terme (c’est-a-dire pour ¢ tendant vers Uinfini).

3. Si on tient compte des pertes de mémoire, le taux de mémorisation d’un cours est donné par

dA(t)

— = a(M — A1) - BA()

ol « et (8 sont des constantes positives, ot A(t) désigne la quantité de matiére mémorisée et ou M
désigne la quantité de matiére totale & mémoriser.

(a) Déterminer la quantité de matiére mémorisée a tout instant ¢.

(b) Déterminer la quantité de matiére mémorisée a long terme.

(c) Déterminer la quantité de matiére mémorisée a tout instant ¢ si, initialement, rien n’a été mé-
morise.

C. Dozot 11 Equations différentielles
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4. La forme prise par une corde & sauter mise en rotation par deux enfants placés aux deux extrémités
de la corde et synchronisant leurs mouvements est donnée par

d

- {T(g;)dy} +pw’y(z) =0 , y0)=y(l)=0

dx

ol p désigne la masse par unité de longueur et 7T'(x) la tension dans la corde.
Déterminer les vitesses w critiques et les formes y(z) associées pour lesquelles la rotation de la corde
est possible si la tension T dans la corde est supposée constante.

(Sugg. : il faut trouver les formes y non identiquement nulles3.)

5. Soit la réaction chimique A+ B — C.
A Tinstant initial ¢ = 0 sont présentes a moles du corps A, b moles du corps B et aucune mole du
corps C. En posant z(t) le nombre de moles du corps C présentes a l'instant ¢, on suppose que la
vitesse d’apparition de C' suit la loi

CC% =k(a—2x)(b—2x)

ou k est une constante positive.

Déterminer la concentration = de C & tout instant ¢, ainsi que la concentration de C' & long terme,
dans le cas ou

(a) initialement, les corps A et B sont présents en méme quantité;

(b) initialement, le corps A est présent en plus grande quantité que le corps B.

6. Si un médicament est administré en continu via une perfusion, la concentration z(t) de ce médica-
ment dans le sang est gouvernée par 1’équation

dx(t)
dt

= o~ fa(t)

ol « et 3 sont des constantes positives.

(a) Déterminer la concentration x(t) & tout instant ¢.

(b) Déterminer vers quoi tend cette concentration a long terme.

(c) Déterminer la concentration a tout instant ¢ si le moment initial (¢ = 0) correspond au moment
oil le médicament commence & étre administré.

7. La distribution de la température T'(r) dans la région comprise entre deux sphéres concentriques
de rayons r = a et r = b (a < b) est gouvernée par la loi

d*T dr N
roz 2 =0 ou T(a) =T, T(b) =T

Déterminer T'(r).
8. La croissance d’une tumeur peut étre décrite par ’équation
Dx(t) = ra(t) — pz*(t)

ot x(t) désigne la taille (en cm?®) de la tumeur & tout instant ¢ et ot 7 et 3 sont des constantes
positives.
Déterminer I’évolution de la taille d’une tumeur qui a une taille initiale de 1 cm?3.

3. Le cas particulier y = 0 correspond au cas ou la corde est tendue horizontalement et ne tourne donc pas.

C. Dozot 12 Equations différentielles
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III Solutions des exercices supplémentaires

II1.1 Equations différentielles linéaires & coefficients constants

Les solutions générales des EDLCC sont données par

5L‘3 x

2x
1. f(z) = C1 + C2e®® + Cze™* + . (23:2 — 33:) -

r_Z R
32 28 U
1 T —2x 1 T 2z 3 T 1 —x P
2. fx)=C1+ | Cy — garctg (e%) ) e ™+ C3 — garctg (e%) ) e —g® —|—§e , € R (A verifier!)

3. f(x)=Cre® +e 2 (CQ cos (\/§x> + C3sin (ﬁx)) - % (cos(z) +sin(x)), € R (A vérifier!)

+2)). weR\{k3 : keZ] (A verifier!!)

4. f(z) = C; cos(x) + Cysin(x) — cos(x) In (tg (4 3

ou C1,C5, C5 sont des constantes réelles (ou complexes) arbitraires.

II1.2 Equations d’Euler

Les solutions générales sont données par
1. u(z) = 2%(Cy + Coln(z)) + 23, €0, +o0|
(z+1)°
5
ou Cy,Cy sont des constantes réelles (ou complexes) arbitraires.

2. f(z) = Crcos(In(z+1))+Cysin(In(z+1)) + —xz—In(z+1)cos(ln(z+1)), =z€]-1,+00]

II1.3 Equations & second membre linéaire

Les solutions générales sont données par
3
1. u(x) =1+ Cexp (_l;,> , x € R (A vérifier!)

2. Cin(x) +Cy, =z €]0,400[ (A veérifier!)

3. f(m):f%, reR
4. f(x) = xe—:l (1+C(x—1)), zeR\{-1,1} (A vérifier!);

I'unique solution est f(x) = %, zxe]—1,1]

T

5. f(x) = (C + arctg(z)) l—T- — (A vérifier!) ;
(&
l'unique solution est f(x) = (arctg(x) + g) T _T_ = L€ R

ou C' est une constante réelle (ou complexe) arbitraire.

II1.4 Equations exactes

Les solutions générales sont données par

1 2
1. f(z) = 5@*12 +01% +C, z€R
ot
2. 2%u*(z) + 5= C
3. u?(z)(Caz? +1) = 1;
elle admet aussi la solution singuliére v = 0 sur R

ou C,C1, 5 sont des constantes réelles.
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I1I1.5 Equations & second membre séparé

Les solutions générales sont données par

1. Vu2(x) + 1 =22? + C (A veérifier!)
L Ju

-2
2. 1 Z(g—&-? =1z + C; (A vérifier!)
elle admet aussi les solutions singuliéres u = —2 et u = 2 sur R

3. tg(u(z)) = In (24 sin’*(z)) + C; (A vérifier!)
elle admet aussi les solutions singuliéres uy, = § + km (k € Z) sur R

ou C est une constante réelle arbitraire.

II1.6 Equations & second membre homogéne

Les solutions générales sont données par
2

x
1. = ;

fla) = e

elle admet aussi la solution singuliére f = 0 sur Ry ;
2.
3.

oul C est une constante réelle.

I1I1.7 Equations différentielles en vrac

Les solutions générales sont données par
1. 22cos(z)u?(z) =C, =z €Rq)\ {g +kr: ke Z} (A vérifier!)
2. zcos(z)u(z) =C, zeRg\ {g +km ke Z} (A vérifier!)

3. y(z) = 2%(C1 + Coln(x)) + (2 + In(z))z, x €]0,+oo[ (A vérifier!)
f(z) = Cz Iix;n(x)
f(z) =tg(x 4+ C) (A vérifier!)

, x €]0,400[ (A verifier!)

arctg(f(z)) = %IHQ(x) +C, x€]0,+00[ (A vérifier!)
y(z) =14+ C(1 —x)e*, z€]—o00,1] (A veérifier!)

NS v e

ou C, C4, Cy sont des constantes réelles arbitraires.

II1.8 Problémes

1. La hauteur immergée du flotteur est donnée par

m pAg
= — — —_— > (.
z(t) P (1 cos ( - t)) , t>0

2. (a) L’intensité du courant & tout instant ¢ est donnée par

i(t) = % (1—e—%t), t>0.

C. Dozot 14
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Vv
(b) A long terme, l'intensité du courant tend vers i

3. (a) La quantité de matiére mémorisée a tout instant ¢ est donnée par

ol C est une constante réelle arbitraire.

(b) A long terme, la quantité de matiére mémorisée tend vers

aM
+5

(c) Dans ce cas, la quantité de matiére mémorisée est donnée par

alM
= — —(Ot-‘rB)t >
A(t) ot D (1 e ) , t>0.

4. La rotation de la corde est permise pour les vitesses critiques

kw |T
= — — Z
Wi I P (k‘ €7Z)

qui correspondent aux déformations *

krx

yr(z) = Csin (l) , x €0, (kez)
ol C est une constante réelle arbitraire.

5. (a) Dans le cas ou a = b, la concentration de C' a tout instant ¢ est donnée par

x(t)—ﬁ t>
1+ akt’ -

de sorte qu’a long terme, la concentration de C' tend vers a = b.

(b) Dans le cas ou a > b, la concentration de C' & tout instant ¢ est donnée par

ab (1 - ek(b_“)t)

x():‘a_bek(b—a)t , £20

de sorte qu’a long terme, la concentration de C' tend vers b.

6. (a) La concentration du médicament & tout instant ¢ est donnée par

z(t) = Ce Pt + %, t>0

ou C est une constante réelle arbitraire. o
(b) A long terme, cette concentration tend vers 7

(¢) Puisque z(0) = 0, la concentration est dans ce cas donnée par

w(t) = % (1—e™), t>0.

4. En pratique, c’est le premier mode (k = 1) qui apparait !
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7. La distribution de la température est donnée par

o To—T1 ab le—T()a

b—a r b—a

T(r) , 1T€la,b] (0<a<b).

8. L’équation régissant ’évolution de la tumeur est & second membre séparé : elle admet la solution
générale
Cert

=TT Boa 120
1+;C€Tt

x(t)
ou C est une constante réelle arbitraire, ainsi que les solutions singuliéres
x(t)=0, t>0 et x(t)=—, t>0.
Tenant compte de la condition initiale z(0) = 1, on conclut directement que la solution z = 0 (pour

laquelle 2:(0) = 0 # 1) est a rejeter et que la constante C' doit vérifier

C 1
1+ 8¢ 1-2

Par conséquent, la taille (en cm?®) de la tumeur & tout instant ¢ est donnée par

e'rt

— sz A£1
1+ B(ert —1) e
x(t) = , t>0.
T . r 1
- S1 7 =
3 E;
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IV Exercices d’examens antérieurs

1. (05/16) Déterminer explicitement f et I, intervalle ouvert de R contenant 1, tels que
f e Ci(I), f(x) # 0 quel que soit x € I , f(1) = 1 et f est solution de l’éguation
differentielle

f2(z)
prat

Df(x) =

Solution.
1l s’agit d’une équation différentielle non linéaire d’ordre 1, & second membre séparé : elle se réécrit

ol G : y — y? est continu sur R et ot g : x > % est continu sur Ry.

Analyse
Supposons que [ soit un intervalle ouvert contenant 1, que f € C1(I) et ne s’annule pas dans I. On

a alors
T - [o(m) ey eer

Si en plus f vérifie I’équation différentielle, alors on a

D 1
ff((j))dx:/xdwzln(ﬂ?)» Vo € I N0, +oof = J.

Il existe donc C € C tel que

-1
—— =In(x)+ C, Va e J.
Fay
Comme f(1) =1, on en déduit que C = —1 donc
1 1 —1In(z) Ve € J.
= —In(x) , X .
f(z)
Cette égalité implique que e ¢ J, donc finalement,
1
= — Ve e J C]0,el.
f(x) —In() ’ zeJC]oe
Synthése
1
On vérifie directement que | f(z) = —In(z) ' x €10, e[, | vérifie ’équation différentielle et la condi-
—In(x

tion imposée.
Remarque

Si on suppose f(1) =1,1€ I et f € Cy(I), il existe toujours un intervalle ouvert contenant 1 dans
lequel f ne s’annule pas.

2. (08/16) Déterminer explicitement f et I, intervalle ouvert de R contenant 0, tels que
fecCi(I), f(0)=1 et f est solution de l’équation différentielle

(14 2*)Df(x) — 2z f(x) = 0.

Solution.
1l s’agit d’une équation différentielle d’ordre 1, & second membre linéaire : elle se réécrit
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ola:zx+— 142_22 est continu sur R.

Dés lors, I’équation admet une solution sur R et, comme nous disposons d’une condition initiale en
0 € R, nous pouvons en déterminer une solution unique sur 'intervalle I = R.
Nous avons

2
A(x):/a(a:)dx:/H_izﬁdlen(qu:ﬂ), xel
Les solutions sur I sont donc les fonctions de la forme
f(z) = CeA™ = (1 + 2?), zel,

ot C' est une constante arbitraire. Comme f(0) = 1, on en déduit que C' = 1 et que, par conséquent,
la solution cherchée est,

fx)=2+1, z€R.
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Chapitre 3

Intégrales paramétriques

I Rappels théoriques

Soit une fonction définie par
I: )\EA»—>/f(a:,/\)da:
A

ou
e A est un sous-ensemble de R (souvent un intervalle),
e A est un sous-ensemble ouvert de R,
e f est une fonction définie sur le produit cartésien A x A telle que, pour tout A € A, la fonction
x +— f(x,\) est intégrable sur A.

Théoréme de dérivation des intégrales paramétriques
Si
e pour tout A € A, la fonction © — f(z, \) est intégrable sur A,
e pour tout x € A, la fonction A — f(x, \) est contintiment dérivable sur A,
e pour tout borné fermé K inclus dans A, il existe une fonction gx intégrable sur A telle
que
‘D/\f(.’L',)\)‘SgK(IL‘) V$€A7V)‘EK7

alors la fonction I : A € A — [, f(z,\) dx est continiment dérivable sur A et

DAI()\) = D, (/A Fz,N) da;) = /ADAf(:c,A) dr  VA€EA.

II Exercice résolu

Sachant que
+oo
: 1/
/ Pl My il Ya > 0,
0 2V a

+oo
/ cos(b:z:)e*‘”2 dx Ya >0, Vb e R.
0

calculer

Solution.

Montrons tout d’abord l'intégrabilité de la fonction = — f(x,a,b) = cos(bac)e_‘“‘2 sur A =10, 4+o0[ quels
que soient a > 0 et b € R.

Fixons a > 0 et b € R et notons que

|f(z,a,b)] < e Vre A puisque |cos(bx)| < 1Vz e A.
La fonction z — =" étant continue sur A et la limite

2
26 ax =0

lim x
r——+00

19
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étant finie puisque ’exponentielle 'emporte sur toute puissance antagoniste, on conclut par le critére
d’intégrabilité en 6 (avec § = 2 > 1) que cette fonction est intégrable sur A. Dés lors, par le critére de
comparaison, on conclut que z — f(,a,b) = cos(bz)e " est aussi intégrable sur A.

Passons au calcul de l'intégrale.
Fixons encore a > 0, considérons b € R = A comme paramétre et vérifions si les hypothéses du théoréme
de dérivation des intégrales paramétriques sont vérifiées pour

+oo R
I: bH/ cos(bx)e™ " du.
0

Il vient que
e pour tout b € A, la fonction z — f(x,a,b) est intégrable sur A (vu ce qui précéde),
e pour tout x € A, la fonction b — f(x,a,b) est continiment dérivable sur A,
e pour tout borné fermé K = [«, ] inclus dans A, on a

|Dyf(x,a,b)| = |—x sin(ba:)e_‘””2 < ze Ve € A, Vb e K,

ou la fonction gx : x — ze~ % st intégrable sur A quel que soit @ > 0 (cela se démontre de la
méme maniére que 'intégrabilité de z — f(z,a,b) sur A).
Par conséquent, le théoréme est applicable : I est contintiment dérivable sur A = R et

+o0 5 +o0 5 +oo R
DI(b) = Dy ( / cos(bx)e = dx) - / D, (cos(bx)e*az ) dz = — / zsin(ba)e=%" da
0 0 0

Va > 0, Vb € R. De 14, une intégration par parties conduit a

DI(b) = QL ({sin(bx)e‘””2}:Oo — b/0+00 cos(b:r)e*‘””2 d:r) = fif(b)

a 2a

puisque
2

0 < [sin(bz)e | < o
{ < |sin(bz)e L 1= € - hrf Sin(bx)e_‘wz =0 (Thm de I’étau).
lim;p—>+oo e—ar” — T——+00

Ainsi, I est continiment dérivable sur A = R et satisfait I’équation différentielle & second membre linéaire

DI(b) = —%I(b).

Comme le coefficient est continu sur R quel que soit a > 0 et qu’une primitive en est f f% db ~ f%, la

2
solution générale de cette équation est I(b) = Ce~ % ou C est une constante réelle. En notant que, pour

b=0,
+oo _ax? 1 ™
I(O)—/O e d$—§1lg—c,

on conclut finalement que

oo 2 1 /m _»2
I1(b) = / cos(bx)e™ " dx = 3 Ee_ﬂ VYa > 0, Vb € R.
0
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III Exercices supplémentaires

1. Sachant que la fonction f : x — Il:l(;f)b = f(z,a,b) est intégrable sur |0, 1[ pour tous a,b > 1,

calculer ) \
/ T Y 4 Vab>1.
o In(x)

2. Sachant que la fonction f : ¢t — % t* = f(t,x) est intégrable sur |0, 1[ pour tous = > —1 et que

1 —
/ t-1 dt =1n2,
o In(t)

Ty
4 dt Vo> -1
I

calculer
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IV  Solutions des exercices supplémentaires

1. L’intégrale vaut In ¢ pour tous a,b > 1.

b1
2. L’intégrale vaut In iﬁ pour tout x > —1.
C. Dozot 22
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Chapitre 4

Analyse vectorielle

I Rappels théoriques (Synthése)
I.1 Notations

Produits scalaire et vectoriel
Le produit scalaire de deux vecteurs i et U est noté @ - U'; leur produit vectoriel est noté i A U.

Fonctions contintiment dérivables

On utilisera la notation .
f: Q=R

pour désigner une fonction f contintiment dérivable sur §2.

Notons que, dans le présent rappel, €2 désigne toujours un ouvert de R™, n étant égal & 2 ou 3 selon
le contexte.

I.2 Fonctions scalaires, fonctions vectorielles et dérivation
Dans ce qui suit,
— une fonction scalaire est une application
f:QCR"—>R (n=1, 20u3).
— une fonction vectorielle est une application

FiQCR"SR™ (n=1,20u3 et m=2ou3).

Pour m = 3, on note f: (f1, f2, f3) ou f1, fo et f3 sont des fonctions scalaires.
On a .
Df =(Df1,Df2,Dfs)
et, si f et g désignent deux fonctions vectorielles et o une fonction scalaire, toutes dérivables sur un méme
ouvert de R",

D(af) = Daf+an
D(f-§) = Df-G+7-Dj
D(ng) = DfAg+[ADg

23
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1.3 Gradient, divergence et rotationnel

Soient {€7, €3, €3} une base orthonormée de R3.

Soient encore o : € =% R une fonction scalaire et f0 1, R une fonction vectorielle (Q désigne un
ouvert de R?).

1. Le gradient de « est la fonction vectorielle !+ 2

=

grad (o) =Va : (2,9,2) €Q — (Dya, Dya, D.«)
= Dyaéi+ Dyaés+ D,aés

2. La divergence de f est la fonction scalaire

div (f) : (2,y,2) €Q — Dyfi +Dyfo+D,fs

Par abus de notation, on écrit div (f) =V- f

3. Le rotationnel de f est la fonction vectorielle

rvO% (f_) : (m>yvz) €N (Dny - DZan szl - D:rf37 Dacf2 - Dyfl))
= (Dyfs = D.f2) €1 + (D:f1 — Daf3) €2+ (Dafa — Dy f1) €3

—

Par abus de notation, on écrit rot (f_) =VA f-

1.4 Relations entre le gradient, la divergence et le rotationnel
Rappelons qu’un ouvert ) est étoilé par rapport a xy € € si, pour tout = dans 2, le segment
{1 =t)xo+tx:te0,1]}
est inclus dans €.
Un ouvert est dit éto:lé s’il contient un point zy par rapport auquel il est étoilé.
1. Soit o : Q 2% R une fonction scalaire. Il vient
rot [gr?i(a)} =VAVa=0 dansQ.

La réciproque est vraie si ) est un ouvert étoilé :

Si f: QIS R est une fonction vectorielle et si ) est un ouvert étoilé, alors

—

r‘()%(f):(_)'c} Ja: Q&R tel que f:gra (o) = Vau

On dit dans ce cas que f dérive du potentiel scalaire a.

1. Dans le cadre de ce cours, la fléeche symbolisant le caractére vectoriel des expressions gﬂi, V ou encore ra sera
réguliérement omise.

2. Dans les lignes qui suivent, la dépendance des diverses dérivées par rapport aux variables x, y et z n’est pas rappelée
afin d’alléger le texte et, ce faisant, de le rendre plus lisible.
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2. Soit f . Q 22 R une fonction vectorielle. Il vient
div {r(_;t (f)} =V-(VAf)=0 dans Q.

La réciproque est vraie si €2 est un ouvert étoilé :

Sig:Q 1, R est une fonction vectorielle et si Q) est un ouvert étoilé, alors

=\

div(@) =0 & 37 : Q R tel que g’:@é(f)
On dit dans ce cas que ¢ dérive du potentiel vectoriel f

3. Enfin, toute fonction scalaire o de classe Cy correspond a la divergence d’une fonction vectorielle
de classe Cy :

VOCR® Va: Q5 R, 37 0 QB R? tel que div(@) = o

1.5 Courbes et intégrales associées

Une courbe C est un ensemble de points dont les coordonnées cartésiennes peuvent étre décrites par
une fonction vectorielle d’une variable réelle.

Cette fonction vectorielle est appelée paramétrage ou chemin et est la plupart du temps définie sur
un intervalle (ou une union d’intervalles).

Nous nous limiterons ici au cas d’un intervalle fermé borné I = [a, b].

Chemin : 7 : ICR=R® : t7(t) = ((t),72(8),75(t))
Courbe : C={P(z,y,2) eR? : ﬁ(t) =7(t), t eI}
Sous les hypothéses adéquates 3, on a les formules suivantes :

Vecteur tangent (unitaire)

i(P) = DA(t) (E(P )= % )

Longueur d’un chemin

b
Ly = [ 1D

Intégrale d’une fonction scalaire sur un chemin

b
[ng/gwwwmwmwt

7

Intégrale curviligne d’une fonction vectorielle le long d’un chemin

b
[ frde+ fo dy+ fs dz = / f3®) - DA(t) dt
'y a

3. Voir cours théorique.
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1.6 Surfaces et intégrales associées

Une surface S est un ensemble de points dont les coordonnées cartésiennes peuvent étre décrites par
une fonction vectorielle de deux variables réelles.
Cette fonction est appelée paramétrage ou couverture si elle satisfait la définition ci-dessous.

Couverture : une couverture d'une surface S est la donnée d’un compact K de R? et d’une fonction qg de
classe C sur un ouvert contenant K telle que :

— ¢ est injective sur K (rappelons que K représente U'intérieur de K);

— o

~ 34 € Oy (w) avee (K) C w et telle que ¢ (g(u,v)) = (u,v) pour tout (u,v) € K.4
Surface : S = {P(x,y,2) € R? : O?(t) = ¢(u,v), (u,v) € K}
Sous les hypothéses adéquates®, on a les formules suivantes :
— Vecteur normal (unitaire)
(Dud_)’/\ Dvd_;> (u,v)
(2.1 D.6) (.0

N(u,v) = (Dud A Do) (u,0) A, v) =

— Aire d’une surface

As = //K H(Dugz;/\ DU$> (u, U)H du dv.

//(,, gd”://K 9((u,v)) [IN (u, )| du dv

1.7 Intégrales remarquables

— Intégrale de g sur q;

1. Formule de Green dans le plan
Soit K un borné fermé de R? dont le contour C est une union finie de courbes planes orientées

« aire a gauche » et soit f = (f1, f2) :  — R? une fonction vectorielle continiiment dérivable sur
un ouvert Q tel que K € Q C R2. On a

//K (Dafs — Dyfy) dz dy:ngr fde i fo dy

2. Formule de Gauss ou théoréme de la divergence

Soit V un compact de R® dont la frontiére S est une union finie de surfaces orientables et soit

—

f:[fl,fg,fg]:Q&)RStelqueVCQCR‘%.Ona

//Vdiv(f) dxdydz://s 7 do,

ol 77 est la normale unitaire extérieure & la surface.

4. En pratique, on vérifiera rarement cette deuxiéme condition car cette vérification sortirait du cadre du cours.
5. Voir cours théorique.

C. Dozot 26 Analyse vectorielle



ULg - Complément Math. B’ - Exercices supplémentaires Physique

3. Formule de Stokes

Soit ST une union finie de surfaces réguliéres orientées dont la frontiére est la courbe fermée C*
composée d’une union finie de courbes réguliéres et orientées de maniére & respecter la régle du
tire-bouchon par rapport & lorientation de S*.

Soit également f = (f1, f2, f3) : @ — R® une fonction vectorielle continiment dérivable sur € tel
que SCNQCR3 Ona

// r5t(f>-ﬁda= f-fdsz?{ Jidz+ fo dy + f3 dz,
S+ Cc+ c+

ol 77 est la normale unitaire & St et £ le vecteur tangent unitaire a C*.
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II Exercices résolus

II.1 Longueur et aire - Astroide

Dans un repére orthonormé (O;é1,é>) du plan, on considére l’astroide d’équation carté-
sitenne

2 2
3 +y3 =1.

(a) Déterminer un paramétrage du morceau C de cette astroide situé dans le premier qua-
drant.

(b) Déterminer la longueur de C.

(¢) Déterminer un paramétrage de la surface S délimitée par C et les ares du repére.

(d) Calculer ’aire de cette surface S.

FIGURE 4.1 — Astroide.

Solution.
(a) Un paramétrage (injectif) de C est donné par

¥:te {0, g} = (cos®(t), sin’(t)).
Ce paramétrage est (infiniment) contintiment dérivable : il vient que
Dy(t) = (-3 cos?(t) sin(t), 3sin?(t) cos(t)) = 3sin(t) cos(t) (— cos(t), sin(t)) # 0 Vte }O, g [,

ce qui montre qu’il est régulier, et
|D7(t)|| = 3sin(t) cos(t).

(b) Comme cette norme est continue sur le borné fermé [0, g], elle y est intégrable et la longueur de C
vaut

2 2 2] 3 = 3

/ ds = / |l D(t)|| dt = 3/ sin(t) cos(t) dt = 3/ —sin(2t) dt = 1 [—cos(2t)]g = 3

c 0 0

0

N}

(unités de longueur).

(¢) Un paramétrage (injectif) de S est donné par

¢ (tu) e [o ”} % [0,1] = (cos®(t), usin’(t), 0).

"2
Ce paramétrage est (infiniment) contintiment dérivable : il vient que

Dig(t,u) = (—3cos?(t) sin(t), 3usin®(t) cos(t), 0) = 3sin(t) cos(t) (— cos(t), usin(t), 0),
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et .
D, o(t,u) = (0, sin®(t), 0) ,

de sorte que
Dy(t,u) A Dy(t, u) = 3sin(t) cos(t) (0, 0, — cos(t)sin®(t)) # 0 V(tu)e }O, g [ x]0, 1],
ce qui montre qu’il est régulier, et

| Ded(t, 1) A Dy(t, u)|| = 3cos?(t)sin*(t)  V(t,u) € ]o,g[x]m[.

(b) Comme cette norme est continue sur le borné fermé [0, %] x [0,1], elle y est intégrable et Iaire de la

surface S vaut donc

/do—/ / D23t u) A Dud(t, u)|| dudt

: 4 1sin2 1 — cos
/0 sin®(t) cos?(t) dudt = 3/0 1 (2t) 5 (1 (2t)) dt

™

/O T 01— cos(4t)) dt / * sin?(21) cos(2t)> -3 (; [t - Smf:“)} o £ fsin®(21))

0 0

3

/
37r<

SRS

ool w

)

T 32

(unités d’aire).

11.2 Paramétrage et intégrale sur une courbe

Calculer Uintégrale

/a:yds ol 5{(x,y)€R2:$4+y21,y20}.
£

Solution.
Un paramétrage (injectif) de £ est donné par

5 : t€]0,7] — (2cos(t), sin(t)).
Ce paramétrage est (infiniment) continiment dérivable : il vient que
DH(t) = (—2sin(t), cos(t)) #0 Vte |0,x],

ce qui montre qu’il est régulier, et

1DY(t) ||—\/4sm ) + cos?( )Z\/3sin2()—|—1

Comme l'intégrand f : (z,y) — zy est continu sur la courbe (bornée fermée), l'intégrale a un sens et
vaut

Ty ds = i s(t) sin(t v = i s(t) sin sin?
/gyd /2co() ) D7) dt 2/0 cos(t) sin(t)y/3sin®(t) + 1 dt

/WgD 3sin?(t) +1)*) e
0
{(3sm %}0

(=3 \

Il
O@\w
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I1.3 Paramétrages et intégrales curvilignes le long d’une courbe

1. Dans un repére orthonormé (O;é1,é) du plan, on considére l’arcade de cycloide C
paramétrée par
(t —sint, 1 —cost), t e [0,27].

Calculer les intégrales suivantes.
(@) [ do ®) [ a
c c

Solution.
Le paramétrage de C donné

¥ : te0,2n] — (t —sint, 1 — cost).

est injectif, et (infiniment) contintiment dérivable : il vient que

DA(t) = (1 — cos(t), sin(t)) = (2 sin’ (;) , 2sin G) cos <;)>
= 2sin (;) <sin (;) , COS (;)) #0 Vte]o,2n[,

ce qui montre qu’il est régulier.

Notons de plus que ce paramétrage correspond & l'orientation « aire & droite » par rapport a la
surface délimitée par la courbe C et ’axe des abscisses.

Comme l'intégrand f : (x,%) — y? est continu sur la courbe (bornée fermée), les deux intégrales
ont un sens et il vient alors que

2
(a )/y dx—/ (1 — cos(t))?(1 — cos(t)) dt

[1 = 3cos(t) + 3cos*(t) — cos®(t)] dt

-/, !
/ {1 — 3cos(t) + g(l + cos(2t)) — (1 —sin®(t)) cos(t) | dt
o

et

1 < T
=3 [(1- cos(t))‘s]0 dt
=0
pour lorientation considérée.
2. Calculer l'intégrale
/ (y de — z dy) ot D est le segment joignant les points (0,0) et (1,2).
D

Solution.
Un paramétrage (injectif) de D est donné par

7 tel0,1] = (L, 2t).
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Ce paramétrage oriente le segment de l’origine (0,0) vers le point (1,2) et est (infiniment) contind-
ment dérivable : il vient que
DF(t) = (1,2) £0 Ve J0,1],

ce qui montre qu’il est régulier.
Comme lintégrand f : (z,y) — (y, —) est continu sur la courbe (bornée fermée), 'intégrale a un

sens et vaut . )
/ (y de — z dy) :/ (2t.1 —1t.2) dt:/ 0dt=0
D 0 0

pour l'orientation considérée.

II.4 Paramétrage et intégrale sur une surface

Calculer Uintégrale

// (=1 +y*) do ou Y est le disque centré en (1,0) et de rayon 2.
b

Solution.
Un paramétrage (injectif) de X est donné par

¢ : (r,0) €[0,2] x [0,21] — (14 rcos(d), rsin(6), 0).
Ce paramétrage est (infiniment) contintiment dérivable : il vient que
Dyd(r,0) = (—rsin(6), rcos(d), 0) = r (—sin(f), cos(d), 0),

et

—

Dr¢(T7 0) = (COS(H)a Sin(0)7 O) )

de sorte que . . .
Dy¢(r,0) A Doop(r,0) =7 (0, 0, 1) #0  V(r,0) €]0,2[x]0, 2],

ce qui montre qu’il est régulier, et
D, é(r,0) A Dod(r,0)| =7 VY(r,8) €]0,2[x]0,2n].

Comme Dintégrand f : (z,y) — (z — 1)? + y? est continu sur la surface (bornée fermée), 'intégrale a un
sens et vaut

/ ((z — 1% +4?) do = / ’ / F(@(r.0)) | D2 (r.6) A Dod(r.8)]| drdb
> 0 0

= /0 Tr/o (1 +7cos(8)) — 1)* + (rsin(9))?) r drdd

27 2 )
/ / r3 drdf
0 0
8.
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III Exercices supplémentaires

IIT1.1 Courbes - Paramétrages, longueur, intégrales

1. Calculer la longueur de la courbe plane
I={(z,y) e R® : 8y* =2”(1 —22%)}.
2. Dans un repére orthonormé (O; €4, €>) du plan, on considére I’arcade de cycloide C paramétrée par
(t —sint, 1 —cost), t€]0,2n].

Calculer les intégrales suivantes.

(a) /Cyds (b) /Cydac

I11.2 Surfaces - Paramétrages, aire, intégrales

1.

II1.3 Formules de Green, Gauss et Stokes

—

1. Vérifier la formule de Green pour la fonction vectorielle f(z,y) = [2z, —y] et la surface B bornée
du plan dont les points ont une ordonnée positive et délimitée par le cercle centré a ’origine et de
rayon 1 et les droites d’équations cartésiennes x = y et x = —y.

2. Calculer Iintégrale suivante en appliquant la formule de Green :
/ —2%ydx + zy?dy
c

ot C est le cercle centré & lorigine et de rayon R (on considére 'orientation « aire & gauche ).

3. Vérifier le théoréme de la divergence (formule de Gauss) pour la fonction vectorielle f(x,y,z) =
(:v2 + 9% zy, 2% + 1) et le borné fermé V' du premier octant (z,y,z > 0) limité par le plan z = 2y
et le cylindre d’équation x2 + y? = 9.

—

4. Vérifier la formule de Stokes dans le cas de la fonction vectorielle f(x,y, z) = [y?, 2%, —2 + 2] et du
triangle de sommets de coordonnées (0,0,1),(1,0,1) et (1,1,1).

5. Vérifier la formule de Stokes dans le cas de la fonction vectorielle f(:c,y,z) = (ny,O,:cyz) et de
la surface composée de la portion du cylindre 22 4 y? = 4 limitée par les plans z = O et z = 2 et
I’ensemble

{(a:,y,2) st 4yt < 4}.

I11.4 Problémes

1. On désire commercialiser un nouveau vide-pomme de section carrée de coté 2[.0On étudie la trace
laissée par ce vide-pomme dans une pomme supposée parfaitement sphérique de rayon R lorsque le
vide-pomme est parfaitement aligné sur le centre de la pomme (cf. FIG. 4.2 ci-dessous). On suppose
que R > /21, c’est-a-dire que « le vide-pomme est plus petit que la pomme ».
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D

FIGURE 4.2 — Pomme traversée par le vide-pomme

(a) Calculer le périmétre de la découpe laissée par le vide-pomme de part et d’autre de la pomme.
(b) Si le rayon de la pomme mesure %\/7 centimeétres et que le coté de la section carrée du vide-

pomme mesure %\/ﬁ centimeétres, calculer le périmétre de la découpe laissée par le vide-pomme de

part et d’autre de la pomme.
(c) Donner une expression intégrale de la surface totale de la peau de la pomme 6tée par le vide-

pomme.
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IV  Solutions des exercices supplémentaires

IV.1 Courbes - Paramétrages, longueur, intégrales

1. La longueur de la courbe I" vaut 7 (unités de longueur).

2. Les valeurs des intégrales sont

(a)/cyds:% (b)/cyda::37r.

IV.2 Surfaces - Paramétrages, aire, intégrales
1.

IV.3 Formules de Green, Gauss et Stokes

Les intégrales des deux membres de la formule de Green sont nuls.

L’application de la formule de Green au calcul de I'intégrale demandée conduit a la valeur nRY

2
Les intégrales des deux membres de la formule de Gauss ont pour valeur W.

1
3

Les intégrales des deux membres de la formule de Stokes ont pour valeur —4r.

Les intégrales des deux membres de la formule de Stokes ont pour valeur

CUk W N

IV.4 Problémes
1. (a) Un paramétrage injectif et continiiment dérivable de cette découpe est donné par

¥ :yelol] — (l,y,\/RQ—ZQ—yQ)

Le périmétre de la découpe laissée par le vide-pomme est donné par

8 R2 — Z2 arcsin (\/ﬁ) .

(b) Dans ces conditions, ce périmétre vaut 87 centimeétres.

(c) La surface S de la peau de la pomme située dans le premier octant (x,y, z > 0) est paramétrée
par

B (vy) € 10, x 0,0] = (2,5, VR =27 =)

qui est injectif et continiment dérivable sur [0,1] x [0,]. Vu la symétrie, I’aire totale de la peau otée
par le vide-pomme est donnée par

1l 1ol
- . 1
8// dUzS//||DI<I>/\Dy<I)||dxdy:8R//—dwdy
s 0o Jo 0o Jo /RZ—x2—1q2

(unités d’aires).
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V Exercices d’examens antérieurs

1. (05/16) Dans un repére orthonormé du plan, on donne l’ellipse d’équation cartésienne
92?2 +y* = 9.

Si C désigne la partie de cette courbe qui se trouve dans le second quadrant, calculer
les intégrales suivantes

(1)/ny ds, (2)/cy dy, (3)/Cx dy.

Solution. L’équation cartésienne de lellipse se réécrivant, sous forme canonique, x2 + (%)2 =1, un
paramétrage (injectif) de la courbe C est donné par

y:te [g,w} — (cos(t), 3sin(t)).
Ce paramétrage est (infiniment) contintiment dérivable : il vient que
DA(t) = (—sin(t), 3cos(t)) #0 Vte}g,wL

ce qui montre qu’il est régulier, et

IDF ()] = \/sinz(t) +9cos?(t) = /1 + 8cos?(t).

(1) Comme lintégrant f : (x,y) — xy est continu sur la courbe C, I'intégrale a un sens et on a

s

/xyds:/ﬂcos(t)?)sin(t) v 14 8cos?(t) dt:—%/ D (1+8cos®(t)) /14 8cos?(t) dt
c x

™

2 2

{(1 + 8(:052(16))%}7r = —%.

jus
2

wl N

3
16°
(2) Comme Vintégrant f : (z,y) — y est continu sur la courbe C, I'intégrale a un sens et on a

jus

/ydy = / 3sin(t) 3cos(t) dt = g/ sin(2t) dt = 9 {1 cos(2t)] = 79.
C z 2 z 2 2 2

(3) Comme lintégrant f : (z,y) — x est continu sur la courbe C, 'intégrale a un sens et on a

/C:cdy = /7T cos(t) 3cos(t) dt = 3/7r E (14 cos(2t)) dt = 3 {t—i— sin(?t)]ﬂ = 31

x = 2 2 2 =~ 4
2 2

2. (08/16) Dans un repére orthonormé du plan, on donne ’ellipse d’équation cartésienne
z? + 16y* = 16.

Si C désigne la partie de cette courbe qui se trouve dans le quatriéme quadrant, calculer
les intégrales suivantes

WLW“’ QAW“’ @Aw@
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Solution. L’équation cartésienne de lellipse se réécrivant, sous forme canonique, (%)2 +y?>=1,un
paramétrage (injectif) de la courbe C est donné par

3
y:te [;,277} — (4dcos(t), sin(t)) .
Ce paramétrage est (infiniment) contintiment dérivable : il vient que
R . > 3
DH(t) = (—4sin(t), cos(t)) #0 Vit € }2727{7

ce qui montre qu’il est régulier, et

IDF()] = /165 (t) + cos(t) = /1 + 15 sin(¢).
(1) Comme Vintégrant f : (z,y) — xy est continu sur la courbe C, I'intégrale a un sens et on a

2 27

4

/ xy ds = / 4cos(t) sin(t) \/1 4 15sin?(t) dt = %/ D (1415 sinz(t)) 1+ 15sin%(t) dt
c = =

% 27 28
Lw 5

2

= % B (1+ 15sin(t))

(2) Comme lintégrant f : (z,y) — xy est continu sur la courbe C, I'intégrale a un sens et on a

27

sin3(t)]2ﬂ _ 16

/C vy dz = / " cos(t) sin(t) (—dsin(t)) dt = —16 / : -3

37 3m
2 2

sin?(t) cos(t) dt = —16 [

3m
2

(3) Comme l'intégrant f : (z,y) — xy est continu sur la courbe C, l'intégrale a un sens et on a

cos?(t) sin(t) dt = 4 {—; cos3(t)} T

3m
2

27

/c vy dy = / " g cos(t) sin(t) cos() di = 4 /

3m 3m
2 2

4
3
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